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Zajecia 1: Zbioér liczb rzeczywistych
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Definicja 1. Zbior liczb rzeczywistych R to zbiér spelniajacy nastepujace aksjomaty:
1.

Aksjomaty ciala, czyli okreslamy na R dziatania dodawania i mnozenia takie, ze (R, +,-) jest

ciatem.

silnie antysymetryczny i liniowy.
Aksjomaty zgodnosci dziatan z porzadkiem, czyli
Vayeer (#<y) = (z+2<y+2)

VeyeerR (T <yA0<2z) = (z2<yz).

na dwa podzbiory A, B takie, ze
A, B#0)

VacapeB @ < b
Vaca Jaca a<a

VbeB HBEB l;< b.

Twierdzenie 2. Niech () # E C R bedzie zbiorem ograniczonym. Zachodzi

inf £ <supF

infE=supF = |E|=1.

Definicja 2. Zbiér I C R nazywamy przedzialem, jesli

Vaoyzer (T, 2 €N <y<z) = yel.

Twierdzenie 3. Kazdy przedzial w R zalicza sie do jednej z kategorii:

1.

Przedzial pusty 0.

. Niepusty przedzial ograniczony [a, b], (a,b] i tak dalej (wszystkie kombinacje)
. Niepusty przedzial ograniczony z gory i nieograniczony z dotu (—oo, b, (—o0, b)
. Niepusty przedzial nieograniczony z gory i ograniczony z dotu [a, +00), (a, +00)

. Niepusty przedzial nieograniczony R.

. Aksjomaty porzadku, czyli okreslamy na R relacje silnego porzadku <, ktory jest przechodni,

. Aksjomat ciaglosci (zasada ciagtosci Dedekinda), ktory mowi, ze zbioru R nie mozna podzieli¢

Uwaga. Mozna wykazaé, ze R jest jedynym zbiorem spelniajacym te aksjomaty z doktadnoscia do
izomorfizmu.

Twierdzenie 1. Niech E # () bedzie ograniczonym z gory (dotu) podzbiorem R. Istnieje sup F
(inf E).
Dowdd. Niech B bedzie zbiorem ograniczenn gornych zbioru E. Niech A = R\ B. Zbiory A, B
spelniaja trzy pierwsze warunki z aksjomatu ciaglosci (trzeci wynika z tego, ze a € A nie jest
ograniczeniem gornym F. a wiec istnieje x € F taki, ze a < z, a definiujac a = %(:c + a) mamy
a < a < x, gdzie z drugiej nier6wnosci wynika a € A). Zatem musi istnie¢ takie b € B, ze Vy 5 b < b.
Takie b jest elementem najmniejszym zbioru B, a wiec wtasnie sup E. Analogicznie dowodzimy druga
wersje twierdzenia.

O

Dowdd. Niech e € E. Mamy inf E < e < sup E. Gdyby E mial element é > e, to byloby inf £ < e <
e < sup E, a wiec dla zbioréw wieloelementowych nie moze zachodzi¢ réwnosé z wypowiedzi. O

Zajecia 1: Zbioér liczb rzeczywistych

Strona 1/12

2024-10-14



Analiza Matematyczna 1 Maciej Mikotajczak

Dowdd. Niech I C R bedzie niepustym przedziatem. Jesli jest nieograniczony z gory, to jego prawym
konicem bedzie +oo. Jesli jest, to niech b = supl. Zauwazmy, ze jesli x € I oraz istnieje takie
b#yé¢ I, zex<y<b,tolybl €I,awie cokolwiek z tego przedziatu jest ograniczeniem gérnym
1, co daje sprzeczno$é z definicja b. Zatem kazda liczba mniejsza od b nalezy do I (do kresu dolnego)
i pozostaje tylko decyzja, przy przedzial jest domkniety. Analogicznie dla lewego krarica. O

Twierdzenie 4. Niech a,,b, € R, a,, < b, dla n € N. Zdefiniujmy I, = [an,b,]. Niech Iy D I; D ...
Zachodzi

ﬂ I, #0.

neN
Dowoéd. Niech A = {a,, : a € N}. Wezmy a = sup A. Mamy Vpen ap < a oraz Veen a < by (bo kazde
by jest ograniczeniem gérnym A). Zatem a € (), ey In- O

Twierdzenie 5 (Zasada minimum). Niech E C N bedzie niepusty. Wtedy E ma element najmniejszy.

Dowdd. E jest ograniczony z dotu przez 0, a wiec ma infimum m = inf £ > 0. Musi by¢ [m,m +
1)N E # 0, bo inaczej m nie byloby infimum. W tym przedziale znajduje sie doktadnie jedna liczba
naturalna n, a wiecm =n € E. O

Twierdzenie 6 (Zasada indukcji). Jesli dla E C N zachodzi 0 € E orazn € E = n+1 € E, to
EF=N.

Dowéd. Przypusémy, ze N\ E # (). Wtedy ten zbior ma element najmniejszy k # 0. Zatem k—1 € E,
a wiec k € E/ — sprzeczno$é é . O

Twierdzenie 7. Zbiér R jest nieprzeliczalny.

Dowdéd. Przypusémy, ze R = {c, : n € N}. Wybieramy ciag przedziatow {I,,} taki, ze

Iy = [ao, bo), co ¢ Io

In = [G,n,bn], Cn ¢ Ina In - In—l-
Mozemy tak zrobié, bo jesli ¢, € [an—1,bn—1], to wystarczy wziaé¢ b, = % (an—1+cn), an = an_1.

Teraz (), cn In = 0 (bo nie zawiera zadnej liczby rzeczywistej), ale wiemy, ze takie przecigcie jest

niepuste — é . O

I Whiosek. Kazdy przedzial I C R majacy co najmniej dwa elementy jest nieprzeliczalny.

Definicja 3. Przestrzenia metryczna nazywamy pare (X, d), gdzie X jest zbiorem a funkcja
d: X xX > (z,y) = d(x,y) €[0,+0)
jest nazywana metryka i spelnia wtasnosci:
1. Voyex d(z,y) =0 <= z=y
2. Vayex d(z,y) =d(y,z) (symetria)
3. Vayzex d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) (nierébwnosé trojkata).

Definicja 4. Jesli (X, d) jest przestrzenia metryczna oraz a € X i r € (0, +00), to zbiory
K (a,r)={x e X :d(z,a) <71},

K(a,r)={r € X :d(x,a) <7},
S(a,r)={z e X :d(x,a) =r}
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nazywamy kolejno kula otwarta, kula domknieta oraz sfera o $rodku a i promieniu 7.

Definicja 5. Ustalmy przestrzen metryczna (X, d). Zbiér U C X nazywamy otwartym, jesli
Yacu Ir>0 K(a,r) cvu.

Rodzine wszystkich podzbior6w otwartych nazywamy topologia (X, d) i oznaczamy ja top,X. Za-
uwazmy, ze §, X € top,X.

I Definicja 6. Otoczeniem punktu a € X nazywamy kazdy zbior otwarty go zawierajacy.
I Definicja 7. Zbior F' C X nazywamy domknietym w X, jesli F' jest otwarty w X.
Definicja 8. Dla A C X wnetrzem zbioru A nazywamy zbior

intA:U{U:UotwartyWX,UgA}.

Elementy tego zbioru to punkty wewnetrzne A.
Definicja 9. Dla A C X domknieciem zbioru A nazywamy zbior

A=(\{F: F domkniety w X,AC F}.

Definicja 10. Brzegiem zbioru A nazywamy zbior
0A = A\ int A.

Jego elementy nazywamy punktami brzegowymi A.

Propozycja 1. Zbior int A jest otwarty, a A i A sa domkniete.
Dowéd. int A jest otwarty jako suma zbioréw otwartych. Podobnie A jest przecieciem zbioréow do-
mknigtych. Mamy A = AN (int A)°, co jest przecigciem zbioréw domknigtych. O
Definicja 11. Podzbior A przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy:

1. ograniczonym, jesli J,ex >0 A C K (a,7)

2. brzegowym, jesli int A = ()

3. gestym w X, jesli A =X

4. nigdziegestym, jesli int A = ()

Propozycja 2. Jesli A jest nigdziegesty, to jest brzegowy.

Dowéd. Mamy A C A, bo A jest przecieciem zbioréw, z ktérych kazdy zawiera A. Podobnie int A C
int A, bo kazdy zbioér otwarty zawierajacy sie w A zawiera sie tez w A. O

Propozycja 3. Zbior A jest brzegowy wtedy i tylko wtedy, gdy zbior X \ A jest gesty.

Dowdd. ( =) Jesli A jest brzegowy, to kazde otoczenie dowolnego punktu z A zawiera punkt z
A°. Zatem A€ zawiera tez wszystkie punkty z A, bo gdyby nie zawieral jakiego$ a € A, to istnieje
zbiér domkniety zawierajacy A€, ktory nie zawiera a, a wiec jego otwarte dopelnienie zawiera a i
istnieje otoczenie a, w ktérym nie ma punktu z A°.

(<=) Zbiér A¢ zawiera wszystkie punkty z A, a wiec podobnie jak przedtem kazde otoczenie
kazdego punktu z A zawiera punkt z A€ iint A = (). O
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Definicja 12. Element a € X nazywamy punktem skupienia zbioru A, jesli dla kazdego U bedacego
otoczeniem a zachodzi

U\ {ah) nAF0.

Zbior punktow skupienia oznaczamy A’. Punkty zbioru A \ A’ nazywamy punktami izolowanymi
zbioru A.

Przyktad (Metryka dyskretna). Okreslajac na zbiorze X funkcje

0, z=y
aaw={1 vty

dostajemy metryke zwana metryka dyskretna.

Przyktad (Metryka przeniesiona przez injekcje). Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna a funkcja
¢ Y = X injekcja . Przyjmujac

g(z,y) =d(p(z),¢(y))

dla z,y € Y dostajemy przestrzen metryczng (Y, g).

Przyktad (lloczyn przestrzeni metrycznych). Jesli (X1,dy), ..., (Xm,dn) sa przestrzeniami metrycz-
nymi, to dla krotek elementoéw z nich = (x1,...,Zm),y = (Y1, .., ym) okreslamy
m
d(z,y) = Zdi (i, i)
i=1

i otrzymujemy przestrzen metryczng na iloczynie kartezjarnskim.

Definicja 13. Dla przestrzeni metrycznej (X, d) oraz zbioru Y C X funkcja d |y xy jest metryka na
Y zwana metryka indukowana. Pare (Y, d |y «y) nazywamy podprzestrzenia metryczna (X, d).

Definicja 14. Modut liczby rzeczywistej x to funkcja
x, x>0
|z| =
-z, =<0
Definicja 15. Metryka euklidesowa na R nazywamy funkcje

d:RXR>3 (z,y) = |z —y| €[0,+00).
Jest ona metryka, a kule w niej to przedzialty (odpowiednio otwarte i domkniete).
Twierdzenie 8 (O istnieniu pierwiastkéw). Niech z € [0, 4+00) oraz n € N\ {0}. Istnieje jedyny taki

y €R, zey >0 oraz y" = =z.

Dowdd. Dla 0 < y; < yo mamy yi" < y5. Zatem jedynosé jest oczywista. Mamy y" =0 <= y =0.
Wystarczy rozwazyé = > 0.

Zauwazmy, ze dla 0 < a < b jest

V' —a"=(b—a) (" +b"2a+...+a" ) < (b—a) nb"h

Okreslmy zbiér E = {t € (0,+00) : t" < z}. Kladac t, = ;7 < 1 mamy ¢ <t, <z, a wigc E jest

niepusty. Jednoczesnie x + 1 jest jego ograniczeniem gérnym, gdyz

teE = t"<r = t"<zr+1 = t"<(z+1)" = t<z+1
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Zatem mozemy okresli¢ y = sup E. Pokazemy, ze y™ = x.

Przypusémy, ze y" < z. Pokazemy, Ze istnieje takie h > 0, ze (y + h)" < x, co da sprzecznosé z
definicja y. Mamy

W+h)"=y"+((y+h)" —y") <y +hn(y+n)""",
a wiec wystarczy znalez¢ takie h, ze

y"+hn(y+h)" <,

n(y+1)"~!1 = n(y+h)" 1’

co dla h € (0,1) jest spelnione przez dowolne h < ktore oczywiscie istnieje.

Przypusémy, ze y" > . Pokazemy, ze istnieje h € (0,y) takie, ze (y — h)" > x, a wigc y nie jest
najmniejszym ograniczeniem gérnym. Podobnie jak przedtem dostajemy nieré6wnosé

(y—h)"=y"—@"—(y—h")>y"—hny"" >a,

a spelniajace ja h na pewno istnieje. O

Definicja 16. Liczbe y € [0, +00) taka, ze y™ = = dla = € [0, +00) nazywamy n-tym pierwiastkiem
liczby z i oznaczamy ja /x.

Zajecia 2: Rozszerzone liczby rzeczywiste i zespolone

Definicja 17. Rozszerzony zbiér liczb rzeczywistych to zbiér R := R U {—o0, +00}, gdzie +00 ¢ R
oraz +00 # —00.

Definicja 18 (Porzadek na R). Przyjmujemy —oo < +00 oraz Vzeg — 00 < z,2 < +oo. To daje
naturalna definicje przedzialow [—oo, x) i innych tego typu.

Propozycja 4. Kazdy zbiér w R jest ograniczony o kresach w R.

Dowéd. Jegli jest ograniczony w R, to w R ma taki sam kres, a jesli nie, to jest nim jedna z
nieskonczono$ci. O

I Uwaga. Mamy inf () = +o0 oraz sup () = —ooc.

Definicja 19. Dodawanie na elementach R definiujemy tak, jak podpowiada intuicja. Dodatkowo
(nie jest to standardowe) zakladamy, ze +o00 + (—o0) = 0.

| Definicja 20. Definiujemy modut | + co| = | — 00| = +o0.

Definicja 21. Metryke na R definiujemy za pomoca funkcji

1, T = 400
o(x) = %ma zeR
=1, T = —00

ktora jest bijekcjg. Teraz mozemy zdefiniowac d (z,y) := d (¢(x), ©(y)) = |o(z) — ¢(y)| dla z,y € R.
W ten sposéb mamy przestrzen metryczna (R, d), w ktorej najwieksza odlegtosé to d (—oo, +00) = 2.

Definicja 22 (Liczby zespolone). W zbiorze R? wprowadzamy strukture ciata:

21+ 20 = (T1+ T2, 01 +Y2), 2122 = (T1%2 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)
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dla z; = (z,y;). Trojka (R2,+,-) jest cialem o 0 := (0,0) oraz 1 := (1,0). Otrzymane cialo
oznaczamy C i nazywamy liczbami zespolonymi. Czesto piszemy (z,y) = x + iy.

I Uwaga. Cialo R zanurza sie w C za pomocs injekcji z — (z,0).

Propozycja 5. W C zachodzi nieréwnosé trojkata

2+ w] < [2] + ful .

Dowéd.

4w =z+w) EFw) =(z+w) E+w) = |2]> + |w? + 20 + 2w = |2|* + |w|* + 2@ + z©
= |2|* + uwl® + 2Re (2@) < |2 + |w|* + 2 |2w| = (2| + w])*.

Definicja 23. Wprowadzamy metryke na C za pomoca modutu:
d:CxC>3(z,w) > d(z,w) = |z —w| € [0, +00).

Modut jest tu tozsamy z dtugoscia wektora z € C, a kule nazywamy czesto kotami, bo tak wygladaja
na plaszczyznie.

Twierdzenie 9 (Nieréwnos¢ Cauchy'ego-Schwarza). Niech z1, ..., z,, w1, ..., w, € C. Zachodzi
n n n
__ 2 2
S s < || Sl S honl
k=1 k=1 k=1

Dowéd. Ktadziemy A = S0, |z1%, B = Sr_, lwil®, C = S27_, z1wr. Mamy
B=0 <= wi=...=w, =0
i wtedy obie strony nieré6wnosci sie zeruja. Teraz B > 0 i przeksztatcamy

0< Z |sz — ka|2 = Z BQZkﬁ-f— CCw,wy, — BCzywr, — BCZpwy,
k=1 k=1

=B?A+|C°B—-BCY Zguwp — BC Y  2Wx
k=1 k=1
= B2A+|C[’ B - (BCT + BOC) = B (AB - [CT*).

Zatem AB — |C|* > 0, a to daje teze: |C| < VAVB. O

Definicja 24 (Sfera Riemanna). Wybieramy element co ¢ C i okreslamy C = C U {oo}. Taki zbior
nazywamy plaszczyzna domknieta lub sfera Riemanna.

Definicja 25. Rozwazmy zbior S = {((z,y),t) € Cx R:z? 4+ y*> + 12 =t}. Jest on sfera w R? o
srodku w (O, 0, %) i promieniu % Mozemy rzutowaé punkty plaszczyzny podporowej (zespolonej)

na sfere, taczac je z pélnocnym biegunem sfery. Jest to odwracalne przeksztalcenie

h<z>=h<x,y>=< z v I )

1422 1422 14|22

ktore uzupeliamy do bijekeji H : C — S kladac H (c0) = (0,0, 1).
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Po zastosowaniu na S metryki euklidesowej dostajemy na C metryke przeniesiona przez bijekcje:

|2 — w|

9(sw) = 2 _,
V1411 + ]
1

g(zaoo)zm-

Rysunek 1: Sfera Riemanna wraz z rzutem na plaszczyzne.

I Notacja. Wszedzie tam, gdzie dowod dla R przebiega tak samo jak dla C, bedziemy pisa¢ K.

Zajecia 3: Zbieznos¢
2024-12-02

Definicja 26. Ciggiem w zbiorze X nazywamy dowolng funkcje N 3 n — a, € X. Ciag oznaczamy
{a,} lub {a, }{° lub (a,) lub (a,);".

Definicja 27. Jesli {a,} i {b,} sa ciagami w zbiorze X, to mowimy, ze {b,} jest podciagiem {a,},
jesli istnieje Scisle rosnaca funkcja ¢ : N — N taka, ze b, = a,(y) dla kazdego n € N.

Definicja 28. Mowimy, ze ciagi {a,} oraz {b,} roéznia sie wyrazami poczatkowymi, jesli istnieje
takie N € N, ze V>N by = an.

Definicja 29. Niech o : N — N bedzie bijekcja. Mowimy, ze {b,} jest permutacja ciagu {a,}, jesli
bp = ag(n) dla n € N. Jest to permutacja zadana przez o.

Definicja 30. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, {a,} ciagiem w X oraz a € X. Méwimy,
ze a jest granica ciagu {a,}, jesli

Ves0 INen Vnxn d(an,a) <e.
Ciag {a,} nazywamy zbieznym do granicy a, co zapisujemy a,, — a (n — +00) albo

lim a, = a.
n—oo

Uwaga. Warunek d (a,,a) < € jest rownowazny a, € K (a,e). Zatem ciag jest zbiezny do a, jesli
w dowolnym otoczeniu a lezg prawie wszystkie jego wyrazy. To pozwala zdefiniowaé zbieznosé w
przestrzeni topologiczne;j.
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Notacja. Napis Iyen Vp>n czesto skracamy do zapisu n >> 1, co czytamy: dla odpowiednio duzych
n.

Propozycja 6. Zachodzi a,, = a < d(a,,a) — 0.

Dowod. Mamy d (ay,a) < ¢ <= |d(an,a) — 0] < &, a wiec definicje sa sobie réownowazne. O

Propozycja 7. Jesli a,, — a i wybierzemy podciag (an,) C (ay), to an, — a(k — 00).

Dowdd. Niech ¢ > 0. Wybierzmy takie N, ze V,>n d(an,a) < €. Niech K € N : Vi>x ni > N.
Wtedy Vi>k d(an,,a) < €, a to chcielismy. O

Twierdzenie 10. Ciag w przestrzeni metrycznej (X, d) moze mieé co najwyzej jedna granice.

Dowdéd. Zalozmy, ze dla by, bs € X takich, ze by # by mamy a, — by oraz a, — bs. Wezmy ¢ =
%d (b1,b2). W kazdej z kul K (by,¢), K (ba,€) leza prawie wszystkie wyrazy {a,}, ale z nieréwnosci
trojkata jest K (by,e) N K (ba,e) = 0, co daje sprzecznosé. O

I Uwaga. To twierdzenie nie dziala w przestrzeniach topologicznych.
Definicja 31. Mowimy, ze a jest punktem skupienia ciagu {a,,}, jesli

Veso,NeN Tn>n d(an,a) <e.

Stownie: dowolnie blisko a leza dowolnie duze elementy {ay}.

Twierdzenie 11. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, {a,} ciagiem w X, a € X. Punkt a
jest punktem skupienia {a,} wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje {b,} bedacy podciagiem {a,} taki,
ze b, — a.

Dowéd. ( = ) Zdefiniujmy {a,, } w nastepujacy sposob: dla kazdego k € N niech a,,, bedzie takim
elementem ciggu {a,}, ze d (an,,a) < 3¢ oraz n; > n; dla kazdego i < k. Taki element istnieje, bo
a jest punktem skupienia. Okreslony ciag oczywiscie jest zbiezny do a.

(<) Jesli podciag {b,} jest zbiezny do a, to dla kazdego ¢ > 0 prawie wszystkie elementy {b,,} sa
odpowiednio blisko a. Zatem w szczegdlnodci istnieja dowolnie duze elementy bedace odpowiednio
blisko a. 0

Propozycja 8. W przestrzeni metrycznej (X,d) ciag {a,} jest zbiezny do a € X wtedy i tylko
wtedy, gdy z kazdego jego podciagu da sie wybra¢ podciag zbiezny do a.

Dowdd. ( =) Jesli {a,} jest zbiezny do a, to kazdy jego podciag tez.

(<) Zalozmy, ze {a,} nie jest zbiezny do a, czyli istnieje € > 0 taki, ze dla nieskoriczenie wielu
elementow {a,} zachodzi d (a,,a) > . Rozwazmy podciag sktadajacy sie z tych elementéow. Musi
on mie¢ podciag zbiezny do a, co daje sprzecznos$é, bo wszystkie jego wyrazy sa oddalone od a o co
najmniej €. O

Twierdzenie 12. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng, niech A C X. A jest domkniety w X
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu {a,} C A o granicy a zachodzi a € A.

Dowdd. ( =) Niech {a,} C A bedzie ciagiem, a a € X jego granica. Jesli a ¢ A, to U = A€ jest
otwartym otoczeniem a. Zatem prawie wszystkie wyrazy {a, } leza w U, czyli poza A — sprzecznosé.

(<=) Jesli A nie jest domkniety, to A\ A # (). Wybieramy a € A\ A. Dla kazdego n € N mamy
ANK (a,27™) # 0, bo do domkniecia naleza te punkty, ktére maja dowolnie blisko siebie punkt z
A. Wybierajac a,, € A tak, by a,, € K (a,27"™) dostajemy ciag zbiezny do a, a wiec powinno by¢
a € A — sprzecznoscé. O

Twierdzenie 13. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, A C X, a € X. a € A’ (jest punktem
skupienia A) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag {a,} C A\ {a} taki, ze a,, — a.
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Dowdd. ( =) a jest punktem skupienia, a wiec dla kazdego n € N mamy

(K (a, 2_”) \{a}) NA#Q.
Biorac a,, jako element tego zbioru dostajemy ciag zbiezny do a.

( <) Dla kazdego otoczenia a prawie wszystkie elementy {a,} do niego naleza. Zatem dowolne
otoczenie ma niepuste przeciecie z A \ {a}. O

Twierdzenie 14. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, A C X. Zachodzi A = AU A'.

Dowéd. Mamy AU A’ C A, bo jesli a € A’, to istnieje ciag w A \ {a} zbiezny do a, a zatem jest to
tez ciag w A ia € A z domknigtosci A. Biorac a € A mozemy znalezé ciag {a,} w A zbiezny do a
—mamy K (a,27™)N A # Q. Jesli a ¢ A, to jest to ciag w A\ {a}, a wiec a € A’. Z tego wynika
ACAUA. O

Definicja 32. Srednica zbioru A C X nazywamy element zbioru [0, +00] okreslony réwnoscia

diam A = 0, A=0 ,
supd (Ax A), A#0

gdzie supremum okreslamy w R.

Propozycja 9. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, A C X. Nastepujace warunki sa rowno-
wazne:

1. A jest zbiorem ograniczonym
2. diam A < 400
3. Van 37‘>0 ?(Cﬁr) D A

Dowdd. (1 = 2) Jesli A jest ograniczony to zawiera sie¢ w pewnej kuli K (b, 7). Zatem dla dowol-
nych a,a’ € A jest d(a,a’) < d(a,b)+d(a’,b) < 2r.

(2 = 3) Niech diam A = ¢. Niech o’ € A (dla pustego A teza oczywista). Biorac r = d (a,a’) + ¢
dostajemy odpowiednia kule.

(3 = 1) Dowolna taka kula $wiadczy o ograniczeniu zbioru. O
Definicja 33. Ciag {a,} w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy ograniczonym, jesli zbior jego
wyrazow {a, € X : n € N} jest ograniczony.

Propozycja 10. Ciag zbiezny w (X, d) jest ograniczony.

Dowdd. Niech ciag {an} bedzie zbiezny do a. Niech N € N bedzie takie, ze V,>n d(an,a) < 1.
Mamy {a, : n € N} C K (a, max (1, max;<n {d (a;,a)})). O

Definicja 34 (Ciag Cauchy'ego). Ciag {a, } w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy ciagiem Cau-
chy’ego, jesli
Ve>0 INeN Vpg>N d(aP’GQ) <E.

Moéwimy o takim ciagu, ze spelnia warunek Cauchy’ego.

Definicja 35 (Przestrzen zupetna). Mowimy, ze przestrzen metryczna (X, d) jest zupelna, jesli kazdy
cigg Cauchy’ego w niej jest zbiezny.

Twierdzenie 15. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, a {a,} ciagiem w niej. Zachodza na-
stepujace wynikania:

1. {an} jest zbiezny —> {a,} jest Cauchy’ego
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2. {a,} jest Cauchy’ego — {a,} jest ograniczony

3. {a,} jest Cauchy’ego i ma podciag zbiezny —> {a,} jest zbiezny
Dowéd. (1) Wybieramy ¢ > 0. Jesli a,, — a, to istnieje takie N, ze dla n > N jest d(an,a) < §.
Zatem dla p,q > N jest d (ap, aq) < d(ap,a) +d(aq,a) <e.
(2) Niech N € N bedzie takie, ze dla p,q > N jest d(ap,a,) < 1. Dlar =1+ Zﬁ;od(an,aN)
wyrazy {a,} zawieraja sic w K (an,7).
(3) Niech {b,} bedzie podciagiem {a,} zbieznym do b. Ustalmy N, N takie, ze dla n > N jest

d(bp,b) < 5 oraz dla p,q > N jest d(ap,ay) < 5.Dlap>M = max{N,N} mamy

d(ap,b) < d(ap,bar) +d(ba,b) <e,

bo by = a4 dla pewnego ¢ > M. O

Uwaga. Zmiana poczatkowych wyrazow oraz permutacja ciagu nie maja wplywu na jego zbieznos¢,
punkty skupienia, ograniczenie i warunek Cauchy’ego.

Zajecia 4: Zbiezno$¢ w ciele
2025-01-02

Twierdzenie 16. Dla ciagu {a,} w ciele K zbieznego do a € K zachodzi:
1. (—an) = (—a)
2. |an| = |a
3. jesli a # 0, to a, # 0 dlan > 1 oraz ﬁ%%

Dowéd. (1) Wprost z |(—ay,) — (—a)| = |an — al.

(2) Podobnie, za pomoca odwroconej nieréwnosci trojkata ||a,| — |a|| < |a, — al, ktéra dowodzimy
rozpisujac 2| = & —y + y| < |z — y|+[y| i podobnie |y| < |y — x|+[z], a wiec + (2| — [y]) < |= —yl.

(3) Bierzemy ¢ = % Mamy |a, —a| < e dla n > 1, a wigc |a,| > |a| — |ap, —a| > |a| —€ = % > 0.
Korzystajac z tej nier6wnosci i -l= IIZZﬁgll < 2|alr;|72a| — 0. O

Twierdzenie 17. Operacja granicy jest zgodna z czterema podstawowymi dziataniami (z dzieleniem,
o ile granica dzielnika nie jest zerowa).

Dowdd. Pokazemy tylko a, - b, — a - b. Dodawanie i odejmowanie oczywiste, dzielenie wynika z
mnozenia. Mamy

|anby, — ab| < |anby, — anb| + |anb — abl = |ay||bn — b| + |an — a| 0],

a 7ze ciagi zbiezne sg ograniczone, to mamy |a,| < M dla pewnego M. Biorac M = max {M, |b|}
dostajemy |anb, — ab] < M (la, — a| + |bn, — b]), co zmierza do 0. O

Twierdzenie 18 (Bolzano-Weiserstrassa). Kazdy ograniczony ciag liczb rzeczywistych {a,} ma pod-
ciag zbiezny.

Dowéd. Z ograniczenia {a,} istnieje taki przedzial Iy = [bg,cq], ze a, € Iy dla n € N. Majac
ustalony I,, = [by,c,] rozwazmy przedzialty [b,, b”;C”] oraz [b"’zc"',cn]. Definiujemy jako I,y ten

z nich, w ktorym lezy nieskonczenie wiele wyrazow {a,} (w ktoryms na pewno, bo poczatkowo
w Iy sa wszystkie). Dostajemy rodzing przedziatow zstepujacych, a wiec (), cyIn # 0. Wezmy
a € ey In- Latwo zauwazy¢, ze (1, oy In = {a}, bo diam I,, — 0. Dla ustalonego ¢ > 0 istnieje
takie n, ze I,, C (a —e,a+¢€), czyli w tym przedziale jest nieskoriczenie wiele wyrazow ciagu. A
wiec w dowolnym otoczeniu a sa wyrazy ciagu, czyli a jest punktem skupienia. Z tego wynika, ze
istnieje podciag o granicy w a. O

Zajecia 4: Zbieznos¢ w ciele Strona 10/12



Analiza Matematyczna 1 Maciej Mikotajczak

I Whiosek. Kazdy ograniczony ciag liczb rzeczywistych ma punkt skupienia w R.

Twierdzenie 19. Przestrzen R z naturalng metryka jest przestrzenia zupelna.

Dowdd. Jesli {a,} jest ciagiem Cauchy’ego, to jest ograniczony. Ciag ograniczony ma podciag
zbiezny, a ciag Cauchy’ego ze zbieznym podciagiem jest zbiezny. O

Twierdzenie 20. Niech {a,} C R bedzie rosnacym (malejacym) ciagiem ograniczonym z gory (dotu).
Wtedy {a,} jest zbiezny.
Dowdéd. Rosnacy ciag ograniczony z gory jest ograniczony, wiec ma punkt skupienia a € R. Zatem
mamy

Veso,NeN n>N |an —al <e,
a ze ciag jest rosnacy, to bedzie to zachodzilo dla kazdej liczby wickszej niz n (jest a, < a, bo
inaczej bedziemy sie tylko od niego oddala¢ i nie bedzie punktem skupienia).

Inny dowod: bierzemy a = sup {a, : n € N}. Dla ¢ > 0 istnieje ng takie, ze a — & < a,,. Zatem dla
n > ng jest
a—e<ap, <ap<a<a+te,

czyli la — ap| < €.

Dowdéd drugiego wariantu analogiczny. O

Lemat 1. Niech {a,} bedzie ciagiem w R, a € R. lim, ;o0 an = a w R wtedy i tylko wtedy, gdy
lim,,soo a, = a w R.

Dowéd. ( = ) Mamy

A(an,a) = an ___a | _ an + an |a| —a — alay|
" L+an|  1+]al (1 +[an]) (1 +al)
< lan —al + |an |a| = alan|| = |an — al + |an |a| = ala] + ala| — aan|]

< lan — af + af lan — a| +[al [|a] — |an]],

gdzie pierwsza nieréwnosé to przeszacowanie mianownika przez 1 i nieréwnosé trojkata. Widzimy,
ze ostatnie wyrazenie dazy do 0.

—00, r=—1
( <) Zdefiniujmy funkcje 9 (z) = —ap ZE€ (—1,1) . Jest ona odwrotnosdcia bijekcji ¢ mie-
400, r=1
dzy R a R pokazanej weczesniej. Zakladajac, ze |¢ (an) — ¢ (a)| — 0 mozna pokazaé¢ jak wczesniej,
ze [ (¢ (an)) — ¢ (¢ (a))] = 0. B

Lemat 2. Niech {a,} bedzie ciaggiem w R. Zbieganie a,, — +00 (—00) w R jest réwnowazne temu,
ze
Veer Inen Vo> C < an(an < C).

Dowéd. Wynika wprost z wypisania wzoru na odlegtoéé w R — ciag zbiega do nieskoniczonosci tylko,
gdy przekracza kazde mozliwe ograniczenie gorne. O

Twierdzenie 21. Niech {a,} bedzie ciagiem w R. Taki ciag ma punkt skupienia.

Dowdd. Jesli nieskoriczenie wiele wyrazow {a,} ma wartosci oo, to ktoras z tych wartosci jest
jego punktem skupienia. Jesli skoniczenie wiele wyrazéw ma te wartosci, to mozemy je zamieni¢ na
liczbe 1 bez wplywu na punkty skupienia. Mamy teraz ciag w R. Jesli jest nieograniczony z gory
lub z dotu, to odpowiednia nieskoniczonosé jest jego punktem skupienia. Inaczej jest ograniczony, a
wiec ma punkt skupienia w R, czyli tez w R. O
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Definicja 36. Dla ciagu {a, } C R definiujemy jego zbiér granic czesciowych jako

I'(q,} = {a € R: a jest punktem skupienia {a,} w R} .

Lemat 3. Dla ciggu {a,} C R zbior I',,} jest niepusty i domkniety w R, a do tego

inf F{an}, sup F{an} S F{an}.

Dowéd. Kazdy ciag w R ma punkt skupienia. Dalej oznaczmy L¢q,1 przez S. Jedli b ¢ S, to istnieje
jego otoczenie U w R, w ktorym lezy skoniczona liczba elementéw ciggu. Zatem U C S¢, bo U jest
otoczeniem kazdego swojego elementu. Zatem S€ jest otwarty, czyli S jest domkniety.

Oznaczmy teraz a = sup S i przypusémy, ze a ¢ S. Mamy S # 0, a wiec a # —oo. Do tego
[a,+00] NS = 0. Rozwazamy przypadki. Jesli a = +oo, to istnieje takie R > 0, ze (R, +o0]NS =0
(bo 5S¢ jest otwarty), a z tego wynika, ze sup S < R — sprzeczno$¢. Podobnie, jesli a € R, to istnieje
takie r > 0, ze (a —r,a+r)N S = @, czyli ponownie sup S < a — r. Analogicznie pokazujemy dla
infimum. Zauwazmy, ze to rozumowanie dziala dla dowolnego zbioru domknietego. O

Definicja 37. Granicg gorng (dolng) ciagu {a,} w R nazywamy supT'y,, y (inf g, 1). Oznaczamy
ja limsup,,_, . a, (liminf,, o ap).

Twierdzenie 22. Niech {a,} C R i a € R. Zachodzi

1. liminf, , a, <limsup,,_, . an

2. liminf,, ;- a, = limsup,,_, ., an =a < a, — a.
Dowdéd. (1) Niech m = infI', y i M =supl'y,, ;. Mamy m < M z niepustosci I'y,, 3.
(2) Mamy I',,3 C [m, M].

(=) a jest jedynym punktem skupienia {a,}. Gdyby istnial taki ciag indeksow n; < ng < ...,
ze dla otoczenia U > a jest an, ¢ U, to daloby to ciag {a,,} o punkcie skupienia nie bedacym a —
sprzeczno$¢. Zatem w U leza prawie wszystkie wyrazy ciagu, czyli a,, — a.

(=) Jest I'yy,} = {a}, a wigc m = M. O
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