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1. Przestrzenie Banacha 2025.03.03
Twierdzenie 1. W przestrzeni unormowanej (E, ||||) nastepujace odwzorowania sa ciggle:

1. Esz — |z €R,

2. EXE> (z,y) >z +y€E,

3. KxE>(\z)—> Az k.

Dowéd. Z odwrotnej nier6wnosci trojkata ||| — [ly||| < ||z — y|| dostajemy 1-lipschitzowskos¢, a
wiec w szczegdlnosdei ciaglo$é normy. Te nieréwnosé dostajemy przeliczajac ||z]| = |l —y +y] <
lz —y|l + |ly|| 1 analogicznie dla ||y]|.

W przestrzeni metrycznej ciaglo§¢é mozna badaé ciagowo, a wiec bierzemy ciag E X E D (xy,,Yn) —
(x,y). Wtedy rozwazamy norme produktows ||z, + yn — 2 — y|| < ||zn — 2| + ||yn — y|| — O.

Podobnie bierzemy A, — A i z,, =& & w odpowiednich normach. Wtedy
Az — Az|| = |Anzn — Az + Az — Apz|| < A |z — || + A = Allz]] = |A]-0+0=0.

O

Definicja 1. Przestrzen unormowana (E, ||-||) nazywamy przestrzenia Banacha, gdy z metryks in-
dukowana normg jest ona przestrzenig metryczng zupelna.

Przyktad. Przestrzeniami Banacha sa np. ciala C,R oraz przestrzenie wektorowe nad nimi z nor-
mami 41, o, loo.

Definicja 2. Przestrzeni wektorowa z iloczynem skalarnym nazywamy przestrzenia unitarna. ||z|| =
V/{x, x) zadaje norme na tej przestrzeni.

Twierdzenie 2. W przestrzeni unitarnej (E, (-, -)) zachodzi
1. nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza |(x, y)| < ||z|| - ||yl

2. nier6wnos$é Minkowskiego ||z + y|| < ||z]| + ||ly]|-

Dowdd. Dla y = 0 pierwsza nieré6wnosé oczywiscie zachodzi. Zatem mozna wzia¢ z = = — f@ﬁ@ yi
policzy¢
(z,1) @y |
$7 x?
os<zz>=|mn2—2Re(<x, %y>>-+ Sy
1yl lyl

— 2 z,y)° Z
2 <l’,y> ‘<$7y>| 2 2 ‘< Y ‘ |<£U,y>| 2
= |lz[” — 2Re 5 (@) | + T llyl” =l=l" -2 5 + 5 <=l
Iyl Il [l lyll

Druga nieréwno$¢ wynika z przeliczenia

2 2 2 2 2
[z +yll” = (@ +y,z+y) = [lz]” + 2Re ((z, 9)) + [yl < [l + 2 [z, »)| + [yl
2 2 2
<zl + 2l lyll + lylI” = Cl=ll + llyl)” -

Whiosek. /(z, z) faktycznie jest norma.

Twierdzenie 3. Przestrzen unormowana E pochodzi od iloczynu skalarnego wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi réwnosé réwnolegtoboku

2 2 2 2
o+ l> + e = ylI* =2 (=) + ly)1*) .
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Dowdd. ( = ) Majac iloczyn skalarny liczymy

lz+yl®> +llz —ylI> = (@ +y,z+y) + (& —y,z—y)
2 2 2 2
= |l=||” + 2Re ({z,9)) + llylI” + [|z[|” — 2Re ({z, y)) + [yl

2 2
=2 (lla)* + lyl1*) .

(<=) W przestrzeni nad R wystarczy polozy¢ (z,y) = 1 (HJC +yl? =zl - ||y||2) (i sprawdzi¢

poprawno$¢), nad C jest trudniej. O

Definicja 3. Przestrzen unitarng zupelna wzgledem normy zadanej iloczynem skalarnym nazywamy
przestrzenia Hilberta.

Definicja 4. Dla niepustego zbioru X i przestrzeni unormowanej F wprowadzamy oznaczenie
B(X,E)={f:X — E| f jest ograniczona} .

Ten zbidr jest przestrzenia wektorowa z dziataniami po wartosciach.

Propozycja 1. Funkcja
[l : B(X, E) 3 f = sup{||f (z)] : x € X} €0, +00)
jest normga.
Twierdzenie 4. Niech f,, € B(X, E) dla kazdego n € N i niech f: X — E. Wtedy f, = f wtedy i

tylko whedy, gdy f € B (X, E) oraz f,, 1=, .
Dowéd. Byto na AM1. O

Twierdzenie 5. Niech X # () i E bedzie przestrzenia unormowana. E jest przestrzeniag Banacha
wtedy i tylko wtedy, gdy (B (X, E), ||-||,) jest przestrzeniag Banacha.

Dowéd. ( = ) Bylo na AMI.
( <) Funkcje stale tworza podprzestrzen B (X, E) i sa izomorficzne z E. O

Twierdzenie 6. Niech (X, 7) bedzie niepusta przestrzenia topologiczna a (E, ||-||) przestrzenia unor-
mowana. Wtedy E jest przestrzeniag Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy zbior

CB(X,E)={fe€B(X,E): f jest ciaglte}

jest przestrzenia Banacha.
Dowéd. ( = ) Bylo na AMI.

( <) Funkcje stale tworza podprzestrzen CB (X, E) i sa izomorficzne z E. O

Notacja. Gdy X jest zwartg topologia kazda funkcja ciggla jest ograniczona. Skracamy wiec zapis
CB(X,E) do C(X,E). Jesli E =K, to pomijamy réwniez przestrzer.

Definicja 5. Definiujemy przestrzen ciagéw ograniczonych jako
0> =B(N,K) = {(z,) € K" : (z,) jest ciagiem ograniczonym} .
Rozwazamy tez jej podprzestrzenie

c={(z,) €KY : (2,) zbiezny} C ¢,
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cO:{(mn)G]KN:a:nAO}gc,

60 = {(xn) c KN : HNGN V’I’IZN BB = 0} g Cp-

Notacja. Dla przestrzeni unormowanej E piszemy B = {z € E : ||z|| < 1}. Jest to jednostkowa
kula otwarta.

Twierdzenie 7. Niech F, F' beda unormowanymi przestrzeniami nad K a f : £ — F odwzorowaniem
liniowym. Wtedy nastepujace warunki sa réwnowazne.
1. f jest ciagte,
2. Jucr f jest ciagle w a,
f jest ciagle w 0,
f jest odwzorowaniem ograniczonym: 3,~¢ f (Bg) C rBp,
Jrr>02ek f(z+ RBE) C f(z) + rBp,
Jr,r>0 Vaer f(z+ RBE) C f(z) + rBp,
Inzo Veer [If (@) < M|z,
8. f jest jednostajnie ciggle.

N otk

Dowéd. (1 = 2) Oczywiste.

(2 = 3) Ustalmy € > 0 i wezmy 6 > 0 tak, by ||z —al|p <6 = |f(z)—f(a)|lp <e. Z
liniowosci dostajemy dla y =z —a: e > ||f ()| = || f (v) — £ (0)] p-

(3 = 4) Wezmy i ¢ takie, ze ||y|| < 6 = ||f (v)|| < e. Biorac z € Bg i ktadac y = §z dostajemy
llyll =6 ||z]| <6, a wiec || f (02)]| < &, wigc mozna przyjac r = %.

(4 = 5) Bierzemy R =1, x =0 i r z zalozenia.
(5 = 6) Niech zalozenie zachodzi dla xg, Ry, 79 i wezmy = € E. Mamy

f(.’t+ROBE) :f($—$0+$0+R0]BE) :f(ZL') —f($0)+f(.’£0+RQBE)
C f(@) = f(zo) + f (z0) + 1oBFr = f (z) + roBp.

(6 = 7) W zalozeniu bierzemy x = 0 i mamy f (RBg) C rBp. Dla dowolnego x # 0 mamy wiec

trywialna.

(7= 8) Dla z,y € E mamy |f(z)—f@)l = If (= —y)| < Mlz—yl, a wicc f jest M-
lipschitzowskie, czyli jednostajnie ciagle.

f (RH%H) H <7, ezyli || f ()| < % llzl], wiec wystarczy przyja¢ M = 5. Dla x = 0 nierownosc jest

(8 = 1) Oczywiste. O
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