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Topologia 1 Maciej Mikotajczak

1. Baza topologii 2025-03-01

Definicja 1. Bazg topologii nazywamy rodzine B C P (X) taka, ze dla kazdego = € X istnieje B € B
takie, ze x € B oraz jesli x € By N By dla By, By € B, to istnieje B3 € B takie, ze x € B3 C B; N Bs.

Definicja 2. Topologia generowana przez baze B nazywamy rodzine 7 (B) C P (X) taka, ze dla
kazdego U € P (X) mamy U € 7 (B) dokladnie wtedy, gdy dla kazdego « € U istnieje B € B takie,
zex e BCU.

Lemat 1. Rodzina 7 (B) jest topologia.

Dowdd. Oczywiscie jest § € 7(B), a X € 7(B) wynika z tego, ze dla kazdego x € X istnieje
BeB:zeB.

Niech (Uj)jeJ C 7(B). Jesli x € U, ; Uj, to mamy x € Uj, dla pewnego jo € J. Zatem istnieje
takie B € B, ze x € B C Uj,, a wiec z € B C |, ; U;. Zatem (J;; U; € 7 (B).

Niech Uy,Us € 7 (B) i € Uy NUy. Wtedy istnieja takie By, Bs € B, ze x € By CUj oraz x € By C
Us. Z definicji bazy istnieje Bs takie, ze x € B3 C Bi N By CU; NUsy, awiec U1 NUz € 7(B). O

Lemat 2. Niech B bedzie baza topologii na X. Wtedy dla kazdego U C X warunek U € 7 (B)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A C B takie, ze | J A = U.

Dowéd. (= ) Ustalmy U € 7 (B). Niech A = {BeB:BCU}. Jesli « € U, to z U € 7(B)
istnieje B € B:x € B C U, a wiec z € |J . A. Zawieranie w druga strone wynika z tego, ze A sklada
sie z podzbiorow U.

(<) Jesli U = |J A dla odpowiedniego A, to kazdy = € U nalezy do pewnego B € A, a wiec
U e (B). O

| Definicja 3. Niech 71,72 beda topologiami na X. Méwimy, ze 72 jest silniejsza od 7, jesli 71 C 7o.

Lemat 3. Niech topologie 71,2 na X beda generowane przez bazy Bi, By. Wtedy 7 jest silniejsza
od 7 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € X i kazdego By € By : x € Bj istnieje By € By
takie, ze x € By C Bj.

Dowdd. (= ) Ustalmy € X i B; € By : € B;. Mamy By € 7 (B1) C 7 (Bs), a wiec musi istnie¢
Bs € B, takie, ze x € By C Bj.

(<= ) Niech U € 1;. Chcemy pokazaé, ze U jest generowane przez Bs. Ustalmy x € U i By € By :
x € By CU. Wiemy, ze istnieje By € By : x € By C By, a z tego wynika U € 5. O

Lemat 4. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Niech C C 7 bedzie taka rodzina, ze dla
kazdego U € 7 i x € U istnieje V € C takie, ze x € V C U. Wtedy C jest baza topologii i 7 jest
generowana przez C.

Dowdéd. Biorac U = X dostajemy, ze dla kazdego x € X istnieje V € C : x € V. Rozwazmy
z e X :xz e VinV, dla pewnych Vi,V € C C 7. Wiemy, ze V73 N Vo € 7, a wiec istnieje
VelC:xzeV CVinNVs, Zatem C faktycznie jest baza.

Mamy 7 (C) C 7, bo zbiér po lewej sklada sie z sum elementow C, a 7 jest zamknieta na sumy.
Zawieranie w druga strone¢ wynika z tego, ze dla kazdego U € 7 mozemy zapisa¢ U = J, ¢ Ve,
gdzie Vx € C jest zbiorem $wiadczacym o z € V, C U.

Przyktad. Rozwazmy przestrzen metryczna (X, d). Zbior kul otwartych
K={K(z,r):zeX,r € (0,+00)}

jest baza topologii top (d).

Dowdd. Z definicji top (d) wiemy, ze dla kazdego x € U € top (d) istnieje kula otwarta K : x € K C
U. Zatem K C top (d), a te dwa warunki daja nam teze.
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Definicja 4. Podbaza topologii na X nazywamy dowolna rodzine S C P (X) taka, ze S = X.
Podbaza S wyznacza baze B (S) zdefiniowana w nastepujacy sposob: U € B (S) dokladnie wtedy,
gdy mamy U = A;N...N A, dla pewnych Aq,..., Ay € S. Mowimy, ze topologia T jest generowana
przez podbaze S, jesli jest generowana przez baze B (S).

Propozycja 1. Dla podbazy S baza przez nig generowana faktycznie jest baza.
Dowéd. Z |JS = X mamy, ze dla kazdego z € X istnieje S € S C B(S) takie, ze x € A. Biorac
€€ By NBydla B, =L, Al € B(S)i By =2, A% € B(S) widzimy, 7e B, N By € B(S). O

Lemat 5. Niech (X, d;), (X, d2) beda przestrzeniami metrycznymi. Jesli istniejq takie state Ly, Ly €
(0,+00), ze Lids (z,y) < dy (x,y) < Lads (z,y) dla dowolnych z,y € X, to zachodzi top (d1) =
top (dz).

Dowdd. Aby pokazaé top (di) C top (d2) wystarczy pokazaé, ze K4, C top (d2), bo kule otwarte
tworza baze topologii zadanej metryka.

Mamy Ko, (2,7) = Uyek, (o) Kds (¥, 7y), gdzie 7y = %(f’y). Zawieranie w prawo jest oczywiste,
1 (@

a zawieranie w lewo wynika z tego, ze dla v € Kg, (y,7,) mamy

dy (u, ) < dy (u,y) +di (y,2) < Lads (u,y) +di (y,2) <.

W analogiczny sposéb dowodzimy drugiego zawierania. O

2. Topologia produktowa 2025.03.17

Definicja 5. Niech (X, 7), (Y,0) beda przestrzeniami topologicznymi. Topologia produktowa na
X x Y, oznaczana 7 X o, to topologia generowana przez baze

B={UxVCXxY:UerAV €eo}.

Propozycja 2. Baza z definicji topologii produktowej faktycznie jest baza.
Dowdd. Mamy X € 7, Y € 0, a wiec (z,y) € X x Y € B dla kazdej pary (z,y).

Ustalmy (z,y) € X x Y. Jedli (z,y) € Uy x V4 € Boraz (z,y) € Us x Vo € B, to mamy
(a:,y)e(Ul X‘/l)m(UQ X‘/Q):(UlmUQ)X (%ﬂ%)EB

O

Lemat 6. Niech (X1,01), (X2, 02) beda przestrzeniami topologicznymi. Niech B;, By beda bazami
tych topologii. Wtedy rodzina

C:{B1X32131€Bl/\32662}

jest baza topologii produktowej o1 X os.

Dowdd. C jest baza wprost z tego, ze By, Bs sa bazami. Niech D bedzie baza z definicji topologii
produktowej. Mamy C C D, a wiec 7 (C) C 7 (D).

Rozwazmy (x1,z2) € X7 x Xy takie, ze (z1,22) € By X By € D. Mamy wtedy 1 € By € o
oraz xo € By € 05. Rodziny By, By to bazy odpowiednich topologii, a wiec istnieja takie A; € By,
Ay € By, ze x1 € Ay C By oraz x9 € Ay C By. Mamy A; X Ay € C, a to konczy dowod — jest
7(D) C7(C). O

Definicja 6. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Dla podzbioru Y C X rodzina 17y =
{YNU:U € 7} jest topologia na Y zwang topologia indukowana. Para (Y, 1y) jest podprzestrzenia
topologiczna (X, 7).
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Lemat 7. Niech B bedzie baza topologii (X, 7). Wtedy By = {BNY : Be€ B} dlaY C X jest baza
topologii indukowanej na Y.

Dowdéd. Oczywiscie By jest baza. Mamy B, C 7y, z czego od razu wynika 7 (By) C 7y.

Udowodnimy 7y C 7(By). Wezmy © € F € 7y. Mamy U € 7 : E = UNY, a wiec istnieje takie
BeB,zexe BCU. Mamy z € BNY C E, co koriczy dowod. O

Propozycja 3. Niech (X, 7), (Y, 0) beda przestrzeniami topologicznymi. Niech (A4, 74), (B, o) beda
ich podprzestrzeniami. Wtedy topologia produktowa na A x B jest réwna topologii indukowanej z
topologii X x Y.

Dowéd. Baza topologii produktowej na A x B jest B ={U xV :U € 74 AV € op}. Baza topo-
logii produktowej na X X Y jest C = {E X F:E€1AF €c}. Zatem baza topologii na A x B
indukowanej z X X Y jest

Caxp={(EXF)N(AxB):ExFeC}={(EnNA) x(FNB):E€TANFeo} =8

Pomyst. Bedziemy szuka¢ sposobéw na wprowadzenie topologii na ogélnym produkcie

el i€l

Definicja 7. Topologia pudetkowa 7, na produkcie przestrzeni topologicznych (X;,7;) nazywamy
topologie generowana, przez baze

By, = {HUiQHXHVieI U; GTi}~

i€l iel

Definicja 8. Definiujemy rzuty na wspoétrzedne P; : [[,c; Xi — X jako P; (f) = f (j). Niech

Sj = {le (Uj) Q HXl | Uj eTj} = {HUZ Q HXl | Uj GT]’ /\viEJ\{j} Uz _Xl} .
el i€l i€l

Wtedy S = |J,.; Si jest podbaza topologii 7,, ktéra nazywamy topologia produktows.

icl
Lemat 8. Niech d; : X x X — Ry bedzie metryka. Wtedy d; = min (d;, 1) jest metryka rownowazng
z d;, to znaczy top (d;) = top (d;).

Dowéd. Pokazanie, ze d; jest metryka jest proste. Pokazemy réwnowaznosé. Ustalmy = € Kg, (y, 7).
Mamy wtedy = € Kz (z,min (r —d; (z,y),1)) C Kq, (y,7), bo kula po lewej stronie pokrywa si¢ z
odpowiednig kula w nad d;. Podobnie wezmy = € K3 (y,r). Jesli » > 1, to ta kula obejmuje cala
przestrzefi i mamy = € Ky, (z,1) € X. Dla r < 1 mamy K3 (y,7) = Kqy, (y,7). Zatem topologie
indukowane przez te metryki sa od siebie na wzajem silniejsze, czyli sg rowne. O

Twierdzenie 1. Niech {(X;, 7;)},.; bedzie rodzing przestrzeni topologicznych metryzowalnych. Jesli
I jest co najwyzej przeliczalny, to [[;.; X; z topologia produktowa jest przestrzenia topologiczng
metryzowalna.

Dowdéd. Bez straty ogolnosci zaktadamy I C N, . Niech d; bedzie metryka $wiadczaca o metryzowal-
nosci 7;. Zakladamy, ze jest sup, ,ye x, x x; di (7,y) < 1, bo zawsze mozna wzia¢ metryke min (d;, 1).
Definiujemy metryke na produkcie wzorem

4 (F(0).9)

p(f,g) =sup —
iel 7
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Pokazemy, ze top (p) jest rowna topologii produktowej. Niech B bedzie jej baza. Ustalmy B € B oraz
f € B. Wtedy B = [[,; Ui, gdzie U; € 7; oraz tylko skonczenie wiele z tych zbiorow (powiedzmy,
ze to te o indeksach w pewnym F’) nie jest caly przestrzenia. Mamy Ky, (f (¢),r;) C U; dla kazdego
i. Definiujemy r = 2MrEiel} porasemy, ze K, (f,r) € B. Wezmy g € K, (f,r). Mamy

max F’
Vier d; (f (1),9 (%)) <ri <rmaxF <r,.
Zatem Vicr g (i) € Bg, (f (i),7) C Us. Do tego Vienr g (i) € X; = U;. Zatem g € [[,, Us = B.

Teraz ustalmy f € [[,.; X; oraz kule K, (f,r). Niech ¥ < r. Definiujemy

Ui—{xeXi:cW<f}.

iel

7

Mamy U; € 7; oraz dla i > % mamy U; = X;, bo wtedy d; (f (¢),2) <1 < iF. Zatem B =[]

- U; €
; : el Ut
B. Do tego dla g € B jest p(f,g) = sup;e; M <7 <r, awie g € K, (f,r). Czyli mamy

feBCK,(fr). O

3. Zbiezno$¢ w przestrzeniach topologicznych 2025.03.23

Definicja 9. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Zbiér A C X nazywamy domknietym w
X, jesli X\ Aer.

Propozycja 4. Niech (Y, 7y) bedzie podprzestrzenig topologiczng przestrzeni (X, 7). Wtedy A C Y
jest domkniety w Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbiér B domkniety w X taki, ze A= BNY.
Dowdd. (=) Niech A C Y bedzie domkniety w Y. Wtedy Y \ A € 7y, a wiec istnieje U € 7
takie, 2 Y\ A=UNY.Zatem A=Y\ (UNY)=Y\U=YN(X\U).

(<=) Niech A = BNY dla pewnego domknietego B. Wtedy Y\ A=Y\ B=Y N (X\B), co
jest otwarte w Y. O
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