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1. Struktury algebraiczne

Definicja 1. Dzialaniem wewnetrznym w zbiorze A nazywamy dowolne odwzorowanie h : Ax A — A.
Zbior A nazywamy grupoidem lub magma.

Propozycja 1. Dla kazdego dzialania istnieje co najwyzej jeden element neutralny, a dla kazdego
tacznego dziatanie istnieje co najwyzej jeden element odwrotny.

Dowadd. Jesli e, es to elementy neutralne, to e; = ejes = es.

Jesli a’,a” sa elementami odwrotnymi a, to ¢’ = a’e = a’aa” = da”. O

Definicja 2. Dzialaniem zewnetrznym w zbiorze A nazywamy dowolne odwzorowanie g : F'x A — A,
gdzie elementy F' nazywamy operatorami.

Definicja 3. Dzialanie zewnetrzne - : F' x A — A jest rozdzielne wzgledem dzialania wewnetrznego
0: Ax A— A, jesli
Vapea Vper p-(aob) =(p-a)o(p-b).

Definicja 4. Dzialanie zewnetrzne - : F'x A — A jest taczne wzgledem lgcznego dzialania wewnetrz-
negoo: F'x F — F, jesli
Vaca Vpger (Peq)-a=p-(q-a).

Definicja 5. Dzialania zewnetrzne - : F1 X A — Aio: Fy x A — A sg przemienne, jesli
Vaca vpEFl,qEFz p- (q o a) =4qo° (p : a') .

Definicja 6. Strukturg algebraiczng na zbiorze A nazywamy uktad

(A7F17~"7Fmah1a"'7hn7glv"'7g’m)a

gdzie h; : A x A — A to dzialania wewnetrzne, a g; : F; x A — A to dzialania zewngtrzne.

Definicja 7. Majac zadane struktury algebraiczne
(A7F17"'uFmahla"'7hnvglv"'agm)a (AI7F17'"7Fm7h/17"'7hflnaglla"'7g;n)

o takiej samej liczbie dziatan i tych samych zbiorach operatoréw mowimy, ze odwzorowanie ® : A —
A’ jest homomorfizmem, jesli
hi (2 (a),® (b)) = @ (hi (a,D)),

g; (p, @ (a)) = @ (g; (p,a))-

Definicja 8. Dla homomorfizmu ® : A — B definiujemy jego obraz Im (®) = ® (A) jako strukture
algebraiczng z dzialaniami indukowanymi z B.

Propozycja 2. Obraz homomorfizmu ® : A — B jest zamkniety na wszystkie dzialania struktury
B.

Dowdd. Jedli o jest dzialaniem wewnetrznym w B odpowiadajacym - w A, to mamy ® (a) o @ ()
® (a-b), a wiec wynik nalezy do Im (®). Podobnie dla dzialan zewnetrznych.

o

Propozycja 3. Jesli  : A — B jest homomorfizmem a C' C B podzbiorem zamknietym na dziatania,
to @1 (C) jest podzbiorem A zamknietym na dzialania.

Dowdd. Jesli o jest dzialaniem wewnetrznym w B odpowiadajacym - w A, to dla a = & (¢),b =
® (/) mamy ® (a-b) =coc € C, awigca-be & ! (C). Podobnie dla dziataii zewnetrznych. O
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Definicja 9. Niech {A4;},.; beda strukturami algebraicznymi o tych samych operatorach i liczbie
dziatan. Produktem [, ; A; nazywamy strukture o tych samych operatorach i liczbie dziatan wraz
z epimorfizmami m; : [[,.; A; — A; takimi, ze dla dowolnej struktury B i homomorfizméw g; :
B — Aj; istnieje jedyny homomorfizm ¥ : B — [],.; A; taki, ze mj o ¥ = g;.

Definicja 10. Niech {4;},.; beda strukturami algebraicznymi o tych samych operatorach i liczbie
dziatani. Koproduktem [],;.; A; nazywamy strukture o tych samych operatorach i liczbie dziatan
wraz z monomorfizmami p; : A; — [],.; A; takimi, ze dla dowolnej struktury B i homomorfizméw

gi - A; — B istnieje jedyny homomorfizm W : [],.; A; — B taki, ze o p; = g;.

I Uwaga. Produkt i koprodukt to uogélnienia odpowiednio iloczynu kartezjanskiego i sumy roztaczne;j.

Propozycja 4. Dla struktur algebraicznych A, B i homomorfizmu ® : A — B oraz relacji rowno-
waznosci R na B relacja ®* R zadana przez

z(®*R)y <= @ (z) RO (y)

jest relacja rownowaznosci. Mozemy zapisaé skrotowo ®*R = (P x CI))f1 (R) — przeciwobraz par w
relacji R.

Definicja 11. Jadrem odwzorowania ® : A — B nazywamy relacje
ker () = {(z,y) e Ax A:®(z) =P (y)},

ktora jest relacja réwnowaznosci.

Uwaga. Odwzorowanie
A/ker (®) > [x] - @ (x) € B

jest injekcja, czyli bijekcja na obraz @ (A).

Twierdzenie 1 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie). Dla dowolnego homomorfizmu ® : A — B
relacja ker (@) jest zgodna z dzialaniami oraz Im (®) = A/ker (P).

Definicja 12. Zbior uporzadkowany (I, <) nazywamy skierowanym, jesli dla kazdych ¢, j € I istnieje
k €I takie, ze 1 < k, j < k.

Definicja 13. Niech (I, <) bedzie zbiorem skierowanym. Rozwazmy struktury algebraiczne {A;},.;,
ktére majg rowne liczby dziatan i te same zbiory operatoréw wraz z homomorfizmami f;; : 4; — A;
spelniajacymi dla wszystkich ¢ < j nastepujace warunki:

o fi; jest identycznoscia na A;.
o fit = fjk o fi; dla wszystkich ¢ < j < k.

Para (4;, fij) nazywana jest systemem prostym na I.

Definicja 14. Niech (I, <) bedzie zbiorem skierowanym. Rozwazmy struktury algebraiczne {4;},.;,
ktore maja rowne liczby dziatan i te same zbiory operatoréw wraz z homomorfizmami f;; : A; — A;
spelniajacymi dla wszystkich ¢ < j nastepujace warunki:

o fi; jest identycznoscia na A;.
o fit = fij o fr dla wszystkich ¢ < j < k.
Para (A;, fij) nazywana jest systemem odwrotnym na I.

Definicja 15. Granica prosta liﬂAi systemu prostego (A;, fi;) nad I nazywamy strukture o tej
samej liczbie dzialan i tym samym zbiorze operatoréw wraz z homomorfizmami ¢; : A; — @Ai
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takimi, ze ¢; = ¢; o f;; dla i < j oraz spelniajacg nastepujacy warunek uniwersalny: dla dowolnej
struktury B i homomorfizméw ; : A; — B takich, ze 1; = v; o f;; istnieje jedyny homomorfizm
U liglAi — B taki, ze ¥ o ¢; = 1); dla kazdego i € I.

Definicja 16. Granica odwrotng lim A; systemu odwrotnego (A;, fij) nad I nazywamy strukture o
tej samej liczbie dzialan i tym samym zbiorze operatoréow wraz z homomorfizmami ¢; : lim A; — A;
takimi, ze ¢; = fi; o ¢; dla ¢ < j oraz spelniajaca nastepujacy warunek uniwersalny: dla dowolnej
struktury B i homomorfizméw v; : B — A; takich, ze 1; = fi; o v, istnieje jedyny homomorfizm
U:B— @Ai taki, ze ¢; o ¥ = 1); dla kazdego i € I.

Definicja 17. Pierscieri przemienny z jedynka i bez dzielnikow zera nazywamy calkowitym.

Pierscien z jedynka, w ktorym kazdy element r6zny od zera jest odwracalny nazywamy pierscieniem
z dzieleniem.

Cialem nazywamy pierscienn przemienny z dzieleniem.
I Twierdzenie 2 (Wedderburn). Dowolny skoriczony pierécien z dzieleniem jest cialem.

Propozycja 5. Piericieri skoniczony bez dzielnikow zera R jest pierScieniem z dzieleniem. Zatem
skoniczony pierscien catkowity jest ciatem.

Dowdd. Dla ustalonego a € R* mozna zdefiniowa¢ odwzorowanie R* > b — ab € R*, ktore jest
iniekcja (bo inaczej a (by — be) = 0), a wiec rowniez surjekcja, bo prowadzi ze skoniczonego zbioru
w siebie. Zatem istnieje takie b € R*, ze ab = e. Podobnie istnieje ' € R* takie, ze b'a = e. Wtedy
b=-¢cb=">0ab="be=1"V.Zatem znalezliémy element odwrotny. O

Uwaga. W pierscieniu catkowitym mozemy rozwazaé relacje rownowaznosci (n,d) ~ (m,b) <=
nb = md, gdzie b, d sa niezerowe. Klasy takiej relacji tworza cialo utamkéw nad tym pierscieniem.

Definicja 18. Lewy modul nad pierscieniem z jedynka R (lewy R-modul) to uktad (M, R, +,-) zlo-
zony z grupy abelowej (M, +) oraz dzialania zewnetrznego - : Rx M — M spelniajacego nastepujace
warunki:

er-(u+v)=rut+rvdlareR, uveM.
o (r+s)v=rv+sudlar,se R,ve M.
o (rs)v=r(sv)dlar,se R, ve M.

e l-v=vdlaveM.

Jesli przedostatni warunek zastapimy (sr)v = r (sv), to otrzymamy prawy R-modul. Jednoczesnie
lewy i prawy R-modut to po prostu R-modul.

Definicja 19. R-algebra nad pierscieniem przemiennym R nazywamy R-modul A z dodatkowym
dwuliniowym dziataniem A x A 5 (z,y) — xy € A.

Uwaga. Zaleznie od wlasnosci dodatkowego dzialania R-algebry moéwimy o algebrze tacznej, prze-
miennej, z dzieleniem i tak dalej.

Definicja 20. Algebre nazywamy alternatywna, jesli dla dowolnych a, b zachodzi a (ab) = (aa) b oraz
(ba) a = b (aa) (ostabiona lacznosé).

Algebra jest potegowo laczna, jesli potega a-a-...-a jest poprawnie okreslona (nie zalezy od

gebra j potegowo laczna, jeSli potega a-a aj poprawni reslona (nie zalezy
k razy

nawiasowania).

I Twierdzenie 3 (Artin, Zorn). Dowolna skoriczona algebra alternatywna jest ciatem.
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Twierdzenie 4 (Artin). Kazda algebra alternatywna jest potegowo laczna. Ponadto dowolny iloczyn
zawierajacy dwa elementy nie zalezy od ustawienia nawiaséw.

Definicja 21. Kwaternionami nazywamy liczby postaci a + bi + ¢j + dk, gdzie a,b,c,d € R a i, j, k
to jednostki urojone. Mamy i? = j2 = k? = —1 oraz ik = —j, ki = j, ji = —k, ij = k, kj = —i,
jk = i. Do tego mamy rozdzielno$¢ dodawania wzgledem mnozenia. Kwaterniony powstaja z liczb
zespolonych analogicznie jak one powstaja z rzeczywistych.
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