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Analiza Matematyczna 4 Maciej Mikotajczak

1. Dodatek algebraiczny 2026.03.0

Definicja 1. Niech Vj,...,V, beda przestrzeniami wektorowymi nad K. Iloczynem tensorowym
Vi,...,V, nazywamy przestrzen wektorows i odwzorowanie liniowe

VM®...0V,, 8,  Vix..xV,>V1®...0V,)

takie, ze dla kazdej przestrzeni wektorowej W i odwzorowania p-liniowego ¢ : Vi x ... x V, = W
istnieje jedyne odwzorowanie L : Vi ® ... ® V}, — W, ktore jest liniowe i ¢ = L o ®,,.

I Notacja. Piszemy ®, (v1,...,0p) =01 Q... ® v, dla v; € V.

Uwaga. Z jednoznacznosci L wynika, ze Lin (Im®,) =11 ®...Q V).

Iloczyn tensorowy jest uogdlnieniem mnozenia KP > (A1,...,Ap) — A1 -...- Ap € K.

Twierdzenie 1. [loczyn tensorowy istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do izo-
morfizmu.

Definicja 2. Iloczynem tensorowym odwzorowari liniowych f; : V; — W; nazywamy odwzorowanie
faktoryzujace L istniejace z wtasnosci uniwersalnej iloczynu tensorowego zastosowanej do diagramu

%x...xV,,MWlx...pr

N®...QV, - L swme...ow,

Oznaczamy f1 ® ... ® fp := L.

Uwaga. Gdy dimV; = n,, to dla form p-liniowych ¢ € £, (V1,...,V,;K) otrzymujemy izomorfizm
L,(Vi, .o,V Ky (V1 ®@...0V,) 2V ®...0V,, skad dimV; ®...®@V, =ny -... n,. Dla baz

. n;
{el(]) };1 przestrzeni V; dostajemy baze V1 ® ... ® V,, w postaci
{ez(-ll)®...®el(-f) i=1,...,n5,j= 1,...7p}.

Uwaga. Jesli V jest przestrzenia wektorowa nad R, to C ® V' jest przestrzenia wektorowa nad C i
dimg V = dim¢c C ® V. Mamy wlozenie V3v—-1veCRV.

Definicja 3. Odwzorowanie p-liniowe f : VP — W nazywamy antysymetrycznym (alternujacym),
gdy dla (v1,...,v,) € VP i permutacji o € S, zachodzi f (%(1), e ,va(p)) =sgnof (vi,...,vp).
Ogot takich odwzorowar oznaczamy A, (V,W).
Propozycja 1. Nastepujace warunki sa rownowazne dla odwzorowania p-liniowego f : VP — W.

1. fe A, (V,W).

2. Dlavy,...,v, € Vil <i<j<pzachodzi f(v1,...,vp) =—Ff(v1,...,0j,...,0i,...,0p).

3. Dlawy,...,v, € Vil<i<j<pjesliv;, =vj, to f(vi,...,v,) =0.

4. Jesli vy, ..., v, sa liniowo zalezne, to f (v1,...,v,) = 0.

Uwaga. Odwzorowanie p-liniowe f : VP — W jest wyznaczane jednoznacznie poprzez wartosci
f (€>\(1), cee eA(p)), gdzie A jest funkcja rosnaca a {e;} uporzadkowana baza V.

Definicja 4. p-ta potega zewnetrzng przestrzeni wektorowej V' nad K nazywamy przestrzen wek-
torowa A’V nad tym samym cialem wraz z odwzorowaniem A, : VP — A"V takim, ze dla
kazdej przestrzeni wektorowej W nad K i a € A, (V,W) istnieje jedyne odwzorowanie liniowe
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L: N’V — W takie, ze a = Lo A\ .
Notacja. Oznaczamy A, (v1,...,vp) = v1 A... Avp. Przyjmujemy A’V =V, nie rozwazamy No-

Uwaga. Z jednoznacznosci L wynika, ze otrzymane z bazy V' wektory exi) A ... A ey(,) rozpinaja

NV

Twierdzenie 2. Potega zewnetrzna istnieje i jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do izo-
morfizmu.

Definicja 5. Dla p > 1 przez G, (V) oznaczamy zbiér p-wektoréw prostych A\, (V7). Dla p = 0
piszemy Gy (V) = K.

Uwaga. Dla A € K mamy \G, (V) C G, (V) oraz LinG, (V) = A"V

Definicja 6. p-ta potega zewnetrzna odwzorowania liniowego f : V — W nazywamy odwzorowanie
faktoryzujace L istniejace z wlasnosci uniwersalnej potegi zewnetrznej zastosowanej do diagramu

Oznaczamy A’ f := L. Przyjmujemy /\ f =idg.

Uwaga. Dla V ~ K", W ~ K" i p € N przez A, (V,W) oznaczamy przestrzeri wektorowa odwzo-
rowanl p-liniowych antysymetrycznych miedzy V a W. Dla p = 0 przyjmujemy, ze ta przestrzen to
W. Piszemy A, (V) = A, (V,K). Jesli A (p,m) jest rodzina $cisle rosnacych funkeji [p] — [m], to
IA (p,m)| = (ZL) Zatem dim A, (V,W) = (';)n

Propozycja 2. 1. Bazaey,...,en dla V daje bazg ex = {exa) A... Aexp) : A€ A(p,m)}.
2. v1,...,v, € V sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy vi A ... A # 0.

3. dim A"V = (40V).

Definicja 7. Niech 1 < p < m. Definiujemy

/> S (K™)P 3 (v(l), e ,v(p)) — <det [U‘gi)}i,j_l,..‘,p) ck(),

AEA(p,m)

Przestrzen K(?) z tym odwzorowaniem nazywamy modelem uniwersalnym AP K™, ktory jest po-
prawny na mocy ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 3. Niech V, W beda skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi. Niech f €
A, (V,W). Nastepujace warunki sa rownowazne.
1. W z odwzorowaniem f jest p-ta potega zewnetrzng V.

2. Dla kazdej bazy ey, ..., e, przestrzeni V zbior {f (e)\(l), R eA(p)) AeA(p,m } jest baza
wW.

3. Istnieje baza ey, ..., e, przestrzeni V taka, ze zbior {f (e,\(l), ceey eA(p)) AeN(p,m } jest
baza W.

Dowéd. (1 = 2) Wynika z wlasnodci potegi zewnetrznej.

(2 = 3) Oczywiste.
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(3 = 1) Niech ¢ : VP — A bedzie p-liniowym, antysymetrycznym odwzorowaniem do pewnej
przestrzeni wektorowej A. Definiujemy L : W — A na bazie wzorem L (f (GA(1), .. .,ek(p))) =
%) (e,\(l), ceey eA(p)). Oczywiscie L o f = ¢ (na rosnacym ciagu elementéw bazy z definicji, dowolne
kombinacje z antysymetrycznosci f i ¢). Do tego L jest jedyne, bo wartosci na bazie musza by¢
takie, jakie sa. O

Uwaga. Niech A bedzie endomorfizmem V, dimV = m. Mamy A"V ~ K (ma wymiar (m) =1).

m
Dla m = 0 odwzorowanie A\ A : A°V — A’V jest identycznoscia. Dla m > 1 funkcja \™ A :
A"V — A"V jest odwzorowaniem liniowym z ciala w cialo, wiec jest postaci A™ A = a-idpm v,
gdzie a € K.

Zapisujac A = [a; ;] . W pewnej bazie (e;);", dostajemy

i=1,...,m

m m
/\mA(el/\.../\em):Ael/\.../\Aem: Zaj1,1€j1 A A Zajm,mejm

Ji1=1 Jm=1
m
E (@j1---Qjpom) €y Ao Aej, = E (@o(1),1 - - - Ao(m),m) SERO| €1 A ... Aep =
Ji--sim=1 0ESm

detA-eg A...Ney,.

Dostalismy a = det A. Gdyby$my chcieli rozszerzy¢ ten wynik na m = 0 to mieliby$my det A =
det 0 = 1. Taka konwencja przyda nam sie przy orientowaniu rozmaitosci.

Propozycja 3. Dla V ~ K™, p € N i z konwencja A’V = {0} dla p > m mamy identyfikacje

/\p Ve~ (/\p V) ~ A, (V) :/\p V.
Dowdéd. Dla p = 0 wszedzie dostajemy K lub K*. Dalej zaktadamy p > 0.

Pierwsza identyfikacja wynika z istnienia bazy dualnej przestrzeni skoniczenie wymiarowe;j.

Dla o € A, (V) istnieje funkcja L, € (A\” V)" wynikajaca z wlasnosci uniwersalnej potegi zewngtrz-
nej. Odwrotnie, dla ¢ € (A" V)" mamy £ o N, € Ap (V). Te przeksztalcenia sa dla siebie odwrotne.

Rozwazmy odwzorowanie
0 (V3 (fires o) = (VP35 (1, s0p) = det [fi 0y, ) € Ap (V).

Z wlasnosci uniwersalnej potegi zewnetrznej mozemy je podnies¢ do L : A" V* — A, (V). Baza
AP V* jest (ej{))\e/\(p my- Mamy L (e3) = ¢ (e;‘\(l), .. .,ej(p)). Ten funkcjonat zeruje sie na e, dla
kazdego pu # A. Zatem funkcjonaly tej postaci tworza baze A, (V). Z tego wynika izomorficznosé

L. O
Definicja 8. Rozwazamy przestrzen R™ dla m > 3. Ustalmy vy,...,v,_1 € R™. Wowczas odwzo-
rowanie py, v, : R™ 3 v, — det [v1,...,Vm—1,Un] € R jest liniowe. Zatem istnieje (doktadnie
jeden) wektor v taki, ze py, . v, , (W) = (w,v). Oznaczamy vy X ... X Up,—1 := v i nazywamy ten
wektor iloczynem wektorowym wektoréw vy, ..., Um_1.

Przykfad. Wezmy v, v, € R? nie wspotiniowe. Mamy (vl, v?, vg) = v = vy Xv3. Skoro v! = (v, e;) =

v, v 1
(e;,v) = det [v1,v2,€;], to mamy v! = [ vy wvap 0] = (ULQ U2’2> = A' (minor macierzy bez
viy vz 0 V1,3 V2.3
pierwszego wiersza i ostatniej kolumny). Analogicznie v? = —A2% i v3 = A3, Wzér Laplace’a daje
det [vy,vg,v] = v'AY — 02A% + 0343 = ||[v||*. Mamy (v;,v) = det [v1,vy,v;] = 0. Zatem v; X vy
jest prostopadly do Lin {v1, vy} oraz ||v]|* = det [vy,v1,v] = |Jor|| ||va]| [|v]| sin <t (v1, va, ), z czego

wynika ||v1 X va|| = ||v1]] ||vz]| sin £ (v1, ve).
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Propozycja 4. R™ wraz z odwzorowaniem (Rm)m_1 S (U1, yUme1) = U1 X .o X U1 € R™ jest
modelem (m — 1)-szej potegi zewnetrznej.

Dowdéd. Wystarczy pokazaé, ze odwzorowanie W : /\m*1 R™ 3 01A. . AUpp—1 — V1 X. .. XUpyp—1 € R™

jest izomorfizmem. Mamy det [e1,...,&i,...,em,v] = (—l)m_ivi (é; oznacza brak e; w ciagu).
Zatem e; X ... X & X ... X ey = (=1)" e, czyli U(eg A AGA . ANey) = (1) e 1 W
przerzuca baze na baze. O

Przyktad. Niech T # (), V = KT, p > 1 i okreslmy

N:VP3 (froeeesfp) = (TP S (TiyeeeyTp) = det [fi (), € K) e K@),

Jest to model p-tej potegi zewnetrzne;j.

Definicja 9. Niech p, ¢ € N. Mnozeniem zewnetrznym p-wektoréow z ¢-wektorami nazywamy odwzo-
rowanie

/\:/\pVx/\an(f,n)—>£An€/\p+qV

zadane na wektorach prostych wzorem (v1 A ... Avp)A(Vpt1 A ... AVUpyq) = V1A...AVUptq. Istnienie
takiego odwzorowania wynika z ponizszej uwagi.

Uwaga. Dla p =g =0 mamy A : Kx K 3> (z,y) — zy € K (nie jest antysymetryczne).
Dla p = 0, ¢ > 0 lub na odwrét mamy skalowanie A : K x A’V > (\,n) = Ane \1V.

Dla p,q > 1 istnieje dokladnie jedno odwzorowanie spetniajace ten warunek. Istotnie, fi,, . ., :
V93 (Upity s Uprg) = V1A . Avprg € NPTIV jest g-liniowe i antysymetryczne, wiec istnieje
jednoznacznie wyznaczony tacznik F, . . : ATV — AP +1Y/ spelniajacy zadana rownosé. Mozemy

rozwazy¢ g : VP 3 (v1,...,v,) = F,, ., € Hom (/\q‘/,/\p+q V), ktore jest p-liniowe i antysy-

ya
metryczne. Zatem je réwniez mozna podniesé do G : A’V — Hom (/\q v, NP1 V). Mozemy wiec

zdefiniowaé A : APV x ATV 3 (£,1) = G(€) (n) € A"TV, ktorego jedynosé wynika z jedynosci
na wektorach prostych.

Propozycja 5. Dla £ € APV, ne A?V zachodzi £ Ay = (—1)PTIpAE.

Dowdéd. Na wektorach prostych oczywiste — dokonujemy odpowiedniej liczby transpozycji wektorow.
7 dwuliniowosci przenosi sie to na dowolne argumenty. O

Definicja 10. Rozwazmy zbior AV = @2, A" V. Dla € = (£o,&1,...) € AV i7 € AV okreslamy
EAT = (&0 Ao, & A1+ &1L Ano,...) € NV. Zbiér AV wraz z naturalnym dodawaniem oraz wia-

$nie zdefiniowanym mnozeniem nazywamy algebra zewnetrzng lub algebra Grassmanna przestrzeni
V.

Uwaga. W zwigzku z identyfikacja A, (V) = AP V* w przypadku skonczenie wymiarowym do-
stajemy mnozenie zewnetrzne zdefiniowane na formach antysymetrycznych. Dla p,q > 1 oraz
feA V), g€ Ay (V) mamy

1
(fAG) (01, 0p1q) = qu, Z sgnof (UU(l)a"'ava(P))g (va(p-l-l)v""vo(p-&-q))'
1 g€S,

Definicja 11. Niech V ~ K™, p € N, ¢ € APV. Okreslamy podprzestrzeii p-wektora & jako
ker(VBv—)v/\{E/\HpV) =: T¢.

I Uwaga. Jesli p > m, to Te = V. Jesli p = 0, to Ty = {0} dla £ # 0, natomiast Tp = V.
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Twierdzenie 4. Dla £ € APV \ {0} i 1 < p < m zachodzi
1. dim7; < p.
2. dimTe =p <= £€Gp(V).
3. E€=nAN...ANv, € Gp(V) = T¢=Lin{vy,...,vp}.

Dowéd. (1) Dla dim T = 0 oczywiste. Dla k = dimT; > 1 mamy baze ey, ..., e; dla T, ktora roz-
szerzamy do bazy eq,...,e, dlaV, co daje baze {eA}Ae/\(p,m) dla AP V. Zatem & = E,\e/\(p,m) &xen.

Skoro dla i =1,...,k jest E)\e/\(pym)fxeA/\ei =¢éNe;=0orazexNe; =0 < 1 €lm toz
liniowej niezaleznosci wynika, ze £, = 0 dla kazdego A € A (p, m) takiego, ze i ¢ Im A dla ktoregos
i. Jesli p < k, to A nie moze przyjmowac k roéznych wartosci i £ = 0, co nie jest prawda.

(2) Kontynuujac argument z poprzedniego dowodu, jesli £, # 0, to ey ma postac e1 A...Aeg Aey,
dla pewnego p € A (p — k,m) takiego, ze ImpuN{1,... k} = 0. Ostatecznie £ = (ey A ... Aex) An
dla pewnego 7 € /\p_]C V. Zakladajac k = p mamy 7 € /\0 V=K,skadé=n-e1A...Ne € G, (V).
Odwrotnie, gdy € = v1 A ... Av, € Gp (V), to mamy Lin{vq,...,v,} C T¢. Z £ # 0 mamy liniowa

niezaleznos$¢ vy, ..., vy, wiec dim7; > p. Zatem dim7T¢ = p a z réwnosci wymiaréw dostajemy
(3). O

Propozycja 6. Dla &,n € G, (V)\ {0}, 1 <p<mmamy T =T, <= Jpex~ {=a 1.

Dowéd. (=) Niech { = v1 A... Avp in=wi A... ANw,. Uklady v1,...,v, oraz wy,...,w, sa
liniowo niezalezne. Z zalozenia sg one bazami przestrzeni Lin {v1,...,v,} = Lin {ws, ..., w,}. Niech
A bedzie macierza przejscia z vy, ..., v, do wi, ..., w,. Mamy

p p
E=n N Nvp = (Zai,le) AN (Zai,pwl) =
=1 =1

Z SgNT - Ag(1),1---Ao(p)p " WI A ... Nwp=det A-wy A... ANwp, =det A-n.
o€Sy

( <= Oczywiste. O
Uwaga. Dla 1 < p < m otrzymujemy w wyniku tych rozwazan identyfikacje
p(/\pv) S{KE: €€ Gy (V)\{0}} 5 KE 5T € {T <V :dimT = p} = G, (V),

gdzie ép (V) to p-ty grassmannian.

2. Geometria poteg zewnetrznych 9026.03-09

Uwaga. Docelowo bedziemy rozwazaé calki rzeczywiste, wiec ograniczamy sie do K = R i bedziemy
rozwazaé rzeczywisty iloczyn skalarny.

Uwaga. Przypomnijmy, ze dla m-wymiarowej przestrzeni unitarnej V' nad R i dwuliniowej syme-
trycznej formy B : V x V — R istnieje baza ortonormalna {e;};-, dla V taka, ze B (e;,e;) =0 dla

i j.

Definicja 12. Odwzorowanie 8 : V 3 v — (v,-) € V* nazywamy polaryzacja wyjsciowego iloczynu
skalarnego (-,-) w V. Skoro dim V' = dim V* i ker 8 = {0}, to 8 jest izomorfizmem.

Definicja 13. Tloczyn skalarny w przestrzeni dualnej V* skojarzony z iloczynem (-, -) z V definiujemy
jako V*xV* 3 (¢,9) = (871 (¢), 87" (¢)) € R. Nazywamy go indukowanym iloczynem skalarnym.

2. Geometria poteg zewnetrznych Strona 6/23



Analiza Matematyczna 4 Maciej Mikotajczak

Uwaga. Dla bazy ortonormalnej {e;};~, dla V mamy S (e;) (e;) = d;;, skad S (e;) = e} (baza
dualna), co jest bazg ortonormalna wzgledem indukowanego iloczynu skalarnego.

Uwaga. W V* mamy dwie normy dla f € V*. Jest norma operatorowa || f|| = supy <1 |f (z)| oraz
norma pochodzaca z iloczynu skalarnego |f| = +/(f, f). Okazuje sie, ze | f| = || f]|, bo jesli f = (v, ),

to [f[I = l[oll = V/{v,v) = V[, f) = [[].

Definicja 14. Niech V' ~ R™ bedzie przestrzenia unitarng z polaryzacja §: V — V*.Dlal <p<m
rozwazamy odwzorowanie liniowe A” 3: APV — AP V* =~ (AP V)". Mozemy okresli¢ odwzorowanie

NV NV En) —» NP BE) @) eR.

Nazywamy je iloczynem skalarnym indukowanym na A" V.

Propozycja 7. Niech V ~ R™ bedzie przestrzenia unitarna. Iloczyn skalarny indukowany na A” V
faktycznie jest iloczynem skalarnym. Do tego jesli {e;};~, C V jest baza ortonormalna, to wyni-
kajaca z niej baza {ex}, Apm) S A’V jest baza ortonormalna wzgledem indukowanego iloczynu

skalarnego. W szczego6lnosci zachodzi (€, 1) = Z)\e/\mm) Emdlagne A\PV.
Dowéd. Dla p-wektoréw prostych & =vi A... Avp, n = w1 A ... A w, mamy

N BE) )= (B1) Ao AB(vy)) (wi A Awy) = det [B (vs) (w))]] ;—; = det [{vs, wy)]} ;_; -

Z tej postaci od razu wida¢ dwuliniowo$¢ oraz symetrie. Do tego ustaliwszy A\, u € A (p, m) dosta-
jemy (ex,e,) = dru. Z tego wynika, ze dla &,n € APV zapisanych jako £ = Z)\e/\(p’m) &ney oraz
7= Z)\e/\(p’m) naex mamy (&, 1) = Z)\e/\(pm) & € R. To daje nam dodatnig okreslono$é. O

Uwaga. /\” 8 jest polaryzacja indukowanego iloczynu skalarnego.

Dla v1,...,vp,w1,...,wp € V mamy (v1 A... Avp, w1 A... Awp) :det[@i,wj)]?j:l.

7Z uwagi na kanoniczne identyfikacje na A’ V* mozna wprowadzi¢ iloczyn skalarny na dwa réwno-
wazne sposoby V = V* = AP V* oraz V.— APV = (AP V).

Twierdzenie 5 (Nieréwnos¢ Hadamarda). Niech V' ~ R™ bedzie przestrzenia unitarng, 1 < p,q <m
beda takie, ze 1 < p+ ¢ < m. Niech £ € APV, n € A?V i niech co najmniej jeden z nich bedzie
prosty. W takiej sytuacji |€ A n| < €] |n].

Dowéd. Baze ortonormalng {es,...,e,} C T¢ poszerzamy do bazy ortonormalnej {e;};~, C V.

Zakladajac, ze { jest p-wektorem prostym dostajemy, ze & = ae;1 A ... Aep dlaa € R oraz n =
ZAG/\(q,m) nxex. Liczymy € An = ZAe/\(q,m) anxer A ... Aep Aey.

Sktadnik sumy jest niezerowy doktadnie, gdy ImAN{1,...,p} =0, a wigc gdy e1 A... AepAex = e,
dla jedynego p € A (p+ g, m) takiego, ze Imp = {1,...,p} UImA. Na podstawie wzoru na (-, -)

dostajemy
2 2 2
Enn= > d®ni< D aPni =l

AeA(g,m) AeN(g,m)
Im AN{1,...,p}=0

O

Uwaga. Zalozenie, ze jeden z wektoréw jest prosty jest potrzebne, np. w R6 dla é = np =e; Aey +
e3 Aeq +es Aeg mamy |€] = /3 oraz [€ An| =12 > 3.

Twierdzenie 6. Niech V' ~ R™ bedzie przestrzenia unitarna, vy,...,v, € V dla 1 < p < m. Mamy
o1 Ao A | < ol - fJupll- W szezegdlnosed dla p = m mamy |det [vr, ..., v]| < o1l ... ||om]l-

2. Geometria poteg zewnetrznych Strona 7/23



Analiza Matematyczna 4 Maciej Mikotajczak

Dowéd. Jesli vy, ..., v, sa liniowo zalezne, to teza zachodzi. Dalej zakladamy, Ze sa liniowo nieza-

lezne. Mozna je przeksztalci¢ do uktadu ortogonalnego: ey = vy i e; = v; — Z;;ll é:i?; e;j dlai > 2.
J%7
Oznaczmy w; = v; —e; dlad > 1. Mamy v A...Av, = e1 A...Aep, bo z antysymetrycznodci mamy

A (y+azx) =z Avy.

7 twierdzenia Pitagorasa zachodzi ||v;||” = ||e;||* + [lwi|® > |les]|>. Mamy wiec
o1 A Al = fea Al = o et s )| = el el < ol ol
Roéwnosé zachodzi, gdy ||w;|| = 0 dla kazdego 4, wiec gdy v1, ..., v, sa ortogonalne.

Dlap=m mamy v A... Avy, =det A-ug A... A up, gdzie {uy,...,u,} jest baza kanoniczna a A
jest zapisem v1,..., v, W tej bazie. Stad mamy drugi punkt. O

Definicja 15. Niech L € £ (R",R™) z1 <n < m. Niech Ly (dla A € A (n,m)) bedzie minorem n xn
podmacierzy L ztozonej z kolumn wyznaczonych przez . Liczbe |L| = /> Alnm) L2 nazywamy

uogdlnionym wyznacznikiem L.

Propozycja 8. Niech L € £ (R",R™) z 1 < n < m. Zachodzi |L| = |\" L|| oraz |L|> = det LTL.
Dowéd. Niech {e;};~ ; CR"i{e;}"" C R™ beda bazami ortonormalnymi. Niech L = [a;;];

= _:1,...,m
=1,....n
w tych bazach. Wtedy
Az =
N LA Aey)|=ILe)A...AL(en)l =] D> @i a5, nf5 A A, | =
J1, -7jn—1
Z SENT - Ax(5(1)),1 " -+ " AX(a(n)),n ° 5,\ = Z LAg)\ = Z Li.
AeA(n,m),c€5, AeA(n,m) AEA(n,m)
Do tego
H/\” LH = |L(en)A...AL(ex))? = (L(ex)A...AL(en),L(e1) A... AL(en)) = det LTL.
O

Uwaga. Okaze sie, ze |L| jest wspolezynnikiem okreslajacym przeksztalcenie n-wymiarowej miary
Lebesgue’a zbioru A C R™ do n-wymiarowej miary Hausdorffa obrazu L (A) C R™. To znaczy, ze
H™ (L (A)) = |L| £ (A).

Twierdzenie 7. Niech V ~ R", W ~ R™ beda unitarne. Niech L, T : V' — W bedg liniowe i takie,
ze dla kazdego v € V mamy || L (v)|| < ||T (v)|. W takiej sytuacji [|A" L|| < [IA" T|-

Dowdd. Rozwazmy B : V XV 3 (u,v) = (T (u),T (v)) € R. Jest to odwzorowanie dwuliniowe
symetryczne, wiec istnieje baza ortonormalna {e;};_; C V taka, ze B (e;,¢;) = 0 dla i # j. Wtedy
{T (e;)};, jest ukladem ortogonalny. Mamy

H/\”LH - ‘/\"L(el/\.../\en) —|L(e)A...AL(ex)| < L (eD)--- L (en)] <

IT )l IT (el = T (e) A AT (ea) = | A T
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3. Formy rézniczkowe
2026-03-12

Definicja 16. Niech U € topR"\ {0}, 0 < k < n. Forma rozniczkowa stopnia (rzedu) & (lub k-forma)
nazywamy odwzorowanie w : U — Ay (R™) (: A (R™)* ~ (/\k ]R”) ) Baza przeciwdziedziny sa
iloczyny zewnetrzne bazy dualnej e do bazy kanonicznej e; przestrzeni R".

Wprowadzamy oznaczenie dz; = e : R" 2 ¢ — z; € R, dla ktérego w ma postaé¢ kanonicznag
w(x) = Z,\e/\(k n) WA (v) dxy, gdzie wy : U — R to funkcja a dzy = dzy) A... Adzyg) to iloczyn
zewnetrzny rzutowan dry (), czyli

ok
dzy : (R sz = (x(l), e :U(k)) — det [:cgf()])} eR.
i,j=1
Czesto dla uproszczenia zapisu bedziemy pisa¢ dx; i dz) majac na mysli funkcje state postaci

U3 a—dxy € A; (R™). Wtedy mozemy na przyktad zapisa¢ w = Z)\E/\(k,n) wy dzy.

Oznaczamy ogo6l k-form na U symbolem Qy, (U). Jest to przestrzeni wektorowa. Ay (R™) jest prze-
strzenia Banacha, wiec mozna mowié o klasie CP formy w. Ogol k-form klasy CP na U oznaczamy
P ().

Uwaga. Dla k£ = 0 mamy 4y (R™) = R, wiec 0-forma to funkcja f: U — R.

Dla k = n mamy dim A, (R") = 1 i jedynym elementem bazy jest daj A... A da,. Zatem kazda
n-forma ma posta¢ w = f-dzy A... Adx,, gdzie f : U — R to O-forma.

Dla k > n mamy Ay (R™) = {0}, co nie daje nam nic cickawego

Przyktad. Rozwazmy funkcje rozniczkowalng f : U — R. Jej funkcja pochodna to f/ = df : U >
z = dy f € LR™,R) = A; (R"). Skoro d, f.h = Y1) 2L () hi, to df = 31, 2L da;. Zatem
df € Q; (U).

Notacja. Dla w € Q4 (U) i € U piszemy w (z) € Ai (U) i dalej dla vy,...,v, € R™ liczymy
w(z;v1,...,05) €R.

Propozycja 9. Niech w = Z)\e/\(km) wy dzy bedzie k-forma. w jest klasy CP wtedy i tylko wtedy,
gdy wy : U — R jest klasy CP dla kazdego .

. k
Dowéd. (=) Mamy w (Z;exq)s - s €A(k)) = Dpep (k) Wu (€) det [e)‘(i):ﬂ(j)]i7j:1 = wy (z). Za-
tem wprowadzajac odwzorowanie liniowe Ly : Ak (R™) 3 a = a(exq),..-,eaw)) € R dostajemy
wy = Ly ow, co daje teze.

( <= ) Odwzorowanie R x A; (R™) 3 (¢, ) = ta € Ag (R™) jest dwuliniowe, skad wy dxy jest klasy
CP, gdy wy jest. O

Definicja 17. Dla « € Q,(U), 8 € Q,(U) przy p,q € N okre§lamy a A 8 € Q,4,(U) poprzez
(@np)(x) =a(x)AB(z) € Aprq (R").
Propozycja 10. Niech o € Q,, (U), 8 € Q, (U) iy € Q (U).

1. Jesli a, B sa klasy CP, to a A 3 tez.

2. BAa=(=1)""a A B. W szczegolnosci 2-formy komutuja z innymi.
3. aN(BAY)=(aAB)A7.
4

. Jeslia; € Qq (U) dlaj=1,...,n (gdzie n to wymiar przestrzeni), to

(a1 Ao Aay) (@301, .. o) = det o (2305)]7 5 -

5. Jesli a, B € Qo (U), to a A B = - 5 1 stosujemy ten drugi zapis (stosujemy go tez, gdy tylko
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jedno z «, B jest O-forma).

6. Dostajemy algebre @, . QU (U) razem z podalgebrami €, . ng) (0).

Pomyst. Rozwazamy forme w € Q,(cl) (U). Umiemy ja zrézniczkowaé jako odwzorowanie w : U —
Ay, (R™), otrzymujac d, w € £ (R™, Ay (R™)). Checemy okresli¢ forme pochodng dw € Q,(gzl (U) przez
analogie do df € le) (U) dla f € Q(()l) (U). Nie mozemy wzia¢ odwzorowanie pochodnego, bo ono
ma zly typ (nie ta przeciwdziedzina).

Definicja 18. Niech w € Q,(cl) (U).Dla z € U, vy,...,vx € R™ okreslamy
k .
dw (z;v0, .., 08) = Y _ (=1)" (dew.vi) (vo, ..., Ty ..., vk) €R.
i=0

Roézniczka zewnetrzng k-formy w € Qg) (U) nazywamy dw.

Propozycja 11. Niech w € Q" (U). Zachodzi dw € Q) (U).

Dowéd. Przy ustalonym z oczywiscie dw (z) € L (R™;R). Jedli v, = v, = v dlap < ¢, to z
antysymetrycznosci odwzorowan d, w.v; z tej sumy zostaja wyrazy

(1) (dz w.v) (Voy -+ -+, Tpy -+ vy vk) + (=1)? (dg wov) (Vo .« oy Dy v vy V) -

Mamy
(—1)7 (dg w-v) (V0 - - -y Upy -+« + s Vge1y VgL « « - s Vk) =
(—1)q+q_1_p (dy w.v) (Vo, - -+, Up—1, Upts -3 Ugy v s Vk) -
Zatem to tez sie skraca i cala suma to 0. Mamy wiec antysymetrycznosé. O

Uwaga. Dla k-formy statej w mamy dw = 0, bo d, w = 0.

Dla 0-formy w = L|y (gdzie L jest liniowe) dostajemy dw (x;v) = d, w.v = L.v, czyli dw = L jest
forma stala.

W szczegolnosci dla x; = ef|y dostajemy dz; = e, co tlumaczy przyjete oznaczenie.

Twierdzenie 8. Niech U € topR" \ {0}, k,n € N.
1. d: Q" (U) 5w — dw € Q1 (U) jest liniowe.
2. Jesli f € Q(()l) (U)iw e Q(U) jest forma stata, to d(f-w) = df Aw. W szczegolnosei
d(f - dey) = df Aday = (E;”;l o dxi) Aday = Y, 2 (dz; Aday).
3. d (Q,(j’) (U)) c o) (U) dlap > 1.
Dowéd. (1) Oczywiste z definicji.
Dla (2) i (3) przypadki k > n i k = 0 sa oczywiste.

(2) W postaci kanonicznej w = Z)\E/\(k ny W dzy. Ze stalosci w mamy statos¢ kazdego wy. Z li-
niowosci wystarczy zajaé sie przypadkiem w = dx) (rozbijamy sume i wyciagamy w) ). Rozwazmy
odwzorowanie liniowe Fy : R 3 ¢t — tdzy € Ai (R™). Wowczas fdxy = Fyo f: U — A (R™).
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Mamy

k
d(Fxo f)(z;v0,...,0%) :Z(—l)" (dg (Fx o f).05) (V0, .-, Thyennyvp) =

=0
k ) k )

Z (_1)2 (dz fvz) d.’E)\ (U07 ce ,{)\iv cee 7Uk) = Z (_1)1 (dx fvz) det [Uj,)\(s)]je{()’m;’m,k} =
i=0 i=0 s=1....k

ds fovg ... dg fouk dg fvg ... dy foog

Vo) oo UkA(L) dzyqy (vo) ... dzaa) (vk)
det . . = ) . . =

'UO,)\(k) 000 Uk,)\(k) da)‘)\(k) (Uo) 000 da?)\(k) (Uk)

(de f Adwr) (vo, - - -, vk) = (df Adxx) (@50, - - -, vk) -

3) Piszac QP (U) 5w = wy dzy mamy wy € Q) (U) i dzieki poprzedniemu punktowi
qc 3o AeA(k,n) 0

dw = Z d(wydzy) = Z dwy Adzy = Z f:aao;)‘dxi/\dxA.
i

AeNA(k,n) AeNA(k,n) AeAN(k,n) =1

Wida¢ wiec spadek klasy o 1 i wzrost rzedu o 1. O

Twierdzenie 9. Dla a € Q,(,l) U)ipe Q,(Il) (U) mamy d (a A B) = daAB+ (=1)P a AdB.

Dowéd. W przypadku, gdy p = 0 lub ¢ = 0 wystarczy rozpisaé¢ jedng forme w postaci kanonicznej
i przemnozy¢ jej wspotczynniki przez druga forme (0-forme, czyli funkcje), a nastepnie skorzystac¢
z liniowo$ci rézniczki zewnetrznej i wzoru na pochodna mnozenia. Jesli p > n lub ¢ > n to obie
strony wynoszg 0. Zal6zmy wiec 1 < p,q < n. Niech a = ZAe/\(p’n) aydzyif = Z#E/\(p’n) By dx,.

dlanp)= > d@B)Adzands,) = Y (dox By +axdBy) A(deaAda,) =
A,n€N(p,n) X u€N(p,n)

Z day Adzy AB, dz, + Z ()" axdaey AdB, Adx, = daAB+ (-1)P a AdS.
A u€N(p,n) A n€N(p,n)

Twierdzenie 10. Niech w € Ql(f) (U). Wtedy d (dw) = 0.

Dowéd. Dla k > n mamy dw € Q,(Clll (U) = {0}. Dalej zakladamy k < n. Z liniowodci rézniczki
zewnetrznej wystarczy rozwazyé przypadek w = fdxy, gdzie f : U = R jest klasy C2. dw =
df Adzy =X, %dﬂ?i Adzy, co daje

d(dw) =) _d (ax) Nda; Adzy =) mdxﬁdzwd@ =
i=1 i,j=1

0% f 2f
Z <8fvi8mj B axjax) dz; Adz; Adzy =0,

1<i<j<n

gdzie ostatnie przejscie to symetria roézniczek. O

Uwaga. Mozna pokazaé, ze to twierdzenie zachodzi rowniez, gdy w € Q,(cl) (U)idwe Q}Ezl+)1 (U), co

3
nie znaczy, ze w jest klasy C2, o czym $wiadczy na przyktad funkcja f (z) = |z|2, ktora nie jest C.
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Niech w : R? 3 (z,y) — yf (z) dz € A; (R?). Widzimy, ze w € le) (R?) \ng) (R?). Natomiast
Qo= (- (F @) + - (] (2)) ) Adw =0+ f (&) dy Ad
w= |5, W nyx T = z)dy Ade,

czyli dw € QY (R2) \ 0F) (R?).

Definicja 19. Niech G C RP bedzie otwarty i niech g : G — U C R™ bedzie rozniczkowalne (a U
otwarte). Dla w € Qy, (U) okreslamy g*w € Qy, (G) wzorem

(") (301, -, vk) = w (9 (2) ;da g-v1, - -, da g-0k)

dla z € G, vy,...,v; € RP. Odwzorowanie g* : Qi (U) = Qf (G) nazywamy podstawieniem g.

Uwaga. Jesli & = 0, to otrzymujemy skladanie funkcji. Jesli & > n, to Qi (U) = {0} i dostajemy
gw=0.Przy 1 <k<ndlag=1(91,...,9n) iw= ZAe/\(k,n) wy dz), mamy

gw (T30, .., 08) = Z wx (g9(2) (dzxay A Adayg) (de g1, .. de gok) =

AeN(k,n)
k
Z wy (g (x)) det [d, g/\(i)‘vj]i’jzl =
AeN(k,n)
Z (wrog) (@) (dzgry A - Ada gary) (U1, -, 0) -
AeN(k,n)
Wprowadzamy oznaczenie dgy () := dg gag1y A -+ A da gak), dla ktorego mamy
gw= Y (wrog)dg.
AeN(k,n)
Aby sprowadzi¢ ten zapis do postaci kanonicznej nalezy rozpisa¢ di gau) = ;- (‘93#;8(;) (z)dx; i

wykonaé¢ mnozenie zewnetrzne.

Dlap =n =%k mamy w = fdaxy A... Adx, i musi nam wyjs¢ g*w = hdz; A... A dz,. Mamy
g'w=(fog)dgi A... Ndgn, czyli h jest rowne

* 81' n
gw(xier,...;en)=f(g@)(degi Ao Adegn) (€1,...,6n) = f(g(x))det[ g- (x)}
Ostatecznie g*w = (f o g) Jacgdzy A ... Adx,.

Propozycja 12. 1. g*: Qi (U) — Qi (G) jest liniowe.
2. Gdy k > 1 a g jest klasy C?*! (przy ¢ € {1,...,00}), to g* (Q,iq) (U)) - Q,(Cq) (@).
3. Gdy k=0 a g jest klasy C%, to g* (Q(()Q) (U)) C Qéq) (U).

Dowdd. Oczywiste dla k =0 lub k£ > n. Dla 1 < k < n wynika z postaci g*w:

"0 0
g'w = Z (wrog)dgy = Z (wxo0g) Z g;(.l) dz; | A. Z g)\(k) dx;
J

AENA(k,n) AeA(k,n) j=1

O

Propozycja 13. Niech G CRP, U C R" i D C R™ beda otwarte. Niech g : G — U, h: D — G beda
rézniczkowalne. Zachodzi (go h)* = h* o g*.
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Dowdd. Ustalmy w € Qi (U), k> 1, x € G, wy,...,w; € RP. Mamy
g'w(xywy, ..., wg) =w(g(z);d; gws,...,dy g.wi),
skad dlay € D, vy,...,v € R™ jest

h* (g*w) (ya U1y avk) - (g*W) (h (y) ;dy h“vla coog dy h-vk) =
w (9 (7 (y));dngy) 9 (dy hovr) ;.. digy) - (dy hovk)) = (9o h) w (ys 01, ve) -

Propozycja 14. Dla a € Qi (U), 8 € Q¢ (U) mamy g* (a A B) = (g*a) A (¢*5).

Dowdéd. Dla 1 < k,¢ <n mamy a = ZAE/\(,C myondzy, 8= Zue/\(é n) B, dx,,. Wobec dwuliniowo-
$ci wystarczy przeliczyé, ze

g* (aaBudraAdz,) = g* (axdza) A g™ (Budzy).

Wynika to z tego, ze

(axBuog)-dgrxAdg, = ((axog)dgx) A ((Buog)dgy).

Jesli ktores z k, £ jest rowne 0, to mnozenie zewnetrzne staje sie zwyklym mnozeniem. Jesli k£ > n
lub ¢ > n, to obie strony sa zerowe. O

Twierdzenie 11. Niech U C R", G C RP beda otwarte, n,p € N. Niech g : G — U bedzie odwzoro-
waniem a w € QS) (U) dla k € N. Zakladamy, ze k = 0 i g jest klasy C* lub, ze k > 11 g jest klasy
C%2. W takiej sytuacji ¢* dw = d (g*w).

Dowéd. W przypadku k > n dostajemy 0 po obu stronach. Dla k = 0i g klasy C! mamy ¢g*w = wog,

a zatem d (¢*w) (z) = dz (wog) = dg@ywodyg = (¢* dw) (x), bo dla dw = Z?:l gT:)idxi many

grdw=3", (88—; o g) dgi, gdzie dg; = 3°7_, gﬁ; d7;, w czym rozpoznajemy wzor na zlozenie.

Dla 1<k <nigklasy C? niech w = Z/\e/\(k,n) wy dzy. Mamy g*w = ZAE/\(k,n) (wx o g) dgy, skad
dgw)= > (d(wrog)Adgr+(-1)° (wrog) Ad(dgn)).
AeN(k,n)

Teraz

d (dg)\) =d (dg/\(l) VANAAN dgA(k)) =

d (dg)\(l)) N (dg)\(z) MNoooN dg)\(k:)) + (71)1 dg,\(l) Ad (dg)\(g) MNaoo N dgk(k)) =0.
Pierwszy skladnik zeruje sig, bo gy(1) jest klasy C2, a drugi zeruje sie na mocy iteracji tego argu-
mentu. Zatem

d(g*w) = Z d (wy 0 g) Adgy = Z g dwy Adgy = g* Z dwy Adxy
XeA(k,n) AeA(k,n) AEN(k,n)

Pozostaje zauwazy¢, ze d (wy dzy) = dwy Adxy. O

4. Krzywe i drogi
2026-03-16

Definicja 20. Krzywa w R™ nazywamy dowolne odwzorowanie ciagte v : [a,b] — R™, gdzie a < b w
R.

Obraz geometryczny v* =+ ([a, b]) jest zwarty i spojny, moze byé punktem.

4. Krzywe i drogi Strona 13/23



Analiza Matematyczna 4 Maciej Mikotajczak

Definicja 21. W zbiorze krzywych K (R™) mamy naturalng relacje rownowaznosci polegajaca na
tym, ze ; : [a;, b;] — R™ dla ¢ = 1,2 sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje silnie rosnaca
bijekcja 7 : [a1,b1] — [ag, bo] taka, ze y3 0T = 71.

Propozycja 15. 1. Funkcja monotoniczna ma co najwyzej Ny punktoéw nieciagtosci i sg to skoki,
skad wynika, ze 7 z powyzsze] definicji jest homeomorfizmem.

2. Zawsze mozemy przyjac, ze dana krzywa sparametryzowana jest odcinkiem [0, 1].

3. Jesli v € K (R™) jest iniektywna, to jest homeomorfizmem na swoj obraz.

Definicja 22. Zmiana orientacji v : [a,b] — R™ to wziecie ©v(t) = 7 (a+ b —t). Polega ona na
zmianie kierunku obiegania v*.

Definicja 23. Sklejenie (suma) krzywych v; : [0,1] — R™ dla i = 1,2 jest mozliwe, jesli v, (1) =
. 7 (2¢), te [0’ %]
2 (0). Dane jest ono przez v * 2 (t) = .
© ) Y2 (2t—1), te[3,1]
Definicja 24. Dtugoscig krzywej v nazywamy
k
lg(v) =supq > Iy (tip1) —vE)l ito=a<...<tr1=bkeN
§=0

Jest to supremum dlugosci tamanych wpisanych w ~. Jesli lg (v) < +oo, to mowimy, ze ~ jest
prostowalna.

Propozycja 16. lg (v) nie zalezy od wyboru ,parametryzacji” — dwie krzywe rownowazne maja te
sama dtugosé. Nie zalezy réwniez od orientacji.

Uwaga. lg () nie mierzy rozmiaru v*, a dtugosé przebytej drogi po v*. Na przyklad v (t) = e® €
C ~ R? dla t € [0,47] obiega dwukrotnie okrag jednostkowy i lg () = 4.

Propozycja 17. Dla 7 : [a,b] = R", ¢ € (a, b) zachodzi Ig (V|(a,q) +18 (V[c,0) = lg (7).

Dowdéd. Podzialy aproksymacyjne potowek krzywej daja podzial aproksymacyjny calej krzywej i
na odwrot. O

Whiosek.
lg (71 % 72) =1g (1) +1g(72) -

Definicja 25. Krzywa v nazywamy droga, gdy jest kawatkami klasy C!, to znaczy istnieje podziat
to=a <...<b=tyy taki, ze V|, +,,,] jest klasy C' (na koncach z pochodnymi jednostronnymi).

Twierdzenie 12. Kazda droga jest prostowalna i lg () = f: I/ (¢)|| dt, gdzie rozwazana norma jest
euklidesowa.

Dowdd. Z liniowosci caltki i zachowania dlugosci krzywej wzgledem sklejania mozemy zaltozy¢, ze
droga jest klasy C'. Prawa strona jest dobrze okreslona i skoriczona, bo pod calka mamy funkcje
ciagla.

Z definicji supremum istnieje cigg podzialow P, = {a = tg/) <. < tg:)_H = b} taki, ze L (P,) :=

kv
o
odpowiadajacej mu tamanej, to znaczy dla P, = P,_, U P, mamy L (P,) < L(P)) <lg(v). Zatem

L(P)) — lg (). Dlatego mozna zalozy¢, ze diam P, — 0 (Srednica podziatu oznacza najwigksza
odleglo§¢ miedzy punktami podziatu).

~y (tSIQl) — (t;y)) H — lg(y) € [0,400]. Zageszczenie danego przedziatu zwieksza dtugosé
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Twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej dla ;| £ 40 ] (gdzie v = (71,...,7n)) daje punkty

posrednie 92(;) € [tgy)7t§’21] takie, ze ; ( ) ) - ( (,”)) = ! (91(;')) (tg’jr)l tg”)) Ze zwartosci
[a,b] i ciaglosci v/ mamy jednostajng ciaglosé. Dla e > 0 istnieje § > 0 takie, ze jesli [t — 7| < 4, to
IV () =+ (7)|| < e. Mamy diam P, < ¢ dla v > 1, zatem mozemy wybra¢ 9](-1') € [ (V),tgi)l} takie,

Vi (05?) - (9;1'))‘ < e dla wszystkich i. Mamy

ze
=S o) (2 -4)-
jf
k. kv
(v) @) ) ) () () )
|02 (657) - (0)) | (52 = 67) - X | (67)] (621 -7) | <
j=0 j=0
ky
|02 (67 - on (@) = [ () (5 - 57) < e =,
7=0
gdzie ostatnie przejscie to skorzystanie z tego, ze jesli |x; —y;| < e dlai = 1,...,n, to zachodzi
Nzl = llylll < llz —yll < +/ne. Zatem przechodzac e — 0 dostajemy, ze L (P,) zbiega do tego
samego, co suma aproksymacyjna catki Riemanna. O

Whiosek. Dla drogi parametryzujacej wykres f : [a,b] — R (czyli v (¢) = (¢, f (t))) otrzymujemy

= [P\/14(f' (1)) dt.

5. Calki krzywoliniowe

2026-03-19
Definicja 26. Niech 7 : [a,b] — R"™ bedzie krzywa a f : v* — R funkcja ograniczona. Niech P

bedzie podziatlem odcinka tg = a < ... < tx41 =ba = = {&,...,& } zbiorem punktéw posrednich

& € [tj, tj+1]. Oznaczamy riemannowska sume aproksymacyjng przez

k
=3 FO(E)) Iy tigr) = )

j=0

Jesli diam P, — 0 implikuje, ze granica lim, . S, (P,,Z,, f) istnieje i jest skoriczona oraz jesli
jest ona niezalezna od wyboru punktéw posrednich i podzialéw, to nazywamy te granice calka
krzywoliniowa niezorientowang z f po < i oznaczamy ja f,y fde.

Uwaga. Gdy fy f d/ istnieje, to nie zalezy od parametryzacji krzywej, czyli f,y fde = f:v fde gdy
~v ~ 7 (bo rosnaca bijekcja o tym $wiadczaca jest ciagta). Nie zalezy tez od orientacji krzywej.

Definicja 27. Gdy istnieje f7 fd{, to méwimy, ze f jest calkowalna na ~.

Propozycja 18. Dla ¢ € (a,b) f jest calkowalna na v wtedy i tylko wtedy, gdy f jest calkowalna na
'7|[a,c] 1 'Y‘[c,b] i wtedy fV fdl = f’Yl[a,c] waJrfﬂ[c’b] fde.

Dowéd. ( = ) Niech 71 = Yl{a,q] 1 72 = V|[c,5]- Niech P(V) P, ™) heda podziatami [a, ] o malejacych
$rednicach a Hg Y i :/1( wyborami punktéw posrednich w nich. Niech P(V) ”(2") beda odpowiednimi

podziatami [b,c] 1 wyborami punktéw posrednich. Ze zwartosci [b,c] i ograniczonosci f mozemy
zatozy¢, ze S, ( (V),:;),f) — Jo. Jesli S, ( (V),:ly),f) - JiiS, ( /(V) ”' @) f) — Ji, to
taczac podzialy dostajemy J; + Jo = f7 fde=J{ + Jo, wiec J; = J;. Gdyby ktorys z tych ciagow
sum aproksymacyjnych byl rozbiezny, to otrzymany z niego ciag dla catego + byltby rozbiezny, co
nie moze zachodzi¢. To koriczy dowod.
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( ) Niech P/, Z! beda podziatem [a,b] i wyborem punktéw posrednich. Ustalamy P, = P’ U{c}
i £, dodajac do HL warto§¢ dla przedziatu, dla ktoérego nie ma wartosci. Mamy S, (P,,E,, f) —
f,ﬂ fdl+ f% f de. Niech k,,t, € P, beda kolejnymi punktami takimi, ze ¢ € [k,,t,]. Niech &,,7, €
E, beda takie, ze &, € [k,,c] 1 m, € [c,t,]. Bez straty ogélnosci zatozmy, ze &, € E.,. Mamy

|S (P, By, f) — (Pli7:u7f)|:
[fF (V&N v () =y (Rl + f (v () Iy (8) = v (@l = f (v €)1y () = (k)| <
sup |fle +sup | flllv(e) =y (k)ll = llv () = v (k) < 2sup £l e,

gdzie przedostatnie przejscie to skorzystanie z jednostajnej ciagtosci v — dla diam P, < § mamy
lv (t,) — v (¢)]] < e. Potem korzystamy z odwrotnej nier6wnosci trojkata i znowu z malej srednicy
podziatu. Wobec dowolnosci e dostajemy zbieznosé S, (P), =, f) do odpowiedniej wartosci. O

Definicja 28. Definiujemy R () = {f:v* — R| f ograniczona i catkowalna na ~}. Jest to prze-
strzen wektorowa nad R a fv R(y)> f— f7 f d € R jest operatorem liniowym.

Twierdzenie 13. Dla, funkcji ci@glej f:v* = R okreslonej na drodze v : [a,b] = R™ mamy f € R (v)
i ponadto [ fdt= f FOy @)1y @) dt.

Dowdéd. Z liniowoéci calki mozemy zalozy¢, ze droga jest klasy C'. Prawa strona jest dobrze okre-
Slona i skoriczona, bo pod catka mamy funkcje ciagla.

Ustalmy ciag podzialéow P, = {a = t(y) <tV = taki, ze diam P, — 0 i wyboér punktow
4 ky+1

posrednich Z, w nim.

Twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej dla ;| e ] (gdzie v = (71,...,7n)) daje punkty

posrednie ‘92‘/) € [t(,u)7t§1)1] takie, ze v; (tgi)l) — ( (V)) = (95?) (tgi)l t§u)>_ Ze zwartosci

a, b] 1 cigglosci v/ mamy jednostajng cigglosé. Dla € > 0 istnieje & > 0 takie, ze jesli [t — 7| < 6, to

[a, 0] i ciagtosci +/ V] jna ciag ] , 7€ ] ;
"(t) — v (7)] < €. Mamy diam P, < § dla v > 1, zatem mozemy wybraé o) ¢ (”) t®) | takie

|y gl y ; y wy ; ;

11j41
Vi (91(;')) - (95—”)‘ < e oraz |y, (&) — 7. (0;)| < e dla wszystkich i. Mamy

ze

u ky

D210 (&) [ (82) = (5 =22 0 () |

f(v(f“’))\ ([CICHRRACH) [CARTY
\\v’<05”>\!<t21—t;”’>— ()] (- )]) <
3] (4) ot ()] - b ()] (- 7)+
7 ()] - ()] (5 -47) <

2sup|f| vne (b—a),
g

(CHIICEELDIE
7 ()] (5= 57)] +

u

gdzie ostatnie przejscie to skorzystanie z tego, ze jesli |x; — y;| < e dla i = 1,...,n, to zachodzi
lzll = llylll < ll& — yll < v/ne. Zatem przechodzac € — 0 dostajemy teze, bo druga z odejmowanych
sum zbiega do odpowiedniej catki Riemanna. O

I Uwaga. Kladac f = 1 odzyskujemy wzoér na dlugosé drogi.
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Definicja 29. Dla 2 C R"™ otwartego i niepustego polem wektorowym na {2 nazywamy dowolne
odwzorowanie F' :  — R™. Méwimy o polu klasy C*, gdy F jest klasy C*.

Definicja 30. Niech 7 : [a,b] — R™ bedzie droga taka, ze v* C . Niech F bedzie ciagtym polem na
Q. Wydajnosé pola F wzdhuz v okreslamy jako catke f; (F (v (t)),v (t))dt.

Uwaga. Catka jest dobrze okreslona, bo funkcja podcatkowa jest przedzialami ciagta. Popatrzmy
na sumy aproksymacyjne

S(P,Z, Fiv) =

QM#

k
(fj» Jj+1 = Z (5]) ( Jj+1 = tj)> :

Dla &; bedacego blisko odpowiedniego punktu posredniego mamy ' (&) (tj41 —t;) = v (tj41) —

7 (tj). Mozna to interpretowaé jako ustalenie wartosci pola F' (v (¢;)) na calym odcinku od « (¢;) do
v (tj+1) 1 wymnozeniu tego pola (sily) przez przesuniecie, co w fizyce daje nam prace. Stad nazwa
Wwydajnosé”.

Definicja 31. Dla pola wektorowego F' : U — R™ na zbiorze otwartym U C R™ mozemy okresli¢
skojarzong z nim 1-forme rézniczkowa (1-formy nazywamy tez formami Pfaffa) wp zadang przez
wp=Fdx1+...+ F,dz, € (U)

Majac dodatkowo droge 7 : [a,b] — U definiujemy f wp jako granice sum S (B B IF) =

Z?:o <F ('y <§§u)>) Y (tg:_)l) — ( gu))>’ o ile ta granica istnieje przy diam P, — 0, jest skoin-
czona i niezalezna od wyboru podziatu P, i punktéow posrednich =, .

Uwaga. Wynik nie zalezy od wyboru parametryzacji, ale za to zmiana orientacji zmienia znak:

wp = — f7 wp. W dalszym ciagu [ wp = f% wr + fw wr i ponownie otrzymujemy operator

Sl Y1*7Y2

liniowy F — fv Wr.

Twierdzenie 14. Dla pola ciaglego F : U — R™ i drogi v : [a,b] — U istnieje calka fv wp 1
b

Lwr = [*(F (v ()7 (@) dt.

Dowdéd. Z liniowoéci calki mozemy zalozyé, ze droga jest klasy C'. Prawa strona jest dobrze okre-
$lona i skoriczona, bo pod catka mamy funkcje ciagla.

Ustalmy ciag podzialéw P, = {a = t(y) . < t(”) = b taki, ze diam P, — 0 i wyboér punktéw
q +1

posrednich =, w nim.
Twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej dla ;| o ] (gdzie v = (71,...,7m)) daje punkty
posrednie 02-/) € [ (V)7t§121:| takie, ze ; (t( v) ) — v ( (”)> = (91(;/)) (t§‘ljr)1 = tg»u)). Ze zwartosci
a, b i cigglosci v/ mamy jednostajna ciaglosé. Dla e > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze jesli |t — 7| < 6, to
[ aglosci 7' mamy j jng ciag ] j

t) — 7)| < e. Mamy diam £, < a v > 1, zatem mozemy wybrac 0" € , T takie,
Y ()~ Mamy diam P, < 6 dl 1 ; brac 6 e [¢,¢%),| taki
v <91(JV)> -~ (9;”)‘ < e oraz |V (&) — 7. (0;)| < e dla wszystkich 7. Mamy

ze
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ko

v 1/

> (F (7(67)) 7 (5) = (7)) -2 (F (1(67)) 7 @) (55 - 7) | <

J=

)
(7 (7)) v (852) = (87) -7 (€7) (5 - 7)) <
)

M:“M

S
I
=)

v

=GN (2) () v () (-]

k.
oI (6). () ) ) )]
7 (0) (2-1) 1 (¢°) 8-

25up | F|| vne (b — ),
u

k)
O

gdzie ostatnie przejscie to skorzystanie z tego, ze jesli |x; —y;| < e dlai = 1,...,n, to zachodzi
lz — y|| < v/ne. Zatem przechodzac ¢ — 0 (supremum jest skoniczone, bo v* jest zwarty) dostajemy
teze, bo druga z odejmowanych sum zbiega do odpowiedniej catki Riemanna. O

Uwaga. Mamy wp = >, F;dz; i mozemy podstawi¢ v: v*wp = > 1 | (F; 0)dy;, gdzie v =
(M1y.-eyvn) 1 dy; = 7L (t) dt. Zatem y*wp = (F ov,~') dt. Mozna wiec napisaé fv wp = ff Y*wp

(gdzie po prawej stronie f; oznacza calke po krzywej identycznosciowej na [a, b)).

Definicja 32. Pole ciagle F' : U — R" nazywamy potencjalnym, gdy istnieje f : U — R rézniczko-
walne i takie, ze V.f = F (wtedy f musi by¢ klasy C!). W tej sytuacji f zwiemy potencjatem.

Propozycja 19. Jesli pole F jest potencjalne i f jest jego potencjatem a v : [a, b] — R™ jest droga, to
f,y wr = f (v () = f(v(a)), czyli wydajnosé F wzdtuz v liczymy jako roznice wartosci potencjatu
na konicach drogi 7. W szczegolnosei dla drogi zamknietej (z v (a) = 7 (b)) otrzymujemy 0.

Dowdd.

b b b
/wF:/ (Foy,fy’)dt:/ <Vf0fy,’y'>dt:/ (f o) dt = (f o) (b) = (f o) ().
O

Lemat 1. Niech G C R" bedzie otwarty i niepusty, niech f : G x[0,1] — R beduzie ciagla. Oznaczmy
fo (x,t)dt dla z € G. Zalézmy, ze dla kazdego @ € N o || < p (gdzie p € NU {o0})

ol ‘f istnieje i jest ciagla w G x [0, 1]. Wtedy g jest klasy CP i aaxlx (z) = 01 % (z,t) dt.

pochodna
Dowadd. Wystarczy rozwazy¢ p = 0,1, bo p > 1 wynika z iteracji tego argumentu.

Dla p = 0 ustalmy a € G, K (a,7) € G i mamy jednostajnie ciggta funkcje f|?(a,r)><[0,1]’ a wiec
|f (z,t) — f(a,t)| <e dlazx € K (a,0 (¢)) C K (a,r). Stad |g (z) — g (a)| < foledt =e.

Dlap=1i14 € {1,...,n} wystarczy pokazac, ze istnieje % (a) = 01 gg (a,t)dt. Z jednostajnej

c@glosm T Jak wyzej mamy 8{ (z,t) — 3f - (a, t)‘ <edlaz e K(a,d(e)). Stad
glatre)—g(a) ['Of 1 [ of
— L _of g
’ T o O (a,t)dt| < | | fla+Tet) — f(a,t) o, (a,t) T|dt <
of of
sESgl\jﬂ ailfz (a + se“t) 62131 (a7t)‘ <&
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I gdzie przedostatnie przejécie to twierdzenie o przyrostach. O

Twierdzenie 15 (Charakteryzacja pél potencjalnych w R?). Niech F' : R? — R? bedzie polem klasy
C!, F = (p,q). Niech w = pdx +qdy € le) (RQ). Nastepujace warunki sg rownowazne.
1. Dla kazdej pary drég 1,72 : [a, b] — R? o wspdlnych koricach (czyli v1 (a) = 2 (a) i y1 (b) =
v2 (b)) mamy fvl w= fﬁ/2 w.
2. Istnieje funkcja f : R? — R? klasy C? taka, ze w = df. Réwnowaznie Vf = F.

9p _ 9q 2
3. 8y—3xWR.

4. f7 w = 0 dla kazdej drogi zamknietej .

Dowéd. (1 = 2) Niech a,b € R2. Oznaczmy przez 7, krzywa laczaca a z b skierowana od a
do b. Mozemy przyjaé, ze jest ona odcinkiem. Ustalmy dowolny punkt b = (x,y) € R? i niech
a = (0,0). Mozna okresli¢ f (b) = fv , w inie zalezy to od wyboru drogi. Wystarczy pokazac, ze I
ma pochodne czastkowe i sa one réwne odpowiednio p i g, bo te funkcje sa klasy C', wiec f bedzie
klasy C?. Dla ustalonego ¢t € R mamy

f(bthel)ff(b):/ wf/ w:/ w+/ w:/ w+/ w:/ w.
Ya,b+teq Ya,b Ya,b+teq SYa,b Ya,b+teq Yb,a Yo,b+teq

. 1 1 1
PYZILbthel (S) = tei, wigc fo 7;,b+te1w - fo <((p7 q) € ’Yb>b+tel) (S) 7t61> ds = f() p (‘T + stey, y) tds.
Ostatecznie

f(b+t6115)_f(b) —p(b)

1
< [ o ste) < pO)]ds < ma 00+ ster) - p )] .
0 s€[0,

To daje nam g—i (b) = p(b). Analogicznie %i () = ¢ (b).
(2 = 3) Mamy p = % iq= %. Teza wynika z symetrii drugich pochodnych.
(2 = 4) Praca pola potencjalnego po drodze zamknietej wynosi 0.

(4 = 1) Z dwoch drog 1, v2 jak w (1) robimy droge zamknieta v = v * ©v,. Wtedy

0:/w:/w+/ w:/wf/w.
ol 71 72 Y1 Y2

(3 = 2) Ustalmy z = (x,y) € R%2. Mamy
1 1
P =p()=0-p0-2)= [ LupNdt= [ (02)+ ()20 =

/01 (P (tz) + % (tz) ot + %Z (t2) yt) dt = /01 (p (tz) + gfi (tz) zt + % (t2) yt) dt =

a 1
o /O (F(t2),2) dt,

gdzie ostatnie to wyjscie z rozniczkowaniem przed catke. Ktadziemy f (z) = fol (F (tz),z)ydt. O

Notacja. Dla funkcji f : Q — R klasy C! mamy operator V gradientu: Vf = (ﬂ ﬁ).

Ox1’ """ Oxp

Definicja 33. Niech F : Q — R" bedzie potem klasy C'. Wprowadzamy operator dywergencji pola
divF =37, gf £ co nieformalnie mozna zapisa¢ div = (V,-).

Definicja 34. Dla n = 3 wprowadzamy operator rotacji (wirowosci) pola F' klasy C! zadany jako
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_ . : _ (8Fs _ 8F, OF, _ OF; R _ OF,
rot =V x ,czyhrotF_< PR ) S ay)'

Uwaga. Dla n = 2 i pola F = (p,q) oraz zwiazanej z nim formy pdx +¢dy dywergencja mierzy
$cigliwogé pola F. Ustalmy (z,y) € R? i maly prostokat o §rodku w tym punkcie i bokach Az, Ay.
Zastanawiamy sie, ile strumienia F' wyplywa przez boki prostokata. Jest to suma wektoréw pola na
krawedzi prostokata.

Na pionowych krawedziach mamy W, (Az,Ay) = Ay (p (J: + %,y) —p (x — %, y)), co po po-
dzieleniu przez pole prostokata dazy do % (z,y). Analogicznie jest na drugiej wspolrzednej, zatem
li W(Az,Ay) _ g

IMAz, Ay—0 TAy =divF.

Rotacje mozna zinterpretowaé¢ podobnie patrzac na przekroje R® plaszczyznami R? x {z} i na
prostokaty z brzegiem zorientowanym (tradycyjnie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek
zegara).

Uwaga. Dlan = 3 oznaczmy ap = Fyde +Fody+F5dziwp = FidyAdz +F>dz Adae +F5dx Ady.
Wowcezas

1. ayy =df.

2. dap = Wrot F-

3. dwp =div Fdz Ady Adz.

4. rot (Vf) =0.

5. div (rot F') = 0.

Jesli Q C R? jest obszarem gwiazdzistym, to rot ' = 0 implikuje, ze pole jest potencjalne, a
div F' = 0 implikuje, ze F' = rot G dla pewnego pola G.

Niech H (U) = {F :U — R3 | F Klasy COO}. Ponizszy wykres jest przemienny, a A, B, C sg izomor-
fizmami.

a0y (U) 4 o (U) 4 of ) - of (1) —4 {0}
idT A(F):aFT B(F):wFT Tc(f):fdx/\dy/\dz

O (U) — = H(U) —— H(U) = 0f (U)

Uwaga. Rozwazmy pole ciagle F' : Q — R". Rozwiazaniem réownania 2’ = F (x) nazywamy dowolna
krzywa rézniczkowalna z : (0,T) — Q taka, ze 2’ (t) = F (2 (t)). Z ciaglosci F wynika klasa C*
odwzorowania x.

6. Formy zamkniete i dokladne
2026-03-26

Definicja 35. Niech U C R"™ bedzie otwarte, n € Ny, k € N. Forme w € Q,(ﬂl) (U) nazywamy
zamknieta, gdy dw = 0. W przypadku k > 1 forme w € Qy (U) nazywamy dokladna (zupelna), jesli
istnieje o € Q,(Cl_)l (U) takie, ze da = w. Forme o nazywamy pierwotna formy w.

Mowimy, ze w jest lokalnie doktadna, jesli dla kazdego a € U istnieje otoczenie a € V' C U takie, ze
w|y jest doktadna.

Uwaga. Formy (lokalnie) dokladne sa ciagte, natomiast pierwotna nie musi byé¢ klasy wyzszej niz
klasa w.
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Przyktad. w = —ﬁ dr+-—-%-dy € ngo) (R%\ {0}). Mozemy wyliczy¢

224y?
2 2_2 . 2 2_2 .
dwz—w—yydy/\dx—kw—”dx/\dyzo.
(@2 +y?)° (2 +y?)?

Zatem w jest zamknieta.

Niech V = {(x,y) ER?:z > 0} bedzie poélptaszczyzna. Rozwazmy O-forme o @ V 3 (z,y) —

_ i 1_ 1 _ ] o )
arctan £ € R. Wtedy da = —I%W dx +2 e dy = w|y. Mozna to powtoérzyé dla innego

x a»

zbioru otwartego V', byle byto x # 0. Zatem w jest lokalnie doktadna.

Zalozmy, ze istnieje o € Qél) (R?\ {0}) taka, ze dow = w. Niech g () = (cost,sint) € R? \ {0} dla
t € R. Definiujemy f (t) = (¢*w) (¢, e1). Zauwazmy, ze g*w = f dt. Funkcja f jest ciagla, wiec ma
catke Cauchy’ego

2

27 27
[ rwa= [ ted= [ d@o @i =gaen-ga©) =0

Z drugiej strony f (t) = =52 d (cost).e; + <t d (sint) .e; = sin®t+cos? t = 1. Sprzecznosé. Zatem
w jest zamknieta i lokalnie dokladna, ale nie doktadna.

Uwaga. Formy zamkniete najlatwiej otrzymaé¢ z f : U — R klasy C? biorac w = df. Przyktady
takie jak wyzej otrzymujemy z liczb zespolonych. Dla holomorficznej funkcji f : U — C mozemy
rozpisa¢ f = u + v i dz = dx +idy. Wtedy

fdz=(u+iw)(dz+idy) = (udz —vdy) + i (vdz +udy) = o+ if.
a i B sg 1-formami analitycznymi. Mamy

do =duArdez—dvAdy = uydy Ade —v, de Ady = (uy +v,) dy Ada
i podobnie d8 = (vy + u;) dz A dy. Rownania Cauchy’ego-Riemanna (C-liniowosé d]%{w v f) mowia,
ze obie te wartosci sig zeruja, zatem « i 8 sa zamknigte. Aby nie byly dokladne wystarczy, by
f miala osobliwosé, na przyklad f(z) = 1. Wtedy fdz = 1dz = ﬁdz = fgjyyz (dz+idy) i
rozpisujac dostajemy [ = w, gdzie w to forma rozwazana w poprzednim przyktadzie.

Definicja 36. Zbior G C R"™ jest gwiazdzisty wzgledem a € G, gdy dla kazdego x € G mamy
[a,z] C G. Kazdy zbior gwiazdzisty jest drogowo spojny.

Definicja 37. Niech G C R™ bedzie zbiorem otwartym i gwiazdzistym wzgledem 0 (a wiec obszarem).
Niech w € Q,(CO) (G) i k > 1. Definiujemy Hw € Q1 (G) wzorem

1
HUJ(JZ;’UQ,...,’Uk):/ t" =Y (tx; z, vy, . .., vp) dt
0

dla z € G1ivg,...,vp € R". (k— 1)-linjowos¢ ze wzgledu na wve, ..., v, oraz antysymetrie widac,
zatem Hw (z) € Ap—1 (R™).

Odwzorowanie H : Q,(CO) (G) = Qp—1 (G) nazywamy operatorem Poincarégo.
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Uwaga. Ustalmy w = fdx;, A... Adx;, (niekoniecznie w postaci kanonicznej). Mamy

1
Hw (z;v9,...,0%) z/ th=1f (tx) (dag, A Aday,) (2,09, ... o) dE =

0
1 Tiy V24, -+ Uk,
/ tF1f (t) det | N
0
Ly, U2,y cee Uk

-

/0 1 U f (t)

1 k _ —
Hw(z) = </ th=1f (tx) dt> z:(—l)r1 wi, dog, AL Adag AL A dag,
0

1$,‘j (dxil/\.../\cﬂ:?j/\.../\dxik) (’UQ,...,’Uk)dt.

Jj=1

Zatem

Twierdzenie 16. Niech G C R"™ bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem 0, n € N, k € N,
p € NU {co}. Niech w € ng) (@). Wtedy Hw € Q,(f_)l (G)a H : fo) (G) — Q,(f?l (G) jest liniowe.

Dowdd. Dla k > n nie ma czego dowodzi¢. Dla 1 < k < n rozpisujemy w = Z/\E/\(k,n) wydxy.
Wystarczy sprawdzi¢ klase pojedynczego H (wy dzy) (liniowosé H jest oczywista). Z postaci takiej
formy wynika, ze wystarczy sprawdzi¢ klase funkcji G > z — fol t*~1lwy (tz) dt € R, a ona wynika z
lematu o rézniczkowaniu pod znakiem calki. O

Twierdzenie 17 (Poincaré). Niech G C R™ bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem 0, w € Q,(Cl) (@),
gdzie k € N. Dla k > 1 zachodzi H (dw)+d (Hw) = w. Natomiast dla & = 0 mamy H (dw)+w (0) =
w.

Dowdéd. Dla k > n po obu stronach réwnania mamy 0. Dla 1 < k < n jest w = Z/\e/\(k,n) wy dzy.
Z liniowosci H bez straty ogolnosci w = fdxy dla pewnego A € A (k,n). Oznaczajac dizy =
dl'/\(l) MNooo N diL’A(i) M ooo diL’A(k) mamy

k

d(H (fdzy)) (z) =d <Z (1) 'z (/0 t*=1f () dt) d?x)\> -

=il
. 1 ~
(—1)2_1 (/ tk_lf (t.’L‘) dt) dx)\(i) ANd'zy +
0

o n 1 of
i—1 9
(=1)"" zx g </0 th= 18:5] (tx)tdt) dzj Ad'zy

Jj=1

1 _ k n . 5 a
k(/@ ik lf(ta?)dt) doa+ )Y ()" e (/ tkal]; (m)dt) dz; Ay

i=1 j=1

s. s.
I Mw i M?r‘
_ _

7 drugiej strony

H(d(fdxy)) (z)=> H (gfj deAde (z) =

j=1

. ! k Of g 7,+171 7

Z </ t e (tx) dt) (-1 :c] dxAJrZ (/ (tx) dt> Z zri) dry Ad'zy =
= Mo J i—1

ij (/ 1k 9f (tx dt) dx;ﬁ—ZZ xA(i) (/ tkaaf (tx) dt> dx; /\dlam

j=1 0 i=1 j=1 0 L
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Zatem

(d (Hw) +H (dw)) (z) = k (/1 th=Lf (ta) dt) dzy + izj </01 tkgjj (tx) dt) dzy =

0

1 n g 1
/0 ktF=Lf (tx) + t* ; ﬁkvfj (tz)z; | dt | dey = (/0 % (t" f (tz)) dt) dzy =
(1kf (1z) — 0) dzy = fdz) = w.

Dla k = 0 mamy funkcje w : G — R klasy C!. Rozpisujemy

n

H(dw)(m):ij/O g;(t;c)dt: & o (i) dt = w (@) ~w 0).

O

Twierdzenie 18. Niech G C R™ bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem 0, w € Q;Cp) (G)dlak >11

p € Ny U{oo}. Zalozmy, ze w jest zamknieta. Wtedy w jest dokladna, a nawet istnieje o € Q,(ijl (@)
takie, ze da = w.

Dowéd. Mamy dw = 0, wiec z twierdzenia Poincarégo mamy d (Hw) = w i wystarczy przyjac¢
a= Huw. O

Lemat 2. Niech ¢ : D — G bedzie C?-dyfeomorfizmem pomiedzy obszarami D,G € R™. Niech
k > 1. Kazda zamknieta k-forma w D jest doktadna wtedy i tylko wtedy, gdy kazda zamknieta
k-forma w G jest dokladna.

Dowdd. Ze wzgledu na symetrie wypowiedzi wystarczy pokaza¢ wynikanie w prawo. Ustalmy k-
forme zamknieta w w G. Wtedy ¢*w jest k-forma zamknieta w D, bo d (p*w) = ¢* dw = 0. Zatem
istnieje taka (k — 1)-forma «, ze da = ¢*w. Polozmy 5 = (cpfl)*a. Jest to (k —1)-forma w G.

Mamy dj3 = d ((gp‘l)* a) = (90_1)* da = (90_1)* (P*w) = w. 0

Twierdzenie 19. Niech D C R" bedzie obszarem C2-dyfeomorficznym z obszarem gwiazdzistym
(wzgledem jakiego§ swojego punktu). Niech k& > 1. Wtedy kazda zamknieta k-forma w D jest
doktadna.

Dowéd. Niech ¢ : D — G bedzie C2—~dyfeom0rﬁzmem na obszar G gwiazdzisty wzgledem a € G.
Niech7: @3>z 2 zx—a € G :=G—a Wtedy ¢ = 7o $ jest C?>-dyfeomorfizmem na obszar
gwiazdzisty wzgledem 0, co konczy dowdd. O

Uwaga. Dla n < 2 mamy pelna charakteryzacje obszaréw C2?-dyfeomorficznych z obszarem gwiaz-
dzistym. Sa to obszary jednospojne.
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