Matematyka Dyskretna, ekstremalna teoria grafow Maciej Mikotajczak

Definicja. Dla grafu H i liczby naturalnej n definiujemy ex(n, H) jako najwieksza taka liczbe, ze n-
wierzchotkowy graf o tylu krawedziach nie zawiera H jako podgrafu. Graf G nazywamy ekstremalnym dla
(n,H), jesli |V(G)| = n, |[E(G)| = ex(n, H) oraz H ¢ G.

Definicja. Dla n € Ny,r € Ny graf Turdna T'(n,r — 1) to n-wierzchotkowy, pelny graf (r — 1)-dzielny,
w ktorym wszystkie czesci podzialu maja tyle samo wierzchotkéw (na ile to mozliwe — mozliwe rozmiary
czesel podziatu to dwie liczby rozniace sie o 1). Dla n < r — 1 graf Turana to po prostu klika. Definiujemy
t(n,r —1) = |E(T(n,r — 1))|.

Twierdzenie (Turan, 1941; indukcyjnie). Dla kazdego n € Ny, r € N graf T'(n,r — 1) jest jedynym grafem
ekstremalnym dla (n, K,.).

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje po n. Niech G bedzie grafem ekstremalnym dla (n, K.). Dlan < r—1 taki
graf to klika, czyli baza dziala. Dalej rozwazamy n > r. G jest maksymalny krawedziowo, wiec K,_1 C G, bo
inaczej mozna by dodawaé krawedzie i zanim pojawiloby sie K., pojawiloby sie K,._;. Niech K bedzie pewna
(r—1)-klika w G' i niech G’ = G-V (K). Z zalozenia indukcyjnego G’ ma co najwyzej t(n—r+1,r—1) krawedzi
(bo nie ma K.). Jednoczesnie kazdy wierzchotek w G’ ma co najwyzej r—2 sasiadow w K, bo gdyby jaki$ miat
wigcej, to wraz z K stworzyltby r-klike. Zatem mamy |E(G)| < t(n—r+1,7r—1)+(n—r+1)(r—2)+(";") =
t(n,r — 1), gdzie ostatnia rownos$¢ wynika z tego, ze mozna wzia¢ T'(n — r + 1,7 — 1) i do kazdej z jego
sktadowych dotozy¢ wierzchotlek, a potem polaczy¢ kazdy niedolozony wierzchotek ze wszystkimi dotozonymi
z innych sktadowych i na koniec polaczyé¢ wszystkie dolozone wierzcholki. G jest ekstremalny, wiec musi by¢
|E(G)| = t(n,r — 1), bo graf Turana jest przyktadem, ze da sie osiagna¢ taka liczbe.

Niech {1,...,2,-1} beda wierzcholkami K. W rodzinie {V;};c(._;; niech V; = {v € V(G) : vz; ¢ E(G)}.
W udowodnionej w poprzednim paragrafie nier6wnosci zachodzi rownosé, wiec kazdy wierzchotek G’ ma
doktadnie r — 2 sasiadéw w K, czyli jednego niesasiada. Zatem {Vi}ie[r—l] jest podziatem wierzchotkow G
(zauwazmy, ze x; € V;). Wszystkie elementy V; sa polaczone ze wszystkimi wierzchotkami K poza z;, a
wiec gdyby dwa wierzchotki z V; byly ze soba polaczone, to wraz z K — x; daja r-klike — sprzecznosé, wiec
kazdy V; jest zbiorem niezaleznym (bez krawedzi miedzy wierzchotkami). Zatem rodzina {V;} iepr—1) Swiadczy
o tym, ze G jest (r — 1)-dzielny. Jest pelny, bo inaczej mozna dodaé¢ wiecej krawedzi, a rozmiary zbiorow
niezaleznych sa takie same, bo to maksymalizuje liczbe krawedzi (latwo pokazaé, ze przyblizanie do siebie
rozmiaréw zbioréow zwicksza liczbe krawedzi pomiedzy). ]

Twierdzenie (Turan, 1941; duplikowanie wierzchotkéw). Dla kazdego n € Ny, r € Ny graf T'(n,r — 1) jest
jedynym grafem ekstremalnym dla (n, K.).

Dowdd. Niech G bedzie grafem ekstremalnym dla (n, K.). Zauwazmy, ze wystarczy pokazaé, ze G jest multi-
dzielny (k-dzielny i pelny dla pewnego k), bo wtedy bedzie k < r —1, bo inaczej mozna wzia¢ po wierzchotku
z kazdego zbioru niezaleznego i stworzyé¢ klike, a réwnos$é bedzie osiagnieta rozdzielajac zbiory niezalezne
i dodajac krawedzie miedzy nimi (w ten sposob zwiekszajac liczbe krawedzi). Majac graf (r — 1)-dzielny
widzimy, ze musi mie¢ zbiory niezalezne réwnej wielkosci, by zmaksymalizowaé liczbe krawedzi.

Zalézmy nie wprost, ze G nie jest multidzielny. Wtedy beda istnialy wierzcholki x, y1, yo takie, ze zy1, zys ¢
E(G) oraz y1y2 € E(G) (w grafie multidzielnym nie bycie przylegltym jest relacja rownowaznosci, ktorej
klasami sa elementy podzialu na zbiory niezalezne). Jesli degy(y1) > degeq(z), to mozna usunaé x i zdu-
plikowaé¢ y; (doda¢ nowy wierzchotek o tych samych sasiadach). Tak powstaly graf G’ ma wiecej krawedzi
niz G (dodaliémy wiecej niz usunelismy) i dalej nie ma r-kliki jako podgrafu, bo gdyby mial, to zawierajaca
kopie y1 i nie y; (bo one nie sasiaduja), wiec mozna zamieni¢ kopie y; na wtasciwe y; i otrzymaé¢ K, w G
— sprzeczno$é. Podobnie postepujemy, gdy dege(y2) > degq(z). Dalej zakladamy, ze degy(y1) < degq ()
oraz degq(y2) < degq(x). Teraz usuwamy y; oraz yo i duplikujemy = dwa razy. Otrzymany graf G’ ma
wiecej krawedzi niz G (usunelismy degq(y1) + degea(y2) — 1, bo istnieje krawedZ y1y2). Ponownie K, nie
jest podgrafem G’, bo taka klika moze uzywaé co najwyze]j jednego ze zduplikowanych wierzchotkow, mozna
zamienié¢ ze zwyklym z i dosta¢ klike w G. WykazaliSmy sprzeczno$é¢ z tym, ze G nie jest multidzielny, a
wiec jest i koniczymy dowod. |

Twierdzenie (Erdds-Stone, 1946). Dla kazdego r € Ny, s € Ny 1 dla kazdego rzeczywistego € > 0 istnieje
takie ng € N, ze dla kazdego n > ng jesli w n-wierzchotkowym grafie G zachodzi |E)G| > t(n,r — 1) +en?, to
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K? C G, gdzie K jest grafem skladajacym sie z r zbioréw niezaleznych mocy s, pomiedzy ktérymi wszystkie
wierzchotki sa potaczone.

Twierdzenie. Dla kazdego grafu H o co najmniej jednej krawedzi zachodzi

lim ex(n, H) _ X(H) -2
n— 00 (g) x(H) — 1

Dowdd. Ustalmy graf H iniech r = x(H). H nie jest (r — 1)-dzielny, a wiec H € T'(n,r — 1) (bo kazdy jego
podgraf mozna podzieli¢ na te same sktadowe, co caty graf) i t(n,r — 1) < ex(n, H). Jednoczesnie H C K?
dla odpowiednio duzego s (kazdy z r koloréw jest zbiorem niezaleznym, wybieramy sobie kolorowanie i
odpowiednie krawedzie miedzy zbiorami niezaleznymi z K?). Z twierdzenia Erdgsa-Stone’a dla kazdego e
istnieje na tyle duze n, ze ex(n, H) < ex(n, K2) < t(n,r — 1) + en?. Zatem mamy nieréownosé

tin,r—1)  ex(n,H)
G 0

2r=2
r—1

t(n,r — 1) + en?
n
(2)
(z kazdego z n wierzchotkow wychodza krawedzie do r — 2 grup,

t -1 -2
kazda po okoto - wierzchotkow), a wigc lim (m, 7 ) —_ . Po skorzystaniu z twierdzenia o trzech
’ S N

IN

Zauwazmy teraz, ze t(n,r — 1) = %n

ciggach mamy wiec
ex(n,H) x(H)-2

;) x@#E-U

Twierdzenie. Niech G bedzie grafem. Dla kazdego r € Ny jesli d(G) > 2772 to K, < G.

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje po r. Przypadki r = 1,2 to graf z jednym wierzchotkiem i graf z jedna
krawedzig i dzialaja. Rozwazmy r > 3 i niech H < G bedzie minimalnym minorem G takim, ze d(H) > 272,
czyli kazdy wlasciwy minor T < H ma d(T) < 2"~2. H jest niepusty, z minimalnosci nie ma wierzchotkéw
izolowanych. Niech x € V(H). Dla kazdego y € Ng(x) wspolnych sasiadow z i y jest co najmniej 273, bo

inaczej mozna skontraktowa¢ krawedz xy i stworzy¢ mniejszy minor o d(H/zy) = ﬁkf(%/fyy))“ > 2'?&7%]31_2 >
d(H). Zatem 6(H[Ng(x)]) > 2773 iz indukcji K,_1 < H. Dolaczajac z do tej kliki mamy K,. < G, co koriczy
dowod. |

Definicja. Talia grafu G, oznaczana girth(G), nazywamy dlugosé najmniejszego cyklu w G.

Twierdzenie (Thomassen, 1983). Istnieje funkcja f taka, ze dla kazdego grafu G i r € Ny jesli 6(G) > 3 i
girth(G) > f(r), to K, < G.

Dowdd. Zatézmy, ze G jest spojny, bo minor bedacy klika i tak zawsze jest zawarty w jednej sktadowej. Niech
d,k € Nid > 3. Pokazemy, ze jesli 6(G) > d oraz girth(G) > 8k + 3, to G ma minor H o §(H) > d(d — 1)*.
Niech X C V(G) bedzie maksymalnym zbiorem takim, ze V, ,/cx dist(z,2') > 2k, czyli odlegtos¢ miedzy
tymi punktami jest wieksza niz 2k. Puszczamy BFSa ze wszystk;iéch wierzchotkéw X jednoczesnie. Dostajemy
rodzine drzew ukorzenionych w wierzchotkach X o minimalnej gltebokosci k (bo dopiero po tej odleglosci
rozne drzewa moga zaczaé sie spotyka¢) i maksymalnej 2k (inaczej bardziej odlegle wierzcholtki powinny
by¢ w X). Zauwazmy, ze grafy indukowane na tych drzewach sa drzewami, bo inaczej powstalby cykl na co
najwyzej 4k + 1 krawedziach.

Kazde dwa z tych drzew taczy co najwyzej jedna krawedz, bo inaczej powstatby cykl dltugosci co najwyzej
8k + 2 (krawedzie pomiedzy, po 2k na dojscie do korzenia i z powrotem). Zauwazmy, ze kazde z tych drzew
na poziomie k ma d(d — 1)¥~1 wierzchotkéw (korzen ma co najmniej d dzieci, kazdy kolejny co najmniej
d — 1, zaden sasiad nie zostaje zablokowany przez innej drzewa, bo jeszcze nie moga sie spotkac). Kazdy z
tych wierzchotkéw ma swoje poddrzewo, z ktorego lisci (przynajmniej jednego liscia) wychodza krawedzie do
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pozostalych drzew i jest ich co najmniej d — 1. Kazda z tych krawedzi idzie do innego drzewa, a wiec biorac
drzewa BFS jako branch-sety dostajemy minor H o minimalnym stopniu co najmniej d(d — 1)*.

Niech f(r) = 8(r — 2 —log 3) + 3. Z poprzednich dwoch paragraféow mamy, ze H ma minimalny stopieri co
najmniej 3 - 277271983 = 272 3 wiec K, < H < G. ]
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