Matematyka Dyskretna, Grafy Maciej Mikotajczak

Twierdzenie (Helly). Niech T bedzie drzewem a T dowolna rodzina jego poddrzew. Dla dowolnego k € N;
rodzina T zawiera k roztacznych wierzchotkowo drzew albo istnieje zbidr co najwyzej k — 1 wierzchotkow T
przecinajacy niepusto kazde drzewo w 7.

Dowdd. Ukorzeniamy drzewo T' i wybieramy drzewo z 7 z najnizej polozonym korzeniem. Wybieramy ten
korzen i pozbywamy sie wszystkich drzew, do ktérych on nalezal. Kontynuujemy — jesli wybierzemy k wierz-
chotkoéw, to drzewa w nich ukorzenione byty roztaczne (bo wybieraliSmy najnizsze korzenie), a jesli wezesniej
skonicza sie nam drzewa, to mamy zbiér co najwyzej k — 1 wierzchotkéw, z ktérym kazde drzewo tnie sie
niepusto. |

Twierdzenie. Niech n € N; iniech A4,..., A, beda parami réznymi podzbiorami [n]. Istnieje x € [n] takie,
ze Ay \{z},..., A, \ {z} sa parami rézne.

Dowdd. Robimy graf na tych zbiorach, krawedz, jesli r6znia sie jednym elementem. Zakladamy nie wprost,
ze teza jest falszywa, czyli ten graf ma n krawedzi. Jest co najmniej tyle krawedzi, co wierzchotkow, wiec jest
cykl (dowdd indukeyjny: jak istnieje wierzcholek stopnia 1, to go usuwamy i indukcyjnie, jak wszystkie maja
wiekszy, to mozna i$¢ zaczynajac z dowolnego, w koncu sie zapetlimy). Cykl daje sprzecznosé, bo znaczy,
ze sa dwa zbiory, ktére rézni pewien element x, ale mozna uzyska¢ jeden z drugiego dodajac i usuwajac
elementy inne niz x. |

Twierdzenie. Dowolne dwie najdtuzsze Sciezki w spojnym grafie G maja niepuste przeciecie.

Dowdd. Gdyby byty niepolaczone, to ze spojnosci istnieje miedzy nimi Sciezka. Bierzemy ta $ciezke i na
kazdym jej konicu doktadamy dtuzsza potowe kazdej z najdtuzszych Sciezek. Daje nam to Sciezke dtuzsza od
najdluzszej — sprzecznosé. |

Twierdzenie. Kazdy spojny graf G zawiera $ciezke dlugosci co najmniej min{26(G), |V (G)| — 1}.

Dowdd. Zalézmy, ze dla najdtuzszej $ciezki x1x2 . . . ) zachodzi k < min{26(G), |V (G)|—1}. Wszyscy sasiedzi
21, Zk na niej leza (inaczej mozna wydtuzyd). k < 20(G), wiec z co najmniej 6(G) sasiadéw x1 1 co najmniej
§(G) takich ;4 1, ze x; jest sgsiadem zy jeden sie powtarza i jest sytuacja jak na rysunku. k < |[V(G)| —
1, wiec istnieje wierzcholek y nielezacy na Sciezce, ktory ze spojnosci G jest z nia polaczony w pewnym
wierzchotku z;. Sciezka Yoo Lj .. ZiZp ... Tig1Z1 ... ;-1 (lub analogiczna , jesli x; lezy za x;41) jest dluzsza
niz najdluzsza sciezka — sprzecznosé.

Strona 1/2



Matematyka Dyskretna, Grafy Maciej Mikotajczak

Twierdzenie (Bondy-Chvatal; 1976). Niech u, v bedzie para niesasiadujacych wierzchotkow w G, speliajaca
nieré6wnosé¢ deg(u) + deg(v) > n. Wtedy zachodzi:

Graf G jest hamiltonowski <= Graf G + uv jest hamiltonowski.

Dowdd. Strona ( = ) jest oczywista — w wiekszym grafie istnieje ten sam cykl Hamiltona. Dla dowodu
( <= ) bierzemy cykl Hamiltona i zaktadamy, ze uv do niego nalezy (inaczej cykl istnieje tez w mniejszym
grafie). Na Sciezce u ~» v musi istnie¢ sytuacja jak na rysunku, bo sasiadow v i wierzchotkow poprzedzajacych
sgsiada v jest na niej wiecej niz wierzchotkéw w grafie. Mamy cykl Hamiltona w. .. x;v ... 2,4 1u.

Twierdzenie (Posa; 1962). Niech G bedzie grafem o n € N3 wierzchotkach i niech d; < ... < d,, bedzie
ciagiem stopni G. Jesli dla kazdego i takiego, ze 1 < i < § mamy d; > i+ 1, to G ma cykl Hamiltona.

Dowdd. 7 twierdzenia Bondy’ego-Chvatala mozemy dodaé¢ wszystkie krawedzie miedzy wierzchotkami o in-

deksach i > % nie zmieniajac hamiltonowskosci grafu. Nastepnie dzialamy indukcyjnie: jesli w grafie sa

wszystkie krawedzie miedzy wierzchotkami v;y1,...,v,, to kazdy z nich na stopien co najmniej n — j — 1,
a ze d; > j+ 1, to mozna dodaé¢ wszystkie krawedzie migdzy v; a dalszymi wierzchotkami. W ten sposéb
otrzymujemy klike, a ona ma cykl Hamiltona, wiec w oryginalnym grafie tez byt cykl Hamiltona. |

Twierdzenie. Kazdy graf G ma podgraf dwudzielny H taki, ze |E(H)| > %|E(G)\

Dowdd. Bierzemy dowolny graf dwudzielny H C G z V(H) = V(G). Jesli degy (v) < 3 deg(v), to przesu-
wamy go do drugiej grupy wierzchotkdéw. Proces sie zatrzyma, bo stopnie wierzchotkow w H rosng. Osta-
tecznie V,ev(m) degy(v) > 4 degg(v), a wiee |[E(H)| > 1| E(G)|. [ |

Twierdzenie. Kazdy zawierajacy jakas krawedz graf G ma podgraf H taki, ze 20(H) > d(H) > d(G).

Dowdd. Zaczynamy od Hy = G i konstrukeja indukeyjna. Jesli 26(H;) < d(H;), to usuwamy wierzcholtek
o minimalnym stopniu, tworzac H; ;. Wtedy d(H;4+1) > d(H;). Pod koniec procesu graf H niepusty, bo
d(0) = 0 < d(G), zatem nie ma juz wierzcholkéw do usuwania i 26(H) > d(H) > d(G). [ ]

Twierdzenie. Kazdy graf G z d(G) > 4k ma podgraf dwudzielny H taki, ze 6(H) > k.

Dowdd. W grafie o d(G) > 4k istnieje podgraf D taki, ze 20(D) > 4k, a z 6(D) > 2k istnieje jego podgraf
dwudzielny H z co najmniej polows jego krawedzi, czyli 6(H) > k. |
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