Matematyka Dyskretna, teoria graféow — kolorowania Maciej Mikotajczak

Definicja. Kolorowanie wierzchotkowe grafu G to funkcja ¢ : V(G) — S dla pewnego zbioru S. Jesli
VuveE(a) c(u) # ¢(v), to kolorowanie nazywamy wlasciwym. Jesli |S| <k, to ¢ nazywamy k-kolorowaniem.

Definicja. Liczba chromatyczna grafu G oznaczana x(G) to najmniejsza taka liczba k, Ze istnieje k-
kolorowanie grafu G.

Twierdzenie. W grafie G zachodzi x(G) < A(G) + 1.

Dowdd. Przedstawimy algorytm kolorowania nazywany First-Fit. Rozwazmy dowolny porzadek liniowy na

wierzchotkach v, ..., v,. Kolorujemy je w kolejnosci tego porzadku, definiujemy kolorowanie
c(v;)) = min{k € Ny : k ¢ ¢(Ng(v;) N {vy,...,vi1})}. Kazdy wierzchotek ma co najwyzej A(G) sasiadow,
wiec tyle kolorow moze byé zajetych. |

Definicja. Liczba kolorujaca grafu G oznaczana col(G) to najmniejsza taka liczba k, ze istnieje porzadek
liniowy vy, ...,v, na wierzchotkach G taki, ze Ve, |Ng(vi) N {v1,...,v;-1}| < k. Zachlanny algorytm
kolorujacy dla takiego porzadku dowodzi, ze x(G) < col(G).

Twierdzenie. Wartos¢ col(G) dla grafu G wynosi max {§(H) : H C G} + 1.

Dowdd. (<) Ustawiamy wierzcholki od konca: niech v,, bedzie wierzchotkiem o minimalnym stopniu w G, v;
definiujemy jako wierzchotek o minimalnym stopniu w G — {v; 41, ..., v, }. Mamy |Ng(v;) N {v1,..., 0,1} =
(G —{vit1,---,vn}) <max{§(H) : H C G}, co koniczy dowdd.

(>) Wybierzmy Hy C G taki, ze 6(Hp) = max {0(H) : H C G}. Dla kazdego liniowego porzadku vy, ..., v,
istnieje pewien wierzcholek v;, ktory jest ostatnim w tym porzadku wierzchotkiem Hy.
Mamy |Ng(vj) N{v1,...,vj-1}| > 6(Ho) = max {6(H) : H C G}, co konczy dowod. |

Twierdzenie (Brooks, 1941). Dla spojnego grafu G, ktory nie jest klika ani nieparzystym cyklem, zachodzi
X(G) < A(G).

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze teza nie zachodzi i rozwazmy minimalny na liczbe wierzchotkéw kontrprzy-
klad G. Oznaczmy A = A(G). G jest A-regularny, bo gdyby istnial wierzcholek o mniejszym stopniu, to po
usunieciu go mieliby$my mniejszy kontrprzyktad (inaczej mozna pokolorowa¢ mniejszy graf i usuniety wierz-
chotek tez, bo ma odpowiednio maly stopieni). Jesli A = 1, to G = K», co jest zabronione przez zalozenia
twierdzenia. Jesli A = 2, to G jest parzystym cyklem (bo nieparzysty jest zabroniony przez zalozenia), czyli
jest dwudzielny. Dalej zaktadamy, ze A > 3. Pokazemy, ze G jest A-kolorowalny.

Z tego, ze G jest spojny i nie jest klikg wynika, ze istnieja wierzchotki vy, va, v3 takie, ze v1va, vov3 € E(G) i
vivs ¢ E(g). Rzeczywiscie, gdyby kazdy wierzchotek v sasiadowal ze wszystkimi sasiadami swoich sasiadow,
to ze spdjnosci dla dowolnych wierzchotkdéw v, w istnieje $ciezka vrizs ... w. x1 jest sasiadem v, a x5 jest
sasiadem 1, wiec xy jest sasiadem v, kontynuujac indukcyjnie takie rozumowanie dochodzimy do tego, ze w
jest sasiadem v. Wobec ich dowolnosci graf jest klika i sprzecznosé.

Niech P = vyvavs . .. vg bedzie najdtuzsza Sciezka zaczynajaca sie od wezesniej zdefiniowanych wierzchotkow
v1, U2, v3. Wszyscy sasiedzi vg na niej leza, bo inaczej mozna by ja wydtuzyé. Najpierw rozwazmy przypadek,
w ktorym ta Sciezka zawiera wszystkie wierzcholki w grafie. Niech j = max {i € [k] : vov; € E(G)}. Z A >3
jest j > 4. Kolorujemy wierzchotki algorytmem First-Fit w nastepujacej kolejnosci:

e vy, v3 dostaja ten sam kolor

® vy,...,v;_1, kazdy ma niepokolorowanego sasiada (nastepny na $ciezce), wigc uzywamy co najwyzej
A kolorow
® vy,...,v;, niepokolorowanym sgsiadem jest poprzedni na &ciezce, dla v; jest vy

e vy ma pokolorowanych wszystkich sasiadow, ale vy, vs sa tego samego koloru

Mamy wiec kolorowanie co najwyzej A kolorami.
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U2
V1 U3 (3 Vk

Teraz zatozmy, ze V(P) C V(G). Niech j = min {i € [k] : v;up € E(G)} (mamy j > 1, definicja dobra, bo
kazdy sasiad vy, jest na Sciezce) oraz £ = max {z €{Js-- -k} Juev@)\fv;....on} Wi € E(G)} (definicja dobra,
bo jesli j = 1, to istnieje wierzcholek poza $ciezka, a graf jest spdjny, dla pozostatych j istnieje krawedz
vjvj_1; £ < k z definicji j)

Niech C' = v; ... vxv; bedzie cyklem. Kolorujemy V(G)\V (C) — mozemy, bo G minimalnym kontrprzyktadem.
Nastepnie kolorujemy First-Fitem:

e vy na ten sam kolor, co u

® Usyo... UV ... (jesli £+1 =k, to po prostu zaczynamy od v;), kazdy ma niepokolorowanego sasiada
(nastepny na cyklu), v, ma u i vg41 tego samego koloru

Mamy wiec kolorowanie co najwyzej A kolorami, co ostatecznie koniczy dowdd.

u

V2
U1 V3 v; Vy Vk

[ |
Definicja. Liczba klikowa grafu G oznaczana w(G) to maksymalny rozmiar kliki w G. Zachodzi w(G) <
X(@G), bo kliki nie da sie pokolorowa¢ mniejsza iloscia koloréow niz jej wielkosé.

Twierdzenie (konstrukcja Zykova). Niech rodzina grafow {G,}, -, bedzie zadana w nastepujacy sposob:
G1 jest jednowierzchotkowym grafem, G; 1 definiujemy rekurencyjnie: bierzemy wszystkie grafy Gy, ..., G; i
ktadziemy obok siebie, dla kazdego ciagu wierzchotkow (vy,...,v;) € G1X...xG; tworzymy nowy wierzchotek
z krawedziami do doktadnie tych wierzchotkow. W tak zadanej rodzinie zachodzi V,, w(G,) = 2, x(G,) > n.

Dowdd. Przeprowadzimy dowod indukeyjny. Baza jest oczywista. Gdyby G;41 mial trojkat, to musialtby on
zawiera¢ wierzchotki z r6znych mniejszych grafow lub nowododane wierzchotki, ale w obu tych grupach nie
ma krawedzi pomiedzy wierzchotkami. Niech ¢ bedzie kolorowaniem G; 1. Dla kazdego j € [i —1] kopia grafu
G j+1 zawiera o jeden kolor wiecej niz kopia G, a wiec z kazdej kolejnej z tych kopii mozna wziaé¢ wierzchotek

z niewzietym wezesniej kolorem, uzyskujac ciag (v1, .. ., v;) wierzchotkéow, kazdy w innym kolorze. Zatem do
pokolorowania nowoutworzonego wierzchotka sasiadujacego z tym zbiorem wierzchotkéw potrzebny jest nowy
kolor, co daje x(Git1) > i+ 1. |

Twierdzenie (konstrukcja Tutte’a). Niech rodzina grafow {G},~, bedzie zadana w nastepujacy sposob:
G1 jest jednowierzchotkowym grafem, G;y; definiujemy rekurencyjnie: bierzemy zbioér wierzchotkéw I o
[I| =i(k —1) + 1, gdzie k = |V(G;)|. Dla kazdego X C I : |X| = k dodajemy nad I graf Gx = G; i pewne
skojarzenie doskonate taczace Gx z X. W tak zadanej rodzinie zachodzi V,, w(G,,) = 2, x(Gy) > n.
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Dowdd. Przeprowadzimy dowod indukceyjny. Baza jest oczywista. Gdyby G;11 mial trojkat, to musiaty by by¢é
w nim 2 wierzchotki z I lub 2 z graféw Gx — one jednak sa niepolaczone. Zat6zmy, ze ¢ jest i-kolorowaniem
Gi+1. Z zasady szufladkowej istnieje zbior k wierzchotkéw X o jednym kolorze, jego graf Gx jest pokolorowany
bez tego koloru, wiec i — 1 kolorami, co daje sprzecznos¢ z definicja Gx. Zatem x(Git1) > i+ 1. |

Twierdzenie (grafy przesunieciowe; Erdés-Hajnal). Niech rodzina grafow {G,}, -, bedzie zadana w naste-
pujacy sposob: V(G,,) = {(i,7) : 1 <i < j <n}, (ij)(kl) € E(G,) < j = kVi=/{ (przedzialy o koncach
w liczbach naturalnych, ktore sa takie, ze jeden sie zaczyna, a drugi koniczy). W tak zadanej rodzinie zachodzi
Vi w(Gy) =2,x(Gy) > [logn].

Dowdd. Dla potaczonych krawedzia (4, j), (k, £) zalozmy bez straty ogélnosci, ze j = k. Wtedy jesli (d, t)(i, ) €
G, to albo t = i, albo d = j = k, i w obu przypadkach nie ma krawedzi (d, t)(k, £). Zatem G,, nie ma trojka-
tow. Wezmy kolorowanie ¢ : V(G,,) — [k] idla kazdego i € [n] zdefiniujmy zbiory x; = {¢(ij) : j € {i+1,...,n}}.
Mamy i # j = z; # x;, bo jesli ¢(ij) = «, to x; nie moze zawiera¢ koloru a (poprawnosé¢ kolorowania),
a x; go zawiera. Zatem n < 2%, czyli k > [logn]. |

Twierdzenie (uogélnione grafy przesuniciowe; Erdés-Hajnal). Niech rodzina grafow {Gn,k}, -, bedzie
zadana w nastepujacy sposob: V(G,,) = ([Z]), dwie k-krotki {z1 < ... <z}, {y1 <...<yx} sa polaczone
krawedzia, jesli o = y1,...,2% = Ygp—1 lub ya = x1,...,yx = Tr_1 (przesuniecie o jeden element). W tak

zadanej rodzinie zachodzi V,, w(Gp k) = 2, X(Gn i) > [logk n—‘

Dowdd. Biorac dwie k-krotki potaczone krawedzia widzimy, ze zaden inny sasiad jednej nie moze by¢ sasiadem
drugiej, zatem nie ma tréjkatow. Dowod drugiej wlasnosci przeprowadzimy indukeyjnie, baza sa standardowe
grafy przesunieciowe. Niech ¢ : V(G 1) — [r] bedzie poprawnym kolorowaniem. Dla kazdej (k — 1)-krotki
1 < ... < Tp_1 € (k[f]l) definiujemy zbior ¢'(z1 ... x5—1) = {d(x1, ..., k1, 2x) : 7 € {Tp—_1+1,...,n}}.
Pokazemy, ze ¢’ jest poprawnym kolorowaniem G, ;—1. Wezmy dowolne (k — 1)-krotki potaczone krawedzia
{a1 <...<ag_1}ifae <...<ap}. Mamy ¢(aq,...,ax) € ¢'(a1,...,a5-1) i p(a1,...,ax) ¢ ¢'(az,...,ax),
bo inaczej dwa sasiadujace wierzcholki bylyby tak samo pokolorowane. Mamy zatem 2" > x(Gpr—1) >

[logk_1 n—‘, czylir > {logk n—‘ |

Definicja. Graf G nazywamy doskonatym, jesli Vic, ¢ w(H) = x(H).

Definicja. Graf G nazywamy przedzialowym, jesli istnieje funkcja f : V(G) — I, gdzie I jest pewna
rodzing przedzialow w R oraz spetnione jest V¥, yev(q) uv € E(G) <= f(u) N f(v) # 0 (krawedZ oznacza
przecinanie).

Twierdzenie. Grafy przedziatowe sa doskonate.

Dowdd. Dla grafu przedzialowego G kazdy graf H Cinq G tez jest przedziatowy. Wystarczy wiec pokazaé
w(G) = x(G). Ustawmy przedzialy w kolejnosci rosnacych lewych krancow i kolorujmy First-Fit. Jesli dla
pewnego przedzialu w(G) kolorow bedzie zajetych, to mamy w(G) przedzialow zawierajacych lewy kraniec
aktualnie rozwazanego przedziatu i jeszcze ten przedzial, czyli (w(G) + 1)-klike. Sprzecznosé. ]

Definicja. Graf G nazywamy grafem poréwnywalnosci, jesli istnieje poset P taki, ze uv € E(G) < {u,v}
jest tanicuchem w P (krawedz oznacza poréwnywalnos$é). Analogicznie definiujemy graf nieporownywalnosci
— wtedy krawedz oznacza, ze elementy sa nieporéwnywalne.

Twierdzenie. Grafy poréwnywalnosci i nieporéwnywalnosci sa doskonale.

Dowdd. W grafie porownywalnosci klika odpowiada taricuchowi, a kolorowanie pokryciu antytaricuchami.
Twierdzenie dualne do twierdzenia Dilwortha mowi, ze najwieksza dlugosé tancucha (w(G)) jest rowna
najmniejszemu pokryciu antytaincuchami (x(G)). W grafie nieporéwnywalnosci analogiczna wlasnosé daje
twierdzenie Dilwortha. |

Twierdzenie (Lovasz, 1972; Weak Perfect Graph Conjecture). Niech G bedzie grafem. G jest doskonaly
<= (@ jest doskonaly.
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Twierdzenie (Robertson-Seymour-Thomas-Chudnovsky, 2002; Strong Perfect Graph Conjecture). Graf G
jest doskonaly wtedy i tylko wtedy, gdy G ani G nie zawieraja nieparzystego cyklu jako podgrafu indukowa-
nego.

Definicja. Dla grafow G, H moéwimy, ze G jest H-wolny, jesli nie zawiera H jako podgrafu indukowanego.

Definicja. Kografy to grafy zdefiniowane w nastepujacy sposob: pojedynczy wierzchotek jest kografem, jesli
G1,G4 to kografy, to G1 U G4 (grafy polaczone w jeden bez krawedzi pomiedzy) i G1 < G (dwa grafy z
dodanymi wszystkimi krawedziami pomiedzy nimi) sa kografami i nic innego nie jest kografem.

Twierdzenie. Graf G jest kografem wtedy i tylko wtedy, gdy jest P,-wolny.

Dowdd. ( = ) Indukcja po konstrukeji kografow. Baza dziata, jesli G1, G2 sa kografami P;-wolnymi, to
G1 U Gy jest Py-wolny i G <1 Go tez (Py musi mie¢ wierzcholki z obu grafow Gi,Ga, ale wierzchotki z
roznych grafow sa polaczone, wiec nie moze istnie¢ indukowane Py).

( <= ) Rozwazamy Ps-wolny graf G. Jesli G jest kilka, to jest kografem (mozna dokladaé kolejne wierzchotki
do pojedynczego operacja ). Jesli G nie jest spojny, to mozna rozwazyé jego spojne sktadowe osobno i potem
je ztaczyé operacja L. Dalej zaktadamy, ze G jest spdjny i nie jest klikg.

Zbior wierzchotkow X jest separatorem G, jesli G — X nie jest spojny. G nie jest klika, a wiec ma separator
(istnieja 2 wierzcholki bez krawedzi, mozna usuna¢ pozostale). Niech X bedzie minimalnym separatorem.
Pokazemy, ze G = G[X] < (G — X). Wtedy te grafy beda Ps-wolne, wiec indukcyjnie beda kografami i G
bedzie kografem.

Zalézmy nie wprost, ze dla pewnych z € X i v € V(G — X) nie ma krawedzi zv w G. Separator X jest
minimalny, wiec istnieja wierzcholki u, ¢ takie, ze uxt jest sciezka w G (gdyby X nie zawieral z, to graf bylby
spojny) 1 u jest w tej samej spojnej skltadowej G — X, co v. Na $ciezce v ~» u niech d bedzie pierwszym
takim wierzchotkiem, ze dz ¢ F(G) i nastepny wierzcholek na tej Sciezce k ma krawedz do x. Teraz dkxt jest
indukowanym Py, co daje sprzecznos¢. Zatem miedzy kazdym wierzchotkiem G[X] i G — X istnieje krawedz
i koniczymy dowod. |

Twierdzenie. Kazdy kograf jest doskonaty.

Dowdd. Indukcja po konstrukcji kografow. Dla G = G U Gy jest w(G) = max{w(G1,G2)} 1 x(G) =
max {x(G1), x(G2)}, a dla G = G1 < G2 jest w(G) = w(G1) + w(Gs2) i x(G) = x(G1) + x(G2) |

Definicja. Klase grafow C nazywamy y-ograniczona, jesli istnieje funkcja f taka, ze Vaee x(G) < f(w(G)).

Twierdzenie (Gyarfas, 1987). Dla kazdego t € Ny klasa grafow Pi-wolnych jest y-ograniczona.

Dowdd. Ustalmy t € N3 (dla t = 1 graf nie ma wierzchotkéw, dla ¢ = 2 graf nie ma krawedzi) i rozwazmy
P;-wolny graf G. Przeprowadzimy indukcje po w(G) — pokazemy, ze f(w) = (t — 1)1 dziala. Dla w(G) =1
jest x(G) = 1. Niech w = w(G) > 2. Zauwazmy, ze dla dowolnego wierzchotka v jest w(G[Ng(v)]) <w—1, bo
gdyby istniata wieksza klika, to mozna dotaczy¢ wierzchotek v, tworzac klike wieksza od w. Zatem z indukcji
jest x(G[Ng(v)]) < f(w—1).

Zalozmy, ze G jest spojny (inaczej wystarczy rozwazy¢ jego sktadowa $wiadczaca o x(G)) i nie wprost
X(G) > f(w). Ustalmy wierzcholek v; € G. W grafie G — Ng[v1] istnieje spojna skladowa Gy taka, ze
X(G2) > f(w) — (1 + f(w—1)), bo inaczej mozna pokolorowaé¢ N¢(v) na f(w — 1) koloréw z indukeji, v1 daé
nowy kolor, a reszte grafu pokolorowaé¢ taka iloscia innych kolorow, ze razem bedzie ich co najwyzej f(w).
Zauwazmy, ze f(w) — (14 f(w — 1)) > 0, zatem G2 jest niepusta. Ze spojnosci G istnieje taki wierzchotek
vy € Ng(v1), ze jego sasiedztwo w Ga jest niepuste. Mozemy wtedy powtorzy¢ poprzedni krok — wziaé
sktadowa G2 — Ng, (v2) oznaczona Gj taka, ze x(G3) > f(w) — (1+2f(w—1)) (tym razem nie odejmujemy
kolejnej jedynki, bo v juz jest pokolorowane).

Indukcyjnie powtarzamy ten krok, tworzac w koricu wierzchotek v, _o oraz sktadowa Gy_o taka, ze x(Gi—2) >
flw) =1+ (t—3)f(w—1)), co jest dodatnie, wiec jest ona niepusta. Teraz w Gi_2 — Ng, _,(v;—2) istnieje
sktadowa G_1 taka, ze x(Gy—1) > f(w) — (1 + (t — 2)f(w — 1)) > 0, z czego wynika, ze jest niepusta. Ze
spojnosci mamy wierzchotek v; € G;_1, ktory sasiaduje z pewnym v;—1 € Ng,_, (vt—2). Jednak v1vs ... vs_q0;
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jest indukowana Sciezka dlugosci ¢ (indukowana, bo po ustaleniu nastepnika wierzchotka rozwazamy dalej
graf bez jego sasiedztwa). To daje nam sprzecznosé, wiec ostatecznie nie moze by¢ x(G) > f(w). |

Twierdzenie (Asplund-Griinbaum, 1960). Grafy przecie¢ prostokatéow o bokach réwnolegtych do osi uktadu
wspolrzednych sa y-ograniczone.

Dowdd. Pokazemy, ze x(G) < w(Q) - (4w(G) — 3). Dla dowodu zauwazmy, ze krawedzie mozna podzieli¢ na
dwa typy: krzyzowe (w przecieciu nie zawiera sie¢ zaden naroznik) i naroznikowe (jest zawarty co najmniej
jeden naroznik).

Niech G i G5 beda grafami na wierzchotkach G ktére maja odpowiednio tylko krzyzowe i tylko narozni-
kowe krawedzie z G. Mamy x(G) < x(G1)x(Gz2), bo kolorowanie produktowe jest poprawne na obu typach
krawedzi.

Zorientujmy krawedzie G tak, ze krawedz jest w strone prostokata wezszego na osi x. Takie zorientowanie jest
przechodnie (prostokat wezszy na x musi na osi y rozciagaé sie ponizej i powyzej prostokata szerszego, wiec
musi zawiera¢ w sobie fagment przeciecia z tym jeszcze szerszym), a wiec Gy jest grafem poréwnywalnosci i
jest doskonalty. Mamy wiec x(G1) = w(G1) < w(G).

W G kazdy naroznik jest uwiklany w co najwyzej w(Gs) — 1 krawedzi, bo prostokaty zawierajace go tna sie
parami niepusto, a wiec tworza klike. Jesli G zawiera n wierzchotkow, to E(Gz) > % = 2n(w(G2) —
1) bo kazda krawedz jest zwiazana z co najmniej dwoma wierzchotkami (w roznych prostokatach). Zatem
d(G3) < 4(w(Gq9) — 1). Kazdy podgraf G5 rowniez jest grafem naroznikowych przecie¢ prostokatow, a wiec
zachodzi w nim ta sama nieréwnos$¢. Sredni stopien ogranicza stopien minimalny, wiec mamy col(Gy) <
4w(G2) — 3 < 4w(G) — 3. Ostatecznie x(G) < x(G1)x(G2) < w(G) - (4w(G) — 3). |
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