Matematyka Dyskretna, teoria graféow — min/maxy Maciej Mikotajczak

Twierdzenie. Liczba parami nieizomorficznych graféw na n wierzchotkach to ¢, = 2(5)A—o(1),
Dowdd. Mamy ¢, < 2(;), bo tyle jest wszystkich mozliwych zbioréw krawedzi. Mamy tez c¢,, > QELQ,) , bo kazda

klasa izomorficznosci moze mieé¢ co najwyzej n! elementéow (izomorfizm oznacza wlasciwie przepermutowanie

wierzchotkow, z tym ze niektore wierzchotki moga petnié ta sama funkcje). Korzystajac z n! < n™ mamy
1 210gn)
n n

) —nlogn = "2—2(1 -

n

5 , co koriczy dowod. |

logc, > (

Twierdzenie (Lemat o usciskach dloni). W kazdym grafie G zachodzi }_, .y () degg(v) = 2 |E(G)|.

Dowdd. Zliczamy {(v,e) : v € V(G),e € E(G),v € e} —kazdy wierzcholek wystepuje stopien razy, kazda kra-
wedz dwa razy. (]

Definicja. Ciag d = (dy,...,d,) € N” nazywamy ciagiem grafowym, jesli istnieje graf G, w ktorym d jest
ciggiem stopni jego wierzchotkow (dla dowolnego liniowego porzadku na wierzchotkach).

Twierdzenie. Niemalejacy ciag d = (dy,...,d,) € N jest grafowy wtedy i tylko wtedy, gdy ciag d’' =
(dy,...,d,_q) jest grafowy, gdzie
d — d; i<n—dy

¢ dl -1 2 n — dn

Daje to algorytm sprawdzania, czy zadany ciag jest grafowy.

Dowdd. ( = ) Niech wierzcholki vy, ..., v, maja stopnie takie jak elementy d o odpowiednich indeksach.
Rozwazamy v,. Jesli jego sasiedzi to {vp_1,...,0n_q, }, to usuwamy go z grafu, otrzymujac graf opisany
ciagiem d’. W przeciwnym wypadku musza istnie¢ takie indeksy ¢,7 : i < j, ze v;v, € E(G) i vjv, ¢ E(G).
Mamy d; < d;, wiec musi istnie¢ taki indeks k, ze v;vr, ¢ E(G) i vjvy € E(G). Za mieniamy krawedzie —
7 ViUp, VU TObimy v;vk,v;v,, powstaje inny graf o ciggu wierzchotkow d. Powtarzamy takie operacje az
sasiedztwem v, bedzie {vy_1,...,Vn_4, }, wtedy usuwamy ostatni wierzchotek.

( <) Do grafu opisanego d’ dodajemy wierzcholek o stopniu d,, i dotaczamy go do wierzchotkéw o naj-
wiekszych stopniach.

Daje nam to algorytm: ucinamy kolejne wierzchotki i zmniejszamy stopnie, jesli w pewnym momencie si¢ nie
da, to ciag nie jest grafowy, inaczej dochodzimy do ciaggu zerowego i ciag byl grafowy. |

Twierdzenie. Graf G zawiera cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy jest spojny i stopienn kazdego jego
wierzchotka jest parzysty.

Dowdd. ( =) Istnienie cyklu Eulera znaczy, ze pomiedzy kazdymi dwoma wierzchotkami jest spacer, a wiec
graf jest spojny. Do kazdego wierzchotka wchodzimy i wychodzimy z niego po tyle samo razy, wiec stopien
kazdego wierzchotka musi by¢ parzysty.

( <) Zwykle przejscie DFS: zaczynamy z dowolnego wierzchotka v, z kazdego kolejnego wierzchotka mozna
wyj$é, bo po wejsciu "wykorzystalismy" nieparzysta liczbe krawedzi, czyli jakies zostaly. Jedynym wyjatkiem
jest wierzcholek v — w nim sie w koncu zatrzymamy. Jesli nie przeszliSmy wszystkimi krawedziami, to ze
spojnosci istnieje odwiedzony wierzchotek w polaczony z nieodwiedzonymi krawedziami. Zaczynamy w nim
DFSa po tych krawedziach, z tych samych powodoéw skonczymy go w w. Teraz wystarczy dotaczy¢ nowe
krawedzie do poprzedniego przejécia: przy napotkaniu w przechodzimy nowym przej$ciem konczacym sie w
w, potem kontynuujemy poczatkowe przejécie. Taka operacje powtarzamy, az nie bedzie juz nieodwiedzonych
krawedzi. |

Twierdzenie (Dirac). Niech n € N3 i niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem. Jesli kazdy jego wierzchotek
na stopieri co najmniej 3, to w G istnieje cykl Hamiltona.

Dowdd. Zauwazmy, ze G jest spdjny — inaczej mozna go podzieli¢ na co najmniej 2 sktadowe, z ktorych
ktoras ma co najwyzej 5 wierzchotkow, wige te wierzcholki nie moga mie¢ wymaganego stopnia. Rozwazmy
najdtuzsza Sciezke w grafie x1xo ... x. Zauwazmy, ze jesli zoz, € E(G), to jesli na Sciezce leza wszystkie
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wierzchotki grafu, to mamy cykl Hamiltona. W przeciwnym razie istnieje pewien nielezacy na Sciezce wierz-
chotek y, ktéry ze spojnosci jest z nig potaczony w pewnym wierzchotku x;. Sciezka y...x; ... 2xzo ... Tj—1
jest dtuzsza od najdtuzszej — sprzecznosé. Dalej zakladamy, ze zoxy ¢ E(G).

Wszyscy sasiedzi xg,xp leza na najdluzszej Sciezce (inaczej mozna wydluzy¢). Z warunku ze stopniami
wynika, ze z co najmniej 4 sasiadow g i co najmniej T takich x;, ze x; 1 jest sasiadem xp (zoxr ¢
E(G), wiec x;_1 jest dobrze zdefiniowane) jeden sie powtarza i jest sytuacja jak na rysunku (mamy na
takie wierzchotki n — 1 mozliwosci, bo xo nie nalezy do zadnej z tych grup). Jesli na tej $ciezce znajduja
sie wszystkie wierzchotki w grafie, to x;xy ... ;4120 ... x; jest cyklem Hamiltona. Inaczej istnieje pewien
nielezacy na $ciezce wierzcholek y, ktory ze spojnosci jest z nig polaczony w pewnym wierzchotku ;. Sciezka
YooiZj .. TiZ ... Lig1Zo ... Tj—1 (lub analogiczna , jesli z; lezy za x;41) jest dluzsza niz najdluzsza Sciezka
— sprzecznos¢.

Twierdzenie. Graf G jest dwudzielny <= nie ma nieparzystego cyklu jako podgrafu <= nie ma
nieparzystego cyklu jako podgrafu indukowanego.

Dowdd. (1 = 2) Gdyby w grafie dwudzielnym z V(G) = A U B byt cykl nieparzysty, to kolejne jego
wierzchotki sa na zmiane w A i B, jak wybierzemy wierzchotek z A to idac po cyklu skoriczymy go na
wierzchotku z A, ktory jest polaczony z poczatkowym — sprzecznosé.

(2 = 3) Jak nie ma cyklu jako podgrafu, to nie ma tez cyklu jako podgrafu indukowanego.

(3 = 1) Zaktadamy, ze G jest spojny — inaczej mozna rozwazaé osobno spojne sktadowe. Bierzemy jego
drzewo rozpinajace T' i ukorzeniamy je w wierzchotku r. Niech vT'w oznacza Sciezke w drzewie miedzy v i w.
Definiujemy Vy = {v € V(G) : rTv jest parzystej dtugosci} oraz V; = {v € V(G) : rTv jest nieparzystej dlugosci}.
Daje nam to podzial drzewa na kolejne poziomy, wiec w drzewie nie ma krawedzi wewnatrz jednego z tych
zbioréow. Jesli wierzchotki z,y bedace na poziomie tej samej parzystosci taczy niedrzewowa krawedz e, to
yT2Tze jest cyklem nieparzystym, gdzie z to najnizszy wspolny przodek z iy (Sciezki z ~ z 1 2z ~ y sa tej
same] parzystosci). Jesli ten cykl nie jest indukowany, to istnieja w nim dodatkowe krawedzie miedzy wierz-
chotkami. Kazda taka krawedz dzieli cykl na dwa cykle, z czego dokladnie jeden jest nieparzysty. Dla cyklu
nieindukowanego rozwazamy ten mniejszy cykl, powtarzamy to, az dostaniemy cykl indukowany. Istnienie
cyklu indukowanego daje sprzecznosé, a wiec podziat {Vy, Vi } dowodzi, ze graf jest dwudzielny. |

Definicja. Zbior M C E(G) nazywamy skojarzeniem w grafie G, jesli Ve jerr e N f = 0, czyli zadne dwie
krawedzie z M nie maja wspolnego wierzchotka.

Definicja. Zbior U C V(G) nazywamy pokryciem wierzchotkowym w grafie G, jesli Veep(g)Juer u € e,
czyli kazda krawedz w grafie konczy sie wierzchotkiem nalezacym do U.

Definicja. Dla grafu dwudzielnego o podziale {A, B} i skojarzenia M w nim definiujemy $ciezke alternujaca
jako nietrywialng $ciezke zaczynajaca sie w pewnym nieskojarzonym a € A iidaca na zmiane nieskojarzonymi
(z A do B) i skojarzonymi (z B do A) krawedziami. Sciezka alternujaca jest powickszajaca, jesli koiiczy sie
na b € B ib jest nieskojarzony (czyli nie mozna jej wydtuzyé¢). Majac $ciezke powiekszajaca P mozna
zdefiniowa¢ wieksze skojarzenie M’ = M xor E(P) (zamieniamy skojarzone i nieskojarzone krawedzie P,
nieskojarzonych jest o jedna wiecej).
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Twierdzenie (Konig, 1931). Maksymalna licznosé skojarzenia w grafie dwudzielnym jest rowna minimalnej
liczno$¢ pokrycia wierzchotkowego tego grafu.

Dowdd. Niech G bedzie grafem dwudzielnym z V(G) = A U B. Niech v(G) oznacza maksymalna licznosé
skojarzenia, a vc(G) minimalng liczno$é pokrycia wierzchotkowego. Mamy ve(G) > v(G), bo do pokrycia
wierzchotkami kazdej z krawedzi skojarzenia potrzebny jest nowy wierzchotek. Niech M bedzie skojarzeniem o
maksymalnej licznosci. Znajdziemy pokrycie wierzchotkowe wielkosci | M|, tym samym pokazujac, ze ve(G) <
|M| = v(G). Zdefiniujmy zbior wierzchotkow U: dla kazdej krawedzi ab € M o a € A,b € B jedli istnieje
$ciezka alternujaca koriczaca sie w b, to b € U, w przeciwnym wypadku a € U. Mamy |U| = |M|, wystarczy
pokazaé, ze U jest pokryciem wierzchotkowym.

Rozwazmy dowolna krawedz ab € E(G) o a € A,b € B. Jesli ab jest skojarzona, to ktorys jej wierzchotek
musi naleze¢ do U. Zakladamy dalej, ze ab jest nieskojarzona i a ¢ U (inaczej U pokrywa te krawedz). Jesli
a 1 b sg nieskojarzone, to dodanie ab do M zwieksza skojarzenie — sprzeczno$é. Jesli a jest nieskojarzony
i b jest skojarzony, to b € U ($ciezka ab jest alternujaca). Jesli a jest skojarzony z b (wtedy o € U z
a ¢ U iistnieje Sciezka alternujaca koriczaca sie na b'), to dla nieskojarzonego b mozna do Sciezki alternujacej
konczacej sie na b’ dolozyé¢ a i b, tworzac Sciezke powiekszajaca — sprzecznosé. Dla skojarzonego b ta sama
$ciezka jest alternujaca, wiec b € U. RozwazyliSmy wszystkie przypadki, wiec ostatecznie U jest pokryciem
wierzchotkowym. |

Twierdzenie (Hall, 1935). Niech G bedzie grafem dwudzielnym z podzialem V(G) = A U B. G zawiera
skojarzenie nasycajace A (zawierajace kazdy wierzcholek z A) wtedy i tylko wtedy, gdy Vsca |Ng(S)| > |5].

Dowdd. (=) Gdyby dla pewnego S C A bylo |Ng(S)| < |S], to nie wszystkie wierzchotki S moga zostaé
skojarzone (bo potrzebuja pary z Ng(S), a ich jest za malo), wiec nie ma skojarzenia nasycajacego A.

( <= ) Rozwazmy najwiecksze skojarzenie M w G i zal6zmy nie wprost, Ze nie nasyca A. Istnieje wiec pewne
nieskojarzone a € A. Niech A’ = {x € A : istnieje Sciezka alternujaca z a do z} oraz

B’ = {x € B : istnieje §ciezka alternujaca z a do z}. Jedli B’ zawiera nieskojarzony wierzcholek, to jest on
koricem $ciezki powiekszajacej, co daje sprzeczno$é z maksymalnoscig M. Zatem wszystko w B’ jest skoja-
rzone i |A’| = |B’|, bo kazda Sciezke alternujaca koniczaca sie na czyms z B’ mozna wydtuzyé¢, dajac element
A’ a kazdy element A’ lezy na $ciezce alternujgcej, ktora krok wezesniej zawiera element B’. Mamy z zalo-
zenia |[Ng(A” U{a})| > |A"U{a}| = |A|+1 = |B'|+1. Zatem sasiedztwo A’ U{a} zawiera jaki$ wierzcholek
b ¢ B'. Jedli dla pewnego a’ € A’ istnieje krawedz a’b, to Sciezke alternujaca konczaca sie na @’ mozna
rozszerzy¢ o b, co przeczy temu, ze b ¢ B’. Podobnie jesli istnieje krawedz ab — sama ta krawedz jest $ciezka
alternujaca. Mamy wiec sprzecznos$é z tym, ze a jest nieskojarzone, co koriczy dowod. |

Definicja. Dla zadanego porzadku liniowego na sasiadach wierzchotkow (<, )yev(q), Nazywanego preferen-
cjami wierzchotkow, skojarzenie M nazywamy stabilnym, gdy Vecpa)\m Jremuveceny € <o [ dla kazdej
nieskojarzonej krawedzi istnieje powdd nieskojarzenia — ktorys z jej wierzchotkéw jest skojarzony z lepsza
dla siebie krawedzia.

Twierdzenie (Gale-Shapley, 1962). Dla dowolnego grafu dwudzielnego G i dowolnych preferencji wierzchol-
kow (<y)vev(g) istnieje stabilne skojarzenie.

Dowdd. Niech V(G) = AUB. Dla dwoch skojarzen M, M’ méwimy, ze M jest lepsze od M, jesli Voep (3p7emr b €
) = Grembe fAf <p f) (dla kazdej krawedzi w M’ istnieje nie gorsza krawedz w M).

Niech M bedzie skojarzeniem w G. Mowimy, ze a € A jest akceptowalny dla b € B, jesli ab € E(G) \ M
iViem b e f = f <p ab (jest lepszy od tego, z czym b jest aktualnie i dowolny jest lepszy od braku
krawedzi). Mowimy, ze a € A jest zadowolony, jesli a jest nieskojarzony lub jest skojarzony (z krawedzia f) i
dla kazdego b € B takiego, ze a jest akceptowalny dla b zachodzi ab <, f (a woli swojego od kazdego, ktory
by go chcial).

Zbudujemy cigg coraz lepszych skojarzen takich, ze kazdy a € A jest zadowolony. Zaczynamy od M = {.
Majac zadane skojarzenie M; jesli istnieje w nim nieskojarzone a € A, ktore jest akceptowalne dla niepu-
stego zbioru wierzchotkéw, to budujemy M, 1, dodajac do M; <,-maksymalna krawedz ab taka, ze a jest
akceptowalny dla b i usuwajac przedtem istniejaca w M krawedz przylegta do b (o ile b byl skojarzony).
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Kolejne ciagi sa coraz lepsze, wiec taki proces sie zatrzyma (wierzchotki w B maja coraz mniej akceptowalnych
wierzchotkow z A). Jednoczesnie wierzcholki z A zawsze sa zadowolone. Po zakoniczonym procesie otrzymamy
skojarzenie M, w ktorym albo kazde a € A jest skojarzone (wiec z zadowolenia nie istnieje b € B takie, ze
a woli b od swojego skojarzonego wierzchotka i b woli a od swojego) albo istnieja nieskojarzone wierzchotki
w A, ktore wtedy nie sa akceptowalne dla zadnego wierzchotka B. W obu przypadkach skojarzenie jest
stabilne. ]

Twierdzenie (Tutte, 1947). Niech odd(H) oznacza liczbe nieparzystych spojnych sktadowych w H. Graf
G ma skojarzenie doskonale wtedy i tylko wtedy, gdy Vscv(g) odd(G — S5) < |S].

Dowdd. ( = ) W skojarzeniu doskonalym kazda nieparzysta sktadowa musi mieé¢ jakis wierzcholek skoja-
rzony z czyms z reszty grafu, czyli z S, zatem jesli istnieje skojarzenie doskonate, to S musi by¢ w stanie
przyja¢ co najmniej jedng krawedz z kazdej takiej sktadowej.

( <= ) Nie wprost zakladamy, ze G nie ma doskonalego skojarzenia. Chcemy pokazac, ze istnieje zty zbior
S C V(Q), czyli jaki, ze odd(G — S) > |S|. Zauwazmy, ze dla dowolnej krawedzi e i grafu G’ = G + e
zachodzi odd(G’ — S) < odd(G — 5), bo kazda nieparzysta sktadowa G’ sklada sie z polaczonych sktadowych
G, z ktorych co najmniej jedna musi by¢ nieparzysta. Zatem wystarczy rozwazy¢ G bedace maksymalnym
krawedziowo grafem bez skojarzenia doskonalego i spelniajacym zadany warunek, bo w pozostaltych grafach
wykazana sprzecznosé bedzie tym mocniejsza.

Jesli w maksymalnym krawedziowo G istnieje zly zbior S, to nie moze by¢ w nim skojarzenia doskonalego,
a wiec G zawiera wszystkie mozliwe krawedzie niezmniejszajace odd(G — 5), czyli dla S zachodzi:

Wszystkie spojne sktadowe G — .S to kliki i kazdy wierzcholek v € S sasiaduje z kazdym (%)
wierzchotkiem w grafie.

Z kolei dla zbioru S C V(G) spelniajacego () mozemy pokazac, ze albo S, albo 0 jest zty. Jesli G zawiera
parzyscie wiele wierzchotkéw, to mozemy zrobié¢ rozdzielne doskonate skojarzenia na wszystkich parzystych
sktadowych (to kliki, wiec mozna taczy¢ dowolnie i skojarzenie na pewno istnieje), a w nieparzystych skla-
dowych po jednym wierzchotku skojarzy¢ z czyms z S i potem podobnie doskonale skojarzyé¢ S i wszystkie
nieparzyste sktadowe osobno (z parzystosci |V (G)| w S zostanie parzyscie wiele wierzchotkow). UtworzyliSmy
doskonate skojarzenie, co dowodzi, ze G ma nieparzysta liczbe wierzchotkow, ale wtedy zbior () jest zty — G
musi zawiera¢ co najmniej jedng nieparzysta sktadowa.

Zatem istnienie zbioru spekliajacego (%) jest réwnowazne z istnieniem zlego zbioru. Pokazemy, ze S =
{v e V(G): Ng[v] = V(G)} spemia (x). Zaloézmy nie wprost, ze nie spelnia, czyli w pewnej sktadowej G — S
istnieje para wierzchotkow {a, a’} taka, ze aa’ ¢ E(G) (druga cze$é warunku (x) jest spelniona z definicji .5).
Skladowa jest spojna, wiec istnieje w niej najkrotsza $ciezka abe. .. d’, dla ktorej ab,be € E(G) i ac ¢ E(G)
(by¢ moze ¢ = a'). Zachodzi b ¢ S, a wiec z definicji S istnieje w grafie d € V(G) taki, ze bd ¢ E(G). Z
maksymalnosci G graf G + ac ma doskonate skojarzenie My, a graf G + bd ma doskonalte skojarzenie Ms.

Niech F bedzie grafem na V(G) ktorego krawedzie naleza do doktadnie jednego z My, Ms. E(F) zawiera
ac i bd, a graf F jest suma rozlacznych cykli (w ktorych krawedzie sa na zmiane w M; i Ms), bo kazdy
wierzchotek ma stopienn 2 lub 0. Rozwazmy cykl C zawierajacy bd. Jesli nie ma w nim ac, to wystarczy
wzia¢ na C krawedzie z Mj, a na reszcie grafu krawedzie z My — w ten sposob uzyskujemy skojarzenie
doskonate (nie bierzemy zadnej z krawedzi ac,bd). Jesli C' zawiera ac, to zauwazmy, ze C jest parzysty
(dowolny wierzchotek ma z jednej strony krawedz z Mi, a z drugiej z M, ale one wystepuja na zmiane).
Konstruujemy skojarzenie doskonate: bierzemy krawedz ba, jesli odlegtosé miedzy a i b na C' (nie przechodzac
przez c) jest nieparzysta. W przeciwnym wypadku bierzemy krawedz be (wtedy odlegtosé miedzy ¢ i b jest
nieparzysta). Dla ustalenia uwagi powiedzmy, ze wzielisémy ba. Graf indukowany na C \ {b,a} jest dwoma
rozdzielnymi Sciezkami parzystej dtugosci. Na kazdej bierzemy krawedzie z tego skojarzenia, ktore zawiera
ich konce. Na reszcie grafu bierzemy dowolne ze skojarzen M; i Ms. W ten sposéb pokazaliSmy, ze G ma
skojarzenie doskonate, co dalo sprzecznosé z tym, ze S nie spelnia (x). Zatem spelnia, czyli istnieje zbior
zly. |

Definicja. Niech G bedzie grafem i A, B C V(G). A-B $ciezka nazywamy $ciezke P = (v, ..., vg) taka, ze
V(P)NA={v}iV(P)NB = {uv}.

Strona 4/7



Matematyka Dyskretna, teoria graféow — min/maxy Maciej Mikotajczak

Definicja. Niech G bedzie grafem i A, B C V(G). A-B separatorem nazywamy zbiér X taki, ze kazda A-B
$ciezka zawiera wierzcholek z X.

Twierdzenie (Menger, 1927). Niech G bedzie grafem i A, B C V(G). Minimalna wielkos¢ A-B separatora
w G jest rowna maksymalnej liczbie parami roztacznych A-B $ciezek.

Dowdd. Oznaczmy minimalng wielko$¢ A-B separatora w G przez k = k(A, B, G). Musi by¢ ona nie mniejsza

niz liczba parami roztacznych A-B $ciezek, bo separator musi zawiera¢ co najmniej po wierzchotku z kazdej

z nich.

Niech P bedzie rodzina A-B §ciezek w G. Mowimy, ze Q rozszerza P, jesli U V(P)NAC U V(Q)NA
PeP QeEQ

i U V(P)NB ¢ U V(Q) N B, czyli sciezki w Q maja takie same poczatki i konce, co te w P i jeszcze

PeP QeQ
jakie$ nowe. Pokazemy, ze jesli |P| < k, to istnieje Q rozszerzajace P — bedzie mozna zwiekszac¢ rozmiar P
az do k, wiec najwieksza rodzina roztacznych A-B $Sciezek bedzie miala co najmniej k elementow.

U v
Pep
nie istniala A-B $ciezka, to separatorem bylby zbior pusty). Jesli |P| < k, to koricow Sciezek w B jest za

Ustalmy G oraz A. Przeprowadzimy indukcje po . Baza dla P = () oczywiscie zachodzi (gdyby

malo, aby tworzyly separator. Zatem istnieje A-B Sciezka R omijajaca U V(P) N B. Powiedzmy, ze jej
Pep

ostatni punkt wspoélny ze Sciezkami z P to x i lezy na $ciezce P (jesli taki punkt nie istnieje, to R jest nowa

rozlaczna Sciezka). Oczywiscie « ¢ B.

Oznaczmy przez vT fragment Sciezki T' od wierzchotka v do jej korica. Analogicznie Tv. Niech B’ = BUV (x PU

U ven<|U v
P'epP! PeP
(bo B C B’), zatem z zalozenia indukcyjnego istnieje rodzina Q' rozszerzajaca P’. Niech Q, Q" € Q' beda

zR) oraz P’ = P\{P}U{Pz}. Mamy |P’| = |P| oraz < ik(A,B'.G) > k(A,B,G)

Sciezkami konczacymi sie odpowiednio w x i pewnym y ¢ U V(P

Prep!
Jesliy € B\ V(2P UzR), to po wydluzeniu Q o fragment zP otrzymujemy rodzine rozszerzajaca P. Dalej
zakladamy, ze y € zP lub y € zR. Jesli y € xP, to rozszerzamy @ o xR, a Q' o yP. W przeciwnym
wypadku rozszerzamy @ o xP, a Q' o yR. W obu przypadkach otrzymujemy rodzine rozszerzajaca P, co
konczy dowdd. |

Definicja. Siecia przeptywowa nazywamy piatke (V. E, s, t, ¢), gdzie:

e (V,E) jest grafem skierowanym (czyli E C V x V)

e s,t € V sa wyszczegoélnionymi wierzchotkami, s nazywamy Zrédlem, moze by¢ tylko poczatkiem kra-
wedzi, t nazywamy ujsciem, moze by¢ tylko koncem krawedzi
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e c jest funkcjg ¢ : E — Ny zwang funkcja przepustowosci

Definicja. Dla zadanej sieci przeptywowej (V, E, s, t, ¢) przeptywem caltkowitoliczbowym nazywamy funkcje
f+ EF — N speliajaca warunki:

e warunek przepustowosci: f(u,v) < ¢(u,v) dla kazdej krawedzi (u,v) € E

e warunek zachowania przepltywu (prawo Kirchoffa): Z flu,v) = Z f(v,w) dla kazdego

u:(u,v)EE w:(v,w)EE
wierzchotka v € V' \ {s,t}

Wartoscia przepltywu nazywamy wartosé val(f) = Z f(s,0).

v:(s,v)EE
Definicja. Przekrojem w sieci przeptywowej (V, E, s,t,¢) nazywamy kazda pare (S,T), gdzie S, T C V
stanowig rozktad V oraz s € S,t € T. Przepustowosé¢ przekroju definiujemy jako

c(S,T) = Z c(u,v),

(u,v)EE:
ueS,weT

a dla zadanego przeplywu f przeplywem przez przekroj nazywamy wartosé

f(SaT): Z f(u,v)— Z f(U,U).
(u,v)€E: (v,u)EE:
ues,vel ues,vel
Twierdzenie. Niech f bedzie dowolna funkcja przeptywu w sieci (V, E, s, t, ¢). Dla kazdego przekroju (S, T)
zachodzi: f(S,T) < ¢(S,T) oraz val(f) = f(S,T) (w szczegolnosci: przeplyw kazdego przekroju jest taki
sam).

Dowdd. Pierwsza wlasnos¢ wynika z wprost definicji przepustowosci i przeptywu. Druga wtasnosé udowad-
niamy indukeyjnie po liczbie wierzchotkow S: dla |S| = 1 mamy S = {s}, wtedy teza zachodzi z definicji
val(f). Rozwazmy przekroj (S,T) z |S| > 2. Niechz € S : x # 5. (8',T") = (S\{z},TU{x}) jest przekrojem
o mniejszym pierwszym zbiorze, indukcyjnie val(f) = f(S’,T"). Jest S"UT =V \ {z}, wiec mamy

8T = f(S,T)= Y flu,z)— > flz,0)

(u1r,z)EE (z,v1)EE
u €S’ v €S’
+ Y flur) = > flu,v)
(ug,z)ER (z,02)ERE
ux €T vo €T
= Z f(u,x)— Z f(x,v):(),
w:(u,z)EE vi(z,v)EE
co koriczy dowod. |

Definicja. Przekroj (S’,T') w sieci przeplywowej nazywamy minimalnym, jesli zachodzi
e(S",T") = min {c(S,T) : (S,T) jest przekrojem} .

Przepustowos$¢ minimalnego przekroju ogranicza z gory wartosé funkeji przeptywu, bo ¢(S,T) > f(S,T) =
val(f).

Definicja. Niech S bedzie siecia przeptywows, a f przeplywem w niej. Sciezka powiekszajaca przeptyw f
w sieci S nazywamy ciag v1,vs, ..., vk, spelniajacy dla kazdego i € [k — 1] warunek: albo (v;,v;41) € E
oraz f(vi,vi+1) < c(vi,viq1) (krawedz zgodna ze $ciezka), albo (vi41,v;) € E oraz f(viq1,v;) > 0 (krawedz
przeciwna do $ciezki)

Jesli istnieje $ciezka powiekszajaca od s do t, to przeptyw f mozna powiekszy¢ o pewna wartosé val > 1,
zwiekszajac o nia przeplyw na krawedziach zgodnych ze $ciezka i zmniejszajac na przeciwnych do $ciezki.
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Twierdzenie (Ford-Fulkerson, 1962). Niech S = (V, E, s, t, ¢) bedzie siecia przepltywowa a f przeptywem w
niej. nastepujace warunki sa réwnowazne:

e f jest przepltywem maksymalnym
e w sieci nie istnieje Sciezka powiekszajaca od s do t

e dla S ={v eV : istnieje Sciezka powiekszajaca od s do v} i T =V \ S para (S,T) jest przepltywem o
f(5,T)=c(5,7)

Dowdd. (1 = 2) Istnienie $ciezki powiekszajacej od s do ¢ gwarantuje, ze mozna powiekszy¢ przeptyw.

(2 = 3) Mamy t ¢ S oraz s € S ($ciezka powickszajaca moze by¢ trywialna), wiec (S,T') jest przekrojem.
Dla kazdej krawedzi (u,v) € E takiej, ze u € S,v € T zachodzi f(u,v) = c(u,v), bo inaczej $ciezke
powiekszajaca od s do u mozna rozszerzy¢ o te krawedz, co przeczy v ¢ S. Z tych samych powodow dla
kazdej krawedzi (v,u) € E takiej, ze u € S,v € T zachodzi f(v,u) = 0. Zatem z definicji przeptywu przez
przekroj i przepustowosci przeptywu mamy f(S,T) = ¢(S,T).

(3 = 1) Mamy val(f) = f(S,T) < ¢(S,T), wiec rownos¢ zamiast nieréwnosci gwarantuje, ze przeplyw
jest maksymalny. |
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