Matematyka Dyskretna, grafy planarne Maciej Mikotajczak

Definicja. Segmentem nazywamy odcinek taczacy dwa punkty na plaszczyznie.

Definicja. Wielolinia to skoriczona suma segmentéw takich, ze przeciecie dwéch kolejnych z nich jest punk-
tem, ktory jest kraricem obu z nich. Wielokat dodatkowo koniczy sie w tym samym punkcie, co zaczyna.

Definicja. Dla zbioru otwartego Q C R? wprowadzamy relacje réownowaznosci na jego elementach: x ~ y
wtedy, gdy istnieje wielolinia miedzy nimi. Jesli Y, yeq = ~ y, to £ jest wieloliniowo spéjny. Maksymalny
wieloliniowo spojny podzbiér ) nazywamy komponentem. Dla zbioru domknietego F C R? komponenty
R?\ F nazywamy §cianami.

Twierdzenie (Jordana dla wielokata). Kazdy wielokat P ma dokladnie dwie $ciany: ograniczona i nieogra-
niczong. Brzegiem kazdej z tych Scian jest P.

Dowdd. Niech z € R?\ P i niech L bedzie polprosta wychodzaca z x. Niech w(x, L) = [{p € P:pN L # 0}
mod 2, gdzie punkty przeciecia bedace krancami segmentéw traktujemy w odrebny sposob: jesli dla kaz-
dego odpowiednio malego otoczenia tego punktu pédlprosta bedaca obroceniem L wokél x i przecinajaca
sie niepusto z tym otoczeniem przecina sie z ktéryms z segmentow zawierajacych ten punkt, to jest on li-
czony pojedynczo (mimo, ze nalezy do dwoch segmentow). W przeciwnym wypadku jest liczony podwojnie.
Przyklady takich punktéw wida¢ na ponizszym obrazku (odpowiednio blizej i dalej punktu x).

Dla innej potprostej L’ mamy 7 (z, L) = w(z, L"), bo mozna obrocié¢ L do L' i podczas obracania gdy polprosta
przestaje sie przecinaé z jednym segmentem, to albo zaczyna z nastepnym, albo z nim tez przestaje, wiec
wynik mod 2 si¢ nie zmieni. Mozna wiec méwi¢ o w(z). Dla  ~ y mamy w(x) = n(y) — wystarczy
pokazaé tylko dla x,y polaczonych segmentem, bo dalej mozna postepowaé indukcyjnie. Biorac pétprosta L
zaczynajaca sie w z i przechodzaca przez y mamy w(z, L) = w(y, L).

Sa co najmniej dwie Sciany, bo biorac dwa punkty z,y w bardzo malym otoczeniu pewnego segmentu z P
po réznych jego stronach mozna rozwazy¢ pélproste o kierunku zgodnym z prosta xy i tym samym zwrocie,
co daje nam 7(z) # 7(y).

Sa co najwyzej dwie Sciany, bo dla dowolnych trzech punktéw x,y, z z réznych Scian mozemy wybraé¢ odpo-
wiednio mate sasiedztwo N pewnego segmentu z P, a nastepnie z kazdego z punktéw x, y, z pusci¢ wielolinie,
ktora zblizy si¢ bardzo blisko do P, a potem bedzie szta wzdluz niego. P jest wielokatem, wiec kazda z tych
wielolinii kiedy$ znajdzie sie w N. Wtedy jednak dwa z tych punktéw sa po tej samej stronie segmentu,
a wiec mozna je potaczyé¢ wielolinig i sg na tej samej $cianie — sprzeczno$é. W ten sposdéb widzimy tez, ze
P jest brzegiem tych $cian, bo gdyby co$ innego byto, to mozna w taki wlasnie sposéb stworzyé wielolinie
taczaca punkty, co da sprzecznosé.

Jedna ze $cian jest nieograniczona, bo biorac pétprosta z dowolnego punktu istnieje taka odlegtosé, po ktorej
ta polprosta nie przetnie si¢ juz z zadnym segmentem P — tam bedzie nieograniczona $ciana. Gdyby obie
$ciany byly nieograniczone, to mozna na obu z nich wzigé punkty bardzo daleko od P, ale takie punkty
mozna polaczyé¢ "obchodzac" wielolinia P — sprzeczno$é. |

Strona 1/5



Matematyka Dyskretna, grafy planarne Maciej Mikotajczak

Definicja. Grafem plaskim nazywamy graf G o V(G) C R? wraz z funkcja eg : E(G) — P(R?) taka, ze
Vuer@) ea(uv) = A\ {u,v}, gdzie A jest wielolinia taczaca u,v i dodatkowo eg(uv) N V(G) = () oraz
Veecra) e # € = eale) Neg(e’) = 0. Ta definicja tapie intuicje rysunku grafu, w ktorym krawedzie sie
nie przecinaja. Zazwycza]j piszemy tez e zamiast eg(e).

Definicja. G nazywamy grafem planarnym, jesli istnieje graf ptaski I' izomorficzny z G. I' nazywamy rysun-
kiem planarnym G. Komponenty R? \ G (przez G rozumiemy tu sume wierzcholkoéw i wartosci er krawedzi
grafu I') nazywamy $cianami G (faces) i oznaczamy F(G).

Lemat 1. Jesli w grafie ptaskim G dla $cian f1, fo istnieja takie dwa punkty x; € f1, x2 € f2, ze segment
je taczacy przecina sie z pewna krawedzia e w dokladnie jednym punkcie, to e C df1,0f2 (tak oznaczamy
brzeg zbioru) oraz Ve p(a)\{f1.£.} €N f = 0. W szczegolnosci zachodzi to tez dla f1 = fo. Mowimy, ze f1, fa
sa incydentne do e.

Dowdd. Dla kazdego otoczenia zawierajacego punkt z e mozemy pusci¢ wielolinie z 1, 9 w kierunku e (po
odcinku je taczacym), a nastepnie i$¢ wzdluz e az wejdziemy w to otoczenie. W kazdym takim otoczeniu
jest wiec punkt ze $ciany fi i nie z niej (np. punkt e), wiec e C 9f; i tak samo fi. Gdyby e lezalo na brzegu
jakiej$ innej $ciany f3, to dowolnie blisko e jest jaki$ punkt f3, ale wtedy mozna do niego dojs¢ wielolinig z
punktu x; lub xo, zaleznie od strony krawedzi, po ktorej jest ten punkt — sprzecznosé. |

Lemat 2. Dla grafu plaskiego G jesli f € F(G), to 9f jest suma krawedzi i wierzcholtkow.

Dowdd. Krawedzie i wierzchotki naleza do brzegu $ciany (z Lematu 1). Biorac dowolny inny punkt taki, ze w
kazdym jego odpowiednio matym sasiedztwie jest punkt z € f mozna ten punkt potaczy¢ wielolinia z dowol-
nym innym punktem tego matego sasiedztwa (zadne z tych punktéw nie leza na krawedziach i wierzchotkach
grafu), zatem ten punkt nie nalezy do Jf, czyli ten brzeg to tylko krawedzie i wierzcholki. |

Lemat 3. Jesli graf ptaski G jest izomorficzny z lasem, to |F(G)| = 1.

Dowdd. Graf jest ograniczony, a wiec ma tylko jedna nieograniczong Sciane. Wezmy te ograniczona i idzmy
wzdtuz jej brzegu. Z Lematu 2 ten brzeg to krawedzie i wierzchotki, co da nam cykl — sprzecznosé. |

Lemat 4. Niech G’ C G (grafy plaskie) oraz f € F(G), f' € F(G'). Wtedy:

1. Kazda $ciana G zawiera sie w $cianie G'.
2.0f G = feFG).
3. /' NG=0 = f' € F(@G).

Dowdd. Dla G' C G mamy R?\ G C R?\ G, a wiec komponenty G zawieraja si¢ w komponentach G’, co
dowodzi 1.

Dla dowodu 2. bierzemy taka Sciane ¢’ € F(G'), ze f C ¢’ (istnieje z 1.). Gdyby bylo f C ¢, to istnieja
x € fia' €g)\f, laczac je odcinkiem dostajemy na nim punkt y € 9f C G’, ktory jednoczesnie spelia
y € g, a wiec jest y ¢ G’ — sprzecznosé, czyli f = ¢’

Dla dowodu 3. zauwazamy, ze f’ jest wieloliniowo spojnym podzbiorem R? \ G (jako $ciana jest spojny, a
nie ma w sobie nic z G), wiec istnieje g € F(G) taka, ze f' C g, z 1. dostajemy g C f’ (to musi by¢ ta sama
Sciana, bo ma z nig niepuste przeciecie, a tych punktow nie ma w zadnej innej), co konczy dowod. |

Lemat 5. Niech G bedzie grafem ptaskim, C C G cyklem, e € E(C) krawedzia taka, ze Sciany fi, fo sa do
niej incydentne. Zachodzi f; # fs.

Dowdd. C' jest wielokatem, wiec z twierdzenia Jordana ma on dokladnie dwie $ciany fi, f§. Biorac mate
otoczenie jakiego$ punktu z C' widzimy, ze nalezy on do ktorej$ ze $cian f1, fo 1 na pewno do ktorejs sciany
cyklu, wiec f1 N f] # 0, a wiec Lemat 4.1 daje nam, ze f; C fi i podobnie fo C f5, a ze ciany cyklu byly
rozne, to zachodzi fi # fo. [ ]
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Lemat 6. Niech G bedzie grafem plaskim, e € E(G) krawedzia taka, ze f1, fo € F(G) sa do niej incydentne.
Niech f12 = fiUeU fo. Mamy f12 € F(G —e) oraz F(G)\ {f1, f} = F(G —¢e) \ {f12} (usuniecie krawedzi
wplywa tylko na $ciany do niej incydentne).

Dowdd. f12 jest spojne, a wiec f1o C f' dla pewnego f' € F(G — e). Analogicznie jak w dowodzie Lematu
4.2 zauwazamy, ze jesli fio C f’, to istnieja ' € f'\ fiz i € fi2, ktore mozna potaczy¢ wielolinia bez
przechodzenia przez e. Oba sa w f’, ale jednoczesnie kazda wielolinia miedzy nimi przechodzi przez co$ z
G — e (brzeg f12) — sprzecznosé.

Biorac f € F(G)\ {f1, fo} widzimy, ze 0f C G\ ei f # fi2, wiec z Lematu 4.2 jest f € F(G —e) \ {f12}.
Analogicznie dla ' € F(G —e) \ {fi2} jest /' NG =01 f' & {f1, f2}, co z Lematu 4.3 daje f' € F(G)\
{f17f2}’ |

Twierdzenie (Formula Eulera). Dla grafu ptaskiego G zachodzi |V (G)|+ |F(G)| = |E(G)| + a+ 1, gdzie a
jest liczba spojnych sktadowych G.

Dowdd. Najpierw zalozmy, ze G jest spojny. Indukcja po |E(G)|. Minimalna liczba krawedzi jest dla drzewa,
a wtedy |F(G)| =1 z Lematu 3. Jednoczesnie dla [V (G)| = n jest |E(G)| =n—1, co daje |V(G)|+|F(G)| =
n+1l=(n-—1)+2=|E(G)|+2. Jesli G nie jest drzewem, to ma cykl C. Ustalmy e € E(C) i ciany f1, fo
incydentne do e. Z Lematu 5 sg to rézne Sciany. W grafie G’ = G — e indukcyjnie zachodzi formula Eulera, a
z Lematu 6 jest |F(G')| —1=|F(G)|+2, coz |[V(G")|+ (|[F(G")| +1) = (|[E(G")| + 1) + 2 daje nam formule
Eulera dla G.

Dla dowodu ogoélnego przypadku zauwazmy, ze dla kazdej spdjnej sktadowej mozna powtdrzyé ten dowod i
trzeba tylko zwroci¢é uwage na to, by nie zliczy¢ wielokrotnie Sciany nieograniczonej. |

Twierdzenie. Dla spojnego grafu planarnego G o V(G) > 3 zachodzi |E(G)| < 3|V(G)| — 6. Dodatkowo
jesli G nie zawiera trojkatow (K3 jako podgrafu), to jest |[E(G)| < 2|V(G)| — 4.

Dowdd. Bedziemy zlicza¢ liczbe relacji incydentnosci miedzy Scianami a krawedziami (zakladamy, ze kazda
krawedz jest w dwoch takich relacjach, by¢ moze z ta sama $ciana). Liczba ta wynosi oczywiscie 2|E(G).
Jednoczesnie kazda §ciana jest incydentna do co najmniej 3 krawedzi (poza przypadkiem $ciezki na 3 wierz-
chotkach, to sprawdzamy recznie), wiec mamy 2|E(G)| > 3|F(G)| = 3(|E(GQ)| — |V(G)| + 2), gdzie rownosé
wynika z formuly Eulera. To konczy dowod. W grafie bez trojkatow kazda $ciana jest incydentna do co
najmniej 4 krawedzi, dowéd konczymy analogicznie. |

Twierdzenie. K5 i K33 nie sg planarne.

Dowdd. Dla Ky nieréwnos¢ |E(G)| < 3|V(G)| — 6 databy 10 < 9 — sprzecznoé¢. K3 3 nie ma trojkatow (bo
nie ma cykli nieparzystych), wiec |E(G)| < 2|V(G)| — 4 daje 9 < 8 — sprzecznos¢. |

Twierdzenie (Whitney, 1933). Kazdy 3-spojny graf planarny ma unikalne zanurzenie planarne (zanurzenia
sa rozne, gdy jest taki wierzchotek, ze jego krawedzie wchodza do niego w innym porzadku patrzac na
kolejnos¢ zgodna z ruchem wskazowek zegara).

Definicja. Graf ptaski G nazywamy triangulacja, jesli wszystkie jego Sciany to trojkaty. Taki graf jest
maksymalnym na liczbe krawedzi grafem ptaskim i zachodzi dla niego rownos$¢ w nieréwnosci miedzy liczba
krawedzi i wierzchotkow w grafie planarnym.

Twierdzenie. Dla grafu plaskiego G istnieje triangulacja G’ taka, ze G C G' i V(G) = V(G’') oraz triangu-
lacja G” taka, ze G Cinq G”.

Dowdd. Jesli jakas §ciana nie jest trojkatem, to mozna doda¢ miedzy jej wierzchotkami krawedz. Powta-
rzanie te operacji daje nam G’. Mozna tez doda¢ nowy wierzcholek i polaczy¢ z nim wszystkie wierzchotki
nietrojkatnej sciany, co daje nam G”. |

Twierdzenie. Nie istnieje skoriczona lista grafow, ktorych zabronienie jako podgraféw charakteryzuje klase
graféw planarnych.
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Dowdd. Zatozmy, ze ta lista to Hy,...Hy. Jesli w grafie nieplanarnym dodamy na $rodku krawedzi nowe
wierzchotki (dla pewnych wierzchotkéow potaczonych krawedzia usuniemy ta krawedz i dodamy nowy wierz-
chotek i potaczymy go z tymi wierzchotkami), to dalej bedzie on nieplanarny, bo teraz ktoras w tych dwoch
krawedzi bedzie musiata przecia¢ inng na kazdym rysunku planarnym. Wykonywanie takiej operacji wiecej

razy, niz dlugos¢ najdtuzszej sciezki w kazdym z graféow Hy, ..., Hy spowoduje, ze nie beda one podgrafami
zmienionego grafu (chyba, ze sa Sciezka lub kilkoma $ciezkami polaczonymi w wierzchotku, ale takie grafy
sa planarne), a dalej bedzie on nieplanarny. |

Definicja. Graf H jest minorem G (oznaczenie H < G), jesli istnieje rodzina {B, : v € V(H)} zbiorow
zwanych branch-setami taka, ze 0 # B, C V(GQ), z # y = B, N B, = 0, G[B,] jest spojny oraz
vy € E(H) = Juer@) v € By,v € By. Inaczej méwiac: minor jest podgrafem grafu uzyskanego z G
przez kontraktowanie krawedzi (laczenie wierzchotkow potaczonych krawedzia w jeden).

Twierdzenie (Kuratowski, 1930; Wagner 1937). Graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera
K ani K3 3 jako minoru.

Twierdzenie. W grafie planarnym G jest 6(G) < 5.

Dowdd. Gdyby byto 6(G) > 6, to z formuly Eulera dla |V(G)| = n jest 6n < ) degg(v) = 2|E(H)| <
6n — 12, co daje sprzecznosé. [ |

Twierdzenie. Kazdy graf planarny G jest 6-kolorowalny.

Dowdd. Podgrafy grafu planarnego sa planarne, wiec z §(G) < 5 mamy col(G) < 6. |

Twierdzenie. Kazdy graf planarny G jest 5-kolorowalny.

Dowdd. Zatézmy, ze G jest minimalnym kontrprzyktadem. G jest spdjny, bo inaczej mniejszym kontrprzy-
ktadem jest jego skladowa. Istnieje wierzchotek v stopnia 5, bo inaczej mozna go usunaé, pokolorowaé reszte
z minimalno$ci i potem pokolorowaé¢, bo ma mniej niz 5 sasiadow.

Wezmy v i pokolorujmy G — v z minimalnosci G. Jesli w sasiedztwie v nie ma 5 koloréw, to mozna pokolo-
rowaé — sprzecznosé. Zatem sa wszystkie. Przez 1-3 laricuch Kempego rozumiemy maksymalny komponent
pokolorowany kolorami 1 i 3. Rozwazmy 1-3 taiicuch Kempego zawierajacy sasiada v o kolorze 1. Jesli nie
zawiera on sasiada v o kolorze 3, to mozna zamieni¢ na nim kolory (taricucha Kempego nie mozna rozszerzy¢,
wiec zaden nietanicuchowy sasiad czego$ na taricuchu nie ma koloréw 1,3) i otrzymaé kolorowanie, w ktorym
sasiedzi v maja tylko 4 kolory, wiec da sie calosé pokolorowaé 5 kolorami.

Dalej zalézmy, ze ten laricuch zawiera sasiada v o kolorze 3. W takim wypadku rozwazamy 2-4 laricuch
Kempego zawierajacy sasiada v o kolorze 2. Ten tancuch nie moze zawieraé sasiada v o kolorze 4, bo wtedy
tancuch musialby przeciaé na rysunku poprzedni taricuch (dla takiego utozenia wierzchotkow jak na rysunku,
ale jak jest inaczej mozna zmieni¢ nazwy koloréw). Zatem tutaj zamiana sie uda i znowu sasiedzi v maja
tylko 4 kolory. |

Twierdzenie (Twierdzenie o 4 kolorach). Kazdy graf planarny G jest 4-kolorowalny.

Dowdd. Dowdd przed historie: w 1852 Francis Guthrie kolorowal hrabstwa Anglii, zawsze dzialaly 4 kolory,
zapytal Augustusa De Morgana, czy zawsze sie da. Pierwszy dowod: Alfred Kempe (laiicuchy Kempego)
w 1879, kolejny dowdd po roku, po dekadzie znaleziono bltedy, dopiero w 1976 dowod Appela, Hakkena i
Kocha — silnie bazujacy na sprawdzaniu przypadkéw przez komputer, stosuje taricuchy Kempego i metode
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dischargingu, ktoéra pozwala zredukowaé¢ problem do skoiiczonej ilosci przypadkéw. Dalo to algorytm 4-
kolorowania w O(n*), potem usprawnienie O(n?). ]

Twierdzenie (Ringel-Youngs, 1968; Hipoteza Heawooda, 1890). Na powierzchniach innych niz plaszczyzna
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graf planarny da sie pokolorowaé za pomoca { koloréw, gdzie x to charakterystyka Eulera.

Twierdzenie (Grotzsch, 1959). Kazdy graf planarny bez trojkatow jest 3-kolorowalny.

Hipoteza (Pytanie Erdésa). Najmniejsza taka liczba k, ze graf planarny bez cykli dtugosci od 4 do k jest
3-kolorowalny wynosi 6 lub 7.

Hipoteza (Hipoteza Hadwigera). Jesli graf G nie ma K; jako minora, to x(G) <t — 1.
Twierdzenie. Jesli graf G nie ma K; jako minora, to x(G) < O(tloglogt).

Definicja. Listowa liczba chromatyczna grafu G, oznaczana ch(G), to najmniejsza taka liczba k, ze dla
kazdej funkcji S : V(G) — P(N) takiej, ze Vyey(q) [S(v)| = k istnieje wlasciwe kolorowanie ¢ : V(G) — N
takie, ze V,ev(g) c¢(v) € S(v). Takie kolorowanie nazywamy kolorowaniem listowym. Dla ustalonego S jest
to S-kolorowanie.

Twierdzenie. Niech G bedzie grafem. Zachodzi x(G) < ch(G) < col(G).

Dowdd. Pierwsza nieréwnos$¢ wynika z tego, ze wszystkie listy moga mie¢ te same k elementéw. Druga
nier6wno$¢ wynika z tego, ze algorytm First-Fit na porzadku wierzchotkow $wiadezacym o col(G) dziata tez
dla kolorowan listowych. |

Twierdzenie (Alon, 2000). W grafie G zachodzi ch(G) = Q(log(col(@))).
Twierdzenie (Thomassen, 1994). Dla kazdego grafu planarnego G jest ch(G) < 5.

Dowdd. Zalozmy, ze kazda $ciana wewnetrzna (ograniczona) grafu G jest trojkatem (mozemy tak zrobi¢, bo
dodanie wiekszej ilosci krawedzi tylko utrudnia) i niech f bedzie §ciang zewnetrzna. Ustalmy S : V(G) —
P(N). Zalozmy, ze istnieja takie wierzcholki u,v, ze uwv € E(G), wv € df, |S(u)| = |S(v)| = 1 oraz S(u) #
S(v). Dodatkowo zal6zmy, ze Vycop\ (uwy 5 > [S(w)| > 3 oraz Vyey(apor [S(z)] = 5 (rowniez mozemy to
wszystko zalozy¢ — zmniejszanie list tylko utrudnia). Pokazemy indukcyjnie, ze G ma S-kolorowanie. Dla
grafow o co najwyzej 3 wierzchotkach jest to oczywiste.

Zalézmy, ze istnieje krawedz laczaca wierzcholki na $cianie zewnetrznej i nienalezaca do jej brzegu. Taka
krawedz jest cieciwa, ktora dzieli graf G na dwa grafy G i Go. Niech G zawiera wierzcholki u,v. Mozna go
pokolorowaé z indukcji. Teraz wierzcholki tworzace cieciwe sa pokolorowane, wiec na potrzeby kolorowania
G5 maja listy dlugosci 1, wiec teraz mozna indukcyjnie pokolorowaé¢ G.

Teraz zalozmy, ze nie ma cieciw. Niech w bedzie sgsiadem u innym od v na $cianie zewnetrznej, a w’ jego
kolejnym sasiadem. Zalozmy, ze S(u) = {a}. Wtedy w ma do wyboru co najmniej dwa inne kolory 3, v. Kazda
$ciana wewnetrzna jest trojkatem, a wiec u i w musza byé potaczone w trojkat z jakim§ wierzchotkiem
wewnetrznym, tak samo w i w’. Sam w moze mieé jeszcze wiecej wewnetrznych sasiadow. Wszystkim im
usuwamy z list 5 i v, teraz maja miedzy 5 a 3 kolory. Kolorujemy z indukcji graf G — w, a na koniec w — i
~ mogly zostaé zajete tylko przez w’, ale zawsze mamy drugi z tych kolorow. |
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