Matematyka Dyskretna, Posety Maciej Mikotajczak

Twierdzenie. Rodziny ( i ) i ( "] ) to jedyne antylanicuchy w B,, swiadczace jego szerokosci.
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Dowdd. Rozwazmy najwiekszy antytancuch A. Jesli zawiera jakie$ elementy z innych poziomoéw niz (i"]z),
to bierzemy najbardziej oddalony od $rodka (w gore lub w dol) poziom i zastepujemy go jego cieniem
(gornym lub dolnym), ktory bedzie wiekszy niz zastepowany zbiér. Rodzina pozostanie antytaiicuchem, bo
jesli jakis element cienia jest poréwnywalny z czym$ w nowej rodzinie, to zastapiony element bytby z tym
porownywalny w oryginalnym antylancuchu. Wystarczy wiec rozwazyé tylko A zawierajace elementy ze
srodkowych poziomdw.

Jesli 2 | n, to jest tylko jeden taki poziom i koniec, inaczej rozwazamy srodkowe poziomy k i k + 1, niech A
nie bedzie pelnym poziomem, czyli sg takie A, B € ( (] ),ze A€ Ai B ¢ A. Numerujemy elementy A U B:

k+1
najpierw ida elementy, ktore sa w A\ B (w dowolnej kolejnosci), potem te z AN B, na koniec te z B\ A, czyli
mamy A = {zo,..., 2t} 1 B = {x;,..., x4} dla pewnego i. Istnieje j < i takie, ze P = {z;,...,2p4;} € A
1Q={zjt1,...,Tktj+1} ¢ A (zaczynamy od A i przesuwamy sie¢ po elementach, w koncu trafimy na zbi6r

nie w A — moze to by¢ B albo co$ wezesniej). Laricuch maksymalny C zawierajacy PN Q i () nie ma w sobie
elementu A (na obu poziomach §rodkowych wybraliémy cos, co nie jest w A), wiec nieréwnosé LYM jest
ostra i .4 nie ma potrzebnej wielkosci - sprzecznosc. |

Twierdzenie. Jesli F jest rodzing podzbioréw [n] taka, ze nie istnieja A, B,C € F : A C B C C, to zachodzi

71 (12) (o)

Dowdd. Dla nieparzystego n twierdzenie dualne do Dilwortha moéwi, ze mozna podzieli¢ F na 2 antytancu-
chy, a wiec rozmiar F jest nie wiekszy niz dwa najwieksze antylancuchy. Dla n = 2k powtarzajac dowod

n

1
nieréwnosci LYM dostajemy Z — < 2, bioragc najwigksze mozliwe F wiemy, ze F > (k) (wystar-

AeF (IAI)
czy wzig¢ maksymalny antylancuch) oraz F nie moze mie¢ wiecej niz (}) elementow wielkosci k, czyli
1 1 1
Z Y 2 (n) oy <|]:| — (n)) ———, €0 z poprzednia nieréwnoscig konczy dowdd. |
s (a) R Q) k)7 ()

Twierdzenie. Najmniejsza rozrozniajaca rodzina F podzbioréw [n] ma [log, n] elementow.

Dowdd. Funkcja f : [n] 2 2 — {F € F : 2 € F} € 27 jest injekcja, wiec n < 271 i |F| > [logyn].
Konstrukcja: Fy = {1,..., §} rozroznia potowy miedzy soba, > = {1,... 5 }U{5+1,..., %n} ¢éwiartki i tak
dalej. [ |

Twierdzenie. Niech s,7,n € Ny oraz s < r < n i niech F bedzie rodzina podzbioréw r-elementowych [n]
taka, ze dla dowolnych A # B € F jest |AN B| < s. Zachodzi

(1)

|F| < 5=

(s41)

Dowdd. Zauwazamy, ze zadne dwa elementy F nie posiadaja takich samych podzbioréw rozmiaru s + 1
(inaczej przeciecie byltoby za duze), wiec |F| - (Sll) < (5_7_1). |
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