Matematyka Dyskretna, Posety Maciej Mikotajczak

Definicja. Laricuch C' w B,, nazywamy symetrycznym, jesli C = { Xy, Xgy1, ..., Xpn—r}, gdzie X C X1 C
... C X, oraz |X;| = i dla pewnego k. Taki laricuch narysowany na kracie jest symetryczny wzgledem
$rodkowego poziomu.

Twierdzenie (Sperner, 1928; lanicuchy symetryczne). Najwiekszy antylaiicuch w B,, ma rozmiar (LZ J)'
2

Dowdd. Rozwazmy podzial B,, na taricuchy symetryczne. Kazdy taki lancuch zawiera tylko jeden element

ze $rodkowego poziomu (rozmiaru |3 |), a wiec podzial ma (LZ J) elementow. Z twierdzenia Dilwortha anty-
2

taiicuch nie moze mie¢ wiecej niz tyle elementow. |

Twierdzenie (podzial na taiicuchy symetryczne, rekurencyjnie). Dla kazdej kraty boolowskiej B,, istnieje
jej podzial na tancuchy symetryczne.

Dowdd. By ma jeden element, on sam jest symetrycznym taiicuchem. Majac podzial B,, na symetryczne
tanicuchy C, konstruujemy podzial B, ;: dla C = {Xg,...,X,,_x} € C laincuchami w B, 1 sa C' =
{ Xk, X1y s Xneg U{n + 1}} oraz O = {Xp U{n + 1},2p1 U{n +1},..., X1 U {n + 1}}. Te
tancuchy sa symetryczne w B,,11 (pierwszy to zbiory ze $rodkowych pozioméw majace od k do n+ 1 —k
elementow, a drugi od k+ 1 do n+1—k — 1), a stworzenie takich taricuchow dla wszystkich C' € C daje
podzial. |

Twierdzenie (podzial na taiicuchy symetryczne, wprost). Dla kazdej kraty boolowskiej B,, istnieje jej
podzial na tanicuchy symetryczne.

Dowdd. Niech A C [n]. Bedziemy utozsamia¢ A z ciagiem n nawiasow, gdzie i-ty nawias jest zamykajacy
wtedy 1 tylko wtedy, gdy 7 € A. Bedziemy teraz parowa¢ nawiasy, to znaczy dla kazdego i ¢ A znajdowaé
najmniejsze takie j > i, ze j € A (o ile istnieje). Niech M, bedzie zbiorem sparowanych elementow, a
Fy = Ma = {x1,22,...,71} zbiorem niesparowanych. Zatézmy z; < z2 < ... < 3. Niech [4 = M N
A bedzie zbiorem sparowanych zamykajacych nawiaséow. Definiujemy tancuch C: jego kolejne elementy to
Co =14,C1 = I U{z1},...,Cr = T4 U{xq,...,21}. Mamy |Co| = WéA‘ oraz |Cy| = % + |Fal, wiec
|Col + |Ck| = |[Ma| 4+ |Fa| =niC jest symetryczny.

Zauwazmy, ze (z1,...,2x) jest ciagiem najpierw zamknietych nawiaséw, a potem otwartych (inaczej mozna
by je sparowac). Zbioér A jednoznacznie wyznacza pare (M4, I4). Klasy przeksztatcenia A — (Mg, I4) tworza
podzial B,, (jak to klasy), natomiast klasa, do ktorej nalezy A, to wlasnie skonstruowany przez nas laricuch
C — majac ustalone (Ma,I4) mamy dowolnosé tylko na elementach Fa, w Cy one wszystkie sa otwarte,
po kolei domykamy kolejne, dodajac kolejne elementy F4 do zbioréw tworzacych taricuch. Zatem podziat
wyznaczony przez klasy tego przeksztatcenia dzieli B,, na symetryczne tancuchy. |

Definicja. Liczba Dedekinda D,, to liczba antytaricuchéow w B,,.

Twierdzenie (Ograniczenie na liczby Dedekinda). Liczba Dedekinda D,, ograniczona jest nieréwnosciami

AEIL <D,< 3{5)).

Dowdd. Dolne ograniczenie wynika z tego, ze najwiekszy antylaricuch ma (LZ J) elementéw, a dowolny jego
2
podzbiér jest antylaricuchem.

Ograniczenie gorne: antylaincuchy mozna utozsamiaé z ich zbiorami dolnymi (zbiorami elementow, ktore sg
muniejsze lub rowne elementom antylancucha) — antylancuch zadaje swoj zbior dolny, antylancuch mozna
odzyskaé, biorac elementy maksymalne. Natomiast zbiory dolne mozna utozsamiaé¢ z monotonicznymi funk-
cjami B, — {0,1}, ktore sa dopelnieniami funkcji charakterystycznych tych zbioréw. Bedziemy zliczaé
funkcje monotoniczne.

Rozwazmy podziat na tancuchy symetryczne C zadany przez konstrukcje z nawiasowaniem. Kazdy tancuch
C' € C ma ustalone elementy sparowane, a zmieniaja sie elementy niesparowane. Dla {Ay, ..., Ay} € C, gdzie
Ap C ... C A i k > 2, w zbiorze A; i-ty niesparowany nawias jest ostatnim domknietym. Dla 0 < i < k
istnieje za nim nawias otwarty. Mozemy obréci¢ te nawiasy i sparowac je, tworzac zbior B;, ktory nalezy do
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pewnego krotszego tancucha w C (sa w nim dwa nowe sparowane nawiasy). Zauwazmy, ze A;_1 C B; C A;11
(do A;_1 nie naleza oba elementy, ktore obrocilismy, tworzac B;, a do A; 1 naleza).

Bedziemy definiowaé¢ funkcje monotoniczng f, zaczynajac od najkrotszych taricuchéw w C. Na tych dlugosci
co najwyzej 2 (istnieja, bo srodkowe poziomy sa wicksze od niesrodkowych, wiec taricuchy zawierajace cos
z niesrodkowych poziomoéw nie pokryja srodkowych) mamy maksymalnie 3 opcje (oba elementy dostaja ta
sama lub rozne wartosci). Rozwazmy laricuch {Ag,..., Ax} i zbior {By,...,Bi_1} zbioréw otrzymanych
z elementow taiicucha przez opisane wyzej przeksztalcenie. Funkcja f jest juz na nich zdefiniowana. Jesli
f(B1) =1, to f(A2) = 1 z monotonicznosci i pozostaje nam wybor wartosci na dwoch zbiorach z rozwazanego
tancucha. Jesli f(Br—1) = 0, to f(Ax—2) = 0 z monotonicznosci i ponownie pozostaje nam wybor wartosci
na dwoch zbiorach. Jesli f(By) =01 f(Bk—1) = 1, to istnieje takie i € [k — 2], ze f(B;) =01 f(Bi+1) = 1.
Wtedy z monotonicznosei f(A;—1) =01 f(A4;+1) = 1, wiec réwniez zostaly nam do wybrania dwie wartosci.
Zatem dla kazdego z (Lg J) taiicuchéw mamy mozliwo$é dokonania co najwyzej 3 wyboréw, czyli razem

n
2

mamy 3 12} mozliwosci. |

Definicja. Dla zbioru B C ([Z]) jego cieniem dolnym nazywamy zbior AB = {A: Ipep e A = B\ {z}},

a cieniem goérnym nazywamy zbior VB = {A : 3BeB e\ A= BU {x}} Elementy cienia odpowiednio
traca lub zyskuja jeden element — cieni jest obcieciem stozka do najblizszego poziomu.

Twierdzenie (rozmiar cienia). Dla B C <[Z}> zachodzi

k

>__ v
AB> —1 1B 1)
n—=k
>
v = 218 )

z czego wynika, ze |AB| > |B| dla k > 241 oraz [VB| > [B] dla k < 251,

Dowdd. Zliczamy moc zbioru W = {(A,B) : B € B,A € AB, A C B}. Jest onaréwna k|B|, bo kazdy element
B ma dokladnie k swoich elementéw cienia. Jednoczesnie kazdy element cienia moze mieé¢ co najwyzej
n — (k — 1) swoich nadzbioréw w B, wiec |W| < |AB|(n — k + 1), co dowodzi (1). Podobne zliczenie dla
gornego cienia (kazdy element B ma n — k swoich elementéw cienia, element cienia ma co najwyzej k + 1
elementow B) daje (2). [ |

Twierdzenie (Sperner, 1928; cienie). Najwiekszy antytaricuch w B,, ma rozmiar (LZJ)'
2

Dowdd. Niech A bedzie antylaricuchem w B, i niech A; = AN ([?]). Jesli i = min{j : A; # 0}, to dla
i < 251 zbier A = (A\ A;) U VA; ma wigksza moc od A oraz dalej jest antylanicuchem — jesli co$ jest
nad cieniem gérnym A;, to jest tez nad A;, wiec A nie bylby antylaricuchem. Podobnie, jesli wezmiemy
k = max{j: A; # 0} i bedzie k > L. Mozemy wiec po kolei przesuwaé kolejne poziomy blizej srodka
kraty. Jesli 2 1 n, to mozemy wybra¢ dowolny ze srodkowych pozioméw, bo nieréwnosci z cieniami na to
pozwalaja. |

Definicja. Rodzina zbiorow F jest przecinajaca sie, jesli Vg prer F N EF' (.

Twierdzenie. Najwicksza rodzina przecinajaca sie w B,, ma rozmiar 2"~ 1.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla rodziny przecinajacej F nie moze jednoczeénie zachodzi¢ X € F i X € F. Zatem
jest |F| < 2"~1. Przyktadem takiej rodziny moga byé¢ wszystkie podzbiory B,, zawierajace 1. |

Twierdzenie (Erdés-Ko-Rado; 1961). Niech F C ([Z]) bedzie przecinajaca sie i niech 2k < n. Maksymalny
rozmiar F to (Zj)
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Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze dla 2k > n mozna wziaé F = ([Z]), bo wszystkie takie zbiory musza sie
przecinad.

Faktyczny dowod zaczniemy, rozwazajac o, bedace cyklem z elementow [n]. Przedziatem k-elementowym w
o nazwiemy ciag k elementéw wystepujacych kolejno w o. Pokazemy, ze do F moze nalezeé¢ co najwyzej k
przedzialow. Zalozmy, ze X = {x1,...,2} € F jest przedzialem w 0. Zauwazmy, ze pary przedzialow, z
ktorych jeden ma prawy koniec w x;, a drugi ma lewy koniec w z;41 dla i € [k] sa jedynymi przedziatami,
ktore moga naleze¢ do F i co najwyzej jeden z kazdej pary nalezy do F (bo musza sie wzajemnie przecinaé
i przecina¢ X, a z 2k < n nie moga "polaczy¢ sie" z odpowiednim przedzialem z drugiej strony). Zatem
zbior W = {(X,0) : X € F,o cyklem w [n], X przedzialem w o} ma co najwyzej k(n — 1)! elementéow (po
k na kazdy cykl). Jednoczesnie kazdy zbior z F mozna dopeié¢ do cyklu, stawiajac go na poczatku cyklu

i permutujac jego elementy i pozostale elementy, co daje nam |W| = |F|kl(n — k)!, zatem |F| < % =

n—1
(:"0)-
Aby znalezé rodzine spelniajaca to ograniczenie, wystarczy ustalic € [n] 1 wzia¢ wszystkie elementy

([n] \{z}

P ) z dorzuconym . ]

Twierdzenie (k-kaskadowa reprezentacja liczb naturalnych). Niech m,k € Nj. Istnieja takie liczby ap >

Ag—1 > ...> a5 >s>1, 7e
[ ak ag—1 Qs
m_(k)+<k_1)+...+<s),

a ponadto taka reprezentacja jest jedyna.

Dowdd. Istnienie dowodzimy indukujac sie po (k,m), dla k = 1 mamy m = (T), dla m =1 mamy m = (’]z)

W kroku indukcyjnym niech a, = max{a: ({) < m}, mamy m = (%) + m/, a m’ z indukcji ma (k — 1)-

kaskadows reprezentacje (lub jest réwne 0, co koriczy konstrukeje), w ktorej jest ax—1 < ag, bo inaczej

m > (%) + () = (*") wbrew definicji a.

Zalézmy nie wprost, ze taka reprezentacja nie jest jedyna, a m jest minimalnym przyktadem tego. Wtedy
(ll_/

m = (“k’“) +...+ (“;) = (ak;) +...+ ( 5 ) i ar # a), (inaczej mozna odjac¢ te same czynniki i otrzymaé mniejszy
kontrprzyktad). Bez straty ogolnosci ap, > a). Wtedy jednak (a,ff)—l—. . .—&—(Z;,’) < (“";1)—1—(“;:12)—#. . +(a"1_k) <

k .
n—1+1 n+k
(“k’“) < m, co daje sprzecznosé¢ (druga nieréwnos$é¢ wynika z tozsamosci E ( ; + > = < —]: >) |
i=0

Definicja (colex). Na zbiorze (2’) definiujemy porzadek koleksykograficzny: dla A, B C N jest A <., B
wtedy i tylko wtedy, gdy max(A = B) € B. Oznacza to, ze o porzadku colex decyduje ostatni (najwiekszy)
rozniacy sie element — stad nazwa.

Twierdzenie (Kruskal, 1963; Katona, 1968). Niech F C (})) i |F|=m = (%) + (47) + ...+ (*). Wtedy

k—1
ag ar—1 Qg
> . .

Co wiecej, takie ograniczenie jest najlepsze mozliwe.

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze istnieje rodzina spelniajaca to ograniczenie. Wezmy rodzine C(m, k) pierw-
szych m elementow z (I,j) w porzadku koleksykograficznym. Majac zadana k-kaskadowa reprezentacje m
widzimy, ze C(m, k) skltada sie z ([ak*‘]), zbioréw powstatych przez dodanie {ax + 1} do ([‘;C’“:f]), dodanie

{ax +1,a-1 + 1} do (‘;’“_*22) i tak dalej, az do zbiorow powstalych przez dodanie {ax + 1,...,as41 + 1} do

([“;]) — bierzemy tyle ile sie da na najmniejszym mozliwym zbiorze, potem zostaja nam zbiory, w ktérych

jest liczba o jeden wieksza i rekurencyjnie bierzemy mniejsze zbiory. Cien takiej rodziny sktada sie z (I[C‘l_"l),

zbiorow powstalych przez dodanie {ax + 1} do ([‘2’“_*21]), dodanie {ay + 1,a5—1 + 1} do (‘2’“_*;) i tak dalej, az

do zbioréw powstaltych przez dodanie {ax +1,...,a541 + 1} do (gﬂ) — biorge cien kolejnych z tych zbiorow
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usuniecie ktéregos z wyréznionych elementéw da nam jeden z otrzymanych wezesniej zbioréw, wszystkie inne
dadza cod nowego. To daje nam poszukiwang wielkos¢ cienia.

Pokazanie, ze osiagnieta wartos¢ jest faktycznie najmniejsza, przebiega identycznie jak dowdd twierdzenia
Lovasza, z tym, ze trzeba wielokrotnie stosowaé rekurencyjny wzér na wspotczynniki dwumianowe. |

Definicja. Niech F C (JZ ) dla pewnego k > 1 oraz ustalmy ¢ > 2. Operator przesuniecia .S; tworzy nowa
rodzing S;(F) = {Si(F) : F € F}, gdzie

sy~ {ENVEIULY Jeslii € F1 ¢ Foras F\{i}U{1} ¢ 7,
O\ F W przeciwnym razie. ’

Jesli S;(F) = F z powodu istnienia juz przesunietego zbioru w rodzinie, to méwimy, ze F zostal zablokowany.

Lemat 1. Dla kazdego skoticzonego F C (}}) ii > 2 jest |S;(F)| = |F|.

Dowaod. Roézne zbiory sa przesuwane w rézne zbiory, a zbior nie zostanie przesuniety, jesli jego przesuniecie
juz jest w rodzinie. [ |

Lemat 2. Dla dowolnego skoriczonego F C (21) i dowolnego i > 2 jest AS;(F) C S;(AF).

Dowdd. Dowod wymaga rozwazenia czterech przypadkow. Przypusémy, ze E € AS;(F), wiec E = S;(F)\{z}
dla pewnego F' € F iz € S;(F).

Najpierw zalozmy, ze 1,4 ¢ S;(F). Poniewaz 1 ¢ S;(F), musimy mie¢ S;(F) = F, a zatem E C F. Zatem
E € AF, aponiewaz i ¢ E, to S;(E) = E. W zwiazku z tym E € S;(AF).

Teraz przypusémy, ze 1,i € S;(F). Poniewaz i € S;(F), mamy S;(F) = F, a zatem E € AF, jak wczesniej.
Jeslix # 1,to 1 € E, izatem F = S;(E) € S;(AF). Jesli z = 1, to E' = E\ {i} U{l} C F, a zatem
E' € AF. To oznacza, ze E jest zablokowane i S;(E) = E, co implikuje E € S;(AF).

W trzecim przypadku przypusémy, ze S;(F) N {1,i} = {i}. Poniewaz ¢ € S;(F), musimy mieé¢ S;(F) = F.
Jednakze, jako ze i € F'i1 ¢ F, F musialo by¢ zablokowane przez F' = F \ {i} U {1} € F. Poniewaz
ECS(F)=F, E€AF. Jeslixz =1i,toi ¢ E,izatem E = S;(E) € S;(AF). Jesli x # i, to E byloby
zablokowane przez E' = F'\ {z} € AF, i zatem E = S;(E) € S;(AF) rowniez w tym przypadku.

Ostatni przypadek to gdy S;(F) N {1,i} = {1}. Zauwazmy, ze i ¢ E i zatem S;(F) = E. W zwiazku z
tym, jesli E € AF, to E = S;(E) € S;(AF). Jesli F nie przesunal sie, to F' = S;(F) i E € AF. Jesli F
przesunal sie, to S;(F) = F'\ {i} U{1}. Jesli z = 1, to E C F i zatem jak wczesniej E € AF. Jesli z # 1,
niech £ = E\ {1} U {i} i zauwazmy, ze £’ C F, i zatem E' € AF. Wtedy albo F € AF, albo E’ nie jest
zablokowane przed przesunieciem, i E = S;(E’) € S;(AF). To koriczy analize przypadkow. ]

Definicja. Rodzing F C (}) nazywamy stabilna, jesli S;(F) = F dla kazdego i > 2.

Lemat 3. Dla kazdej skoniczonej rodziny F C (I,j) istnieje rodzina stabilna G C (I,j) taka, ze |G| = |F]| i
AG] < [AF).

Dowdd. Dla stabilnej F mozna wzia¢ G = F, a inaczej mozna wzia¢ F' = S;(F) # F dla pewnego i > 2 —
Lematy 11 2 daja pozadane wielkosci odpowiednich zbiorow. Mozemy w ten sposob przesuwaé rodzine, poki
sie da. Ten proces sie zakoriczy, bo kazde przesuniecie zwieksza liczbe zbioréw zawierajacych 1. |

Lemat 4. Dla kazdej stabilnej rodziny F C (21) zachodzi AFy C Fy, gdzie F = Fo UF, i Fo ={F € F:
1¢ Floraz Fi ={F e F:1e€F}iF ={F\{1}: F € Fi}.

Dowdd. Przypusémy, ze E € AFy. Wowcezas musimy mieé F = F \ {«} dla pewnego F € F; oraz = € F.
Poniewaz F' € Fy, x > 2. Poniewaz F jest stabilna, to S, (F) = F, a zatem S, (F) = F. To oznacza, ze F byt
zablokowany, wiec F' = F\{z}U{1} € F i w szczegdlnosci jest w Fy. Zatem E = (F\{z}U{1})\{1} € 7. A

Lemat 5. Dla kazdej stabilnej rodziny F C (}) zachodzi |AF| = |Fj| + |AF]|, gdzie F = Fo U F i
Fo={FeF:1¢Fyoraz Fy={FeF:1eF}iF ={F\{l}:FeF}
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Dowdd. Oczywiscie mamy AF = AFy U AF;. W Lemacie 4 pokazalismy, ze AFy C Fj. Niech F’ =
{FU{1}: F € AF]} Pokazemy, ze AF; = F; UF". Te dwa zbiory sa rozlaczne (elementy tylko jednego
zawieraja 1), a w pierwszym z nich zawiera sie Fp, wiec da nam to zadana roéwnosé.

To, ze 1 € AF;, wynika z jego definicji, poniewaz dla kazdego F’ € F{ mamy F' = F \ {1} dla pewnego
F € F;. Usuniecie elementu i dodanie 1 do elementu Fj (przy definiowaniu F”) mozna zrobi¢ w odwrotnej
kolejnosci, wiec F” C AF;. Jednoczesnie w tych dwoch zbiorach znajduja si¢ wszystkie elementy cienia F; —
jedne z nich powstaja przez usuniecie 1, a drugie przez usuniecie czegokolwiek innego. To dowodzi zawierania
w druga strone i koriczy dowod. |

Twierdzenie (Lovasz, 1979). Niech F C (E) i|F|=m=(}), gdzie x € R. Wtedy

x
> .
AF| > (k_ 1)

Dowdd. Przeprowadzimy indukcje po (k,m). Dla k = 1 cien zawiera zbior pusty i wymagamy od niego
rozmiaru 1. Dlam = 1 = (f) cien sktada si¢ z k = (kkl) elementéw. Dalej zaktadamy, ze k,m > 2.
Z Lematu 3 mozemy zalozy¢, ze F jest stabilna. Niech F = FoUF i Fo = {F € F : 1 ¢ F} oraz
Fi={FeF:1€F}iF| ={F\{1}: F € Fi}. Pokazemy, ze |F{| > (;_}).

Zalozmy, ze tak nie jest. Mamy m = |F| = | Fo|+|F1| oraz | F{| = | F1|, zatem | Fo| > (3)— (5~ ) (1;1) Dla
stabilnej rodziny F rodzina F; jest niepusta i |Fo| < m, wiec z indukcji i Lematu 4 jest |F;| > |AFo| > ( )
co daje sprzecznos¢ z zalozeniem nie wprost.
x
(:24)
|

Z indukcji mamy teraz |AF]| > (771). Z Lematu 5 mamy wiec |AF| = |F{|+|AF(| > (721) + (173)
co konczy dowdd.
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