Matematyka Dyskretna, Ramsey Maciej Mikotajczak

Twierdzenie. Dla kazdego n € Nj istnieje N € N takie, ze kazde N punktéw na plaszczyznie zawiera n
punktéw w pozycji ogélnej lub n punktéw lezacych na jednej proste;j.

Dowdd. Bierzemy N > R(®)(n,n), kolory: trojka wspotliniowa lub nie. |

Twierdzenie (Erdés-Szekeres). Niech n € Nj. Dowolny zbior N > R®)(n,n) punktéw na plaszezyznie w
pozycji ogblnej zawiera n punktéw w pozycji wypukte;j.

Dowaod. Ustalamy kolejnosé na punktach. Kazda tréjka w zadanej kolejnosci jest zorientowana clockwise lub
counterclockwise. Wielokat zawierajacy tylko tréjki jednej orientacji jest wypuktly, a odpowiednig ich ilos¢
daje wybor N. ]

Twierdzenie. Dla ¢t € N3 niech L(t) bedzie réownaniem x1 + ...+ x¢—1 = ;. Dla dowolnego k € N; it € N3
istnieje N € N takie, ze dla dowolnego kolorowania ¢ : [N] — [k] istnieje monochromatyczne rozwiazanie
L(3).

Dowdd. Bierzemy N = R (k;t), kolorowanie ¢’ ({x,y}) = ¢(|z—y|) ma monochromatyczna klike {y1,...,y:}.
Niech y3 <y < ... <y. Kltadac 1 = y2 —y1,...,T4—1 = Yt — Yt—1, Tt = Yy — y1 mamy to, co chcemy W

Twierdzenie. Dla dowolnego k£ € Nj istnieje N € N takie, ze dla dowolnej liczby pierwszej p takiej, ze
p > N réwnanie
2F +yF =2 (mod p)

ma nietrywialne rozwiazanie w liczbach caltkowitych, czyli takie, ze p nie dzieli -y - z.

Dowdd. Niech p > S(k). Podgrupa G}, = {z¥ mod p: x € Zy} ma rzad L—n (bierzemy kolejne potegi

ged(k,
generatora Z,), wiec ma ged(k, p — 1) < k warstw, kolorujac elementy Z,, po tym, to jakiej warstwy naleza,
mamy z twierdzenia Schura rozwiazanie x +y = 2z (mod p) w jednej warstwie, czyli ajz* + a;y* = a;2*
(mod p), a to daje teze. [ ]

Twierdzenie. Zachodzi S(k) = Q(3%), gdzie S(k) to liczba Schura.

Dowdd. Majac kolorowanie ¢ : [n] — [k] bez trojki Schura mozna zdefiniowaé kolorowanie ¢’ : [3n + 1] —
[k + 1]:
c(i), i€ n]
di)=1¢ k+1, te{n+1,....2n+1} |
c(i=2n-1), ie{2n+1,...,3n+1}

ktore tez nie ma trojki Schura (z + y = z mozliwe tylko dla z € [n] iy € {2n 4+ 1,...,3n + 1}, ale wtedy
analogiczna trojka bedzie istnie¢ w ¢), zatem jesli S(k) = n+1, to S(k+1) > 3n+2 = 35(k) — 1. Indukcyjnie
pokazujemy S(k) > 32—“ |
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