Matematyka Dyskretna, teoria Ramseya Maciej Mikotajczak

Definicja. Liczba Ramseya R(p)(k;ﬁl,ﬁg, ..y lg), gdzie k > 1,¢; > p > 1 to najmniejsza taka liczba N, ze
dla kazdego kolorowania c : (UZ]) — [k] istnieje X C [N] oraz « € [k] takie, ze |X| = ¢, oraz (?) Cc Ha),
czyli kazdy podzbiér X jest kolorowany tym samym kolorem i X spelnia ograniczenie wielkosciowe dla tego
koloru.

Twierdzenie (Ramsey, 1930). Liczba Ramseya R®) (k; 01,02, ..., 0) jest dobrze zdefiniowana, czyli istnieje
liczba spelniajaca taka wlasnosé.

Dowdd. Zastosujemy indukeje po (p,k, >, ¢;). Dla p =1 jest R (K by,...,4,) < >ty adlak =1 jest
RW(1;4y) < €. Jedli Fjeppy €5 = p, to RW (ks by, 0) = R (k — 1;01,...,4;_1,Lj41,...,0), bo albo
jest cokolwiek koloru j i warunek jest spelniony, albo nie ma i trzeba szukaé pozostatych. Dalej zaktadamy
p, k> 2oraz Viep £; > p+ 1.

Niech L; = R®) (k; £y,...,0;—1,...,4;) (istnieje z indukeji). Niech N = 14+ R®~Y(k; Ly, ..., Ly). Pokazemy
RW(K:ty,...,0;) < N. Rozwazmy dowolne ¢ : (UZ]) — [k] 1 wybierzmy dowolne v € [N]. Definiujemy
d ([1\;]&{171}) — [k] ktadac ¢/(X) = ¢(X U{v}). Z definicji N w ¢ istnieje monochromatyczny zbiér Y o
Y| = L, dla pewnego « € [k]. Z definicji L, istnieje w nim dla ¢ monochromatyczny zbior wielkosci £,
gdzie j # a lub wielkosci £, — 1 (oznaczmy go T') — wtedy rozwazamy T U {v}, ktory jest rozmiaru ¢, i jest
monochromatyczny, bo ¢’ pokolorowalo wszystkie zbiory kolorem «, wiec nowe podzbiory zawierajace v nic
nie psuja. W obu przypadkach spelnilismy wymagania monochromatycznosci, co dowodzi zadanej nier6wnosci
i koniczy dowdd. |

Twierdzenie (Erdds). Zachodzi R (¢, ) < 4°.

Dowdd. Niech k > 1,/ > 2. Ustalmy N = 22~ i dowolne kolorowanie c¢ : ([g]) — [2]. Zdefiniujemy
indukcyjnie ciag (vi)icj2q taki, ze dla kazdego i € [2¢ — 1] rodzina {{vi,vit1},{vi,vig1}, ..., {vi,v2e}}
jest monochromatyczna oraz ciag podzbiorow [N] postaci (Vi)icpag, gdzie Viepg [Vil > 226—%_ Ustalmy
vy = 1 oraz Vi = [N]. Majac zdefiniowane v;, V; definiujemy R; = {v € V; \ {v;} : c({vi,v}) =1} oraz B; =
{v e V;\{vi}: e({vs,v}) = 2}. Mamy max(|R;|,|B;|) > [W—‘ = [%—‘ = 22-i=1 Definiujemy
Viy1 jako wiekszy ze zbioréw R;, B; oraz v;1; jako dowolny element V; 1. W ten sposob ciag (v;)ic[2¢ bedzie
spelnial zadane wtasnosci, a wiec bedzie musial w nim istnie¢ podciag dlugosci ¢ taki, ze wszystkie jego
dwuelementowe podzbiory sa monochromatyczne. Ostatecznie mamy R()(¢,¢) < 22¢=1 < 4°, [ |

Twierdzenie (Erdds). Zachodzi R®) (¢, () > \/ﬁz.

Dowdd. Wszystkich 2-kolorowan zbioru ([g ]) jest 2(%). Kolorowanie nazwiemy zlym, jesli istnieje dla niego
monochromatyczny podzbior [N] wielkosei £. Niech Y C [N] i |Y| = 4.
Zdefiniujmy By = {c : ([g]) — [2] : Y jest monochromatyczny na c}. Zbiér B = UYQ[N],\Y|:€ By jest zbio-
N

rem wszystkich zlych kolorowar. Nierownosé |B| < 2(%) implikuje R (£,¢) > N. Mamy |B| <

3
ZYC[N] Iy |=¢ |By| = (]X) 2(3)-0) . 2, gdzie rownosé¢ wynika z tego, ze dla zadanego zbioru dowolnie wy-
bieramy jego kolor i dowolnie kolorujemy pozostale pary. Mamy z kolei (]Z ) < ]Z—f < 2//\]% Dla N < 2¢/2
ostatnia nieréwnos¢ daje nam (7)) < 2(2)=1 o dowodzi |B| < 2(2) i koticzy dowod. [ |
Twierdzenie (Erdds-Szekeres). Zachodzi R (s,t) < (SJSF:Q)
Dowdd. Zastosujemy indukcje po s+t. Dla s =t = 2 jest R®)(2,2) = 2. Niech N = R®)(s—1,t)+R®)(s,t—
1). Pokazemy, ze R(s,t) < N, co indukecyjnie da teze. Niech ¢ : ([1;/]) — [2] i v € [N]. Przez A oznaczymy
zbiér tych elementow [N], ktore w parze z v sa pokolorowane kolorem 1. Analogicznie definiujemy B dla
koloru 2. Mamy |A|+ |B| +1 = N. Jesli |A| > R®) (s —1,t) lub |B| > R® (s,t — 1), to istnieja odpowiednie
zbiory — albo wewnatrz A lub B, albo po dodaniu do znalezionych zbiorow v. Ktéras z tych nieréwnosci musi
zachodzié, bo inaczej suma ich mocy jest za mata. |
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Twierdzenie (Schur). Dla dowolneg

0 tnieje N takie, ze dla kazdego kolorowania c¢ : [N] — [k]
istnieja x,y,2 € [N] : x +y = z oraz c¢(z

k> 2is
) = cly) = ¢(2).

Dowdd. Ustalmy k > 2iwezmy N = R (k;3,3,...,3). Dla dowolnego kolorowania c : [N] — [k] kolorowanie
c ([g]) — [k] zadane przez ¢/ ({z,y}) = c(Jz — y\) ma monochromatyczng trojke i, j, k. Niech bez straty
ogolnosci niech ¢ < j < k. Mamy ¢(j — i) = c¢(k — i) = c(k — j), wieckladac e = j -4, y=k —j,z =k —1
mamy teze. |

Definicja. Méwimy, ze zbiér punktéw na plaszczyznie jest w pozycji ogélnej, jesli zadne trzy nie sa wspol-
liniowe.

Twierdzenie (Happy Ending Problem; Esther Klein). W dowolnym zbiorze 5 punktéw na plaszczyznie w
pozycji ogbélnej pewne 4 tworzg czworokat wypukty.

Dowadd. Jesli otoczka wypukla tych pieciu punktow ma 5 albo 4 punkty, to teza jest oczywista. Rozwazmy
sytuacje, gdy otoczka wypukla jest trojkatem.

Umieszczajac piaty punkt w dowolnym z powstalych tréjkatéw otrzymujemy czworokat wypukly powstaly
z punktu w §rodku tréjkata i odpowiednich wierzchotkéw trojkata. |

Twierdzenie (Erdds-Szekeres; przez happy ending problem). Dla kazdego n > 1 istnieje N takie, ze dla
dowolnych N punktéw na plaszczyznie w pozycji ogdlnej pewne n z nich tworzy wielokat wypukty.

Dowaod. Na poczatek zauwazmy, ze jeSli dowolne 4 z n punktéw w pozycji ogdlnej tworza czworokat wypu-
kty, to wszystkie n punktow tworzy wielokat wypukty. Zalézmy nie wprost, ze jaki§ punkt lezy we wnetrzu
otoczki wypuklej takiego zbioru. Po striangulowaniu otoczki ten punkt lezy w ktéryms z trojkatow. Czwo-
rokat zlozony z tego trojkata i punktu w nim nie jest wypukly, a wiec nie wszystkie czworki sa wypukle —
sprzecznos¢.

Niech N = R®(2;n,5) i niech X bedzie dowolny zbiorem N punktéw w pozycji ogolnej. Definiujemy
. X . . 1 Y wypuktly ., i

kolorowanie ¢ : (%) — [2] zadanie przez ¢(Y) = { 9 Y wkleshy - Teraz albo mamy zbiér n punktow,

gdzie kazda czworka tworzy czworokat wypukly (a wiec calosé tworzy wielokat wypukly), albo 5 punktow,

gdzie kazda czwoérka tworzy wielokat wklesty — to jednak nie moze zaj$¢ na mocy Happy Ending Problem. W

Definicja. Zbiér k punktéw na plaszczyznie w pozycji ogdlnej takich, ze zadnym dwoém nie powtarza sie
zadna wspoélrzedna nazwiemy k-kubkiem, jesli dla kazdej pary tych punktéow wszystkie punkty pomiedzy
nimi (to znaczy dla punktéw o wspoélrzednych a1, zo wszystkie punkty o wspolrzednej x; : 1 < x; < x2)
leza ponizej linii prostej puszczonej przez te dwa punkty. k-kubek jest k-katem wypuklym.

Definicja. Zbiér k punktéw na plaszczyznie w pozycji ogélnej takich, ze zadnym dwoém nie powtarza sie
zadna wspoélrzedna nazwiemy k-czapka, jesli dla kazdej pary tych punktéw wszystkie punkty pomiedzy nimi
(to znaczy dla punktéw o wspolrzednych x,xzo wszystkie punkty o wspolrzednej x; : 1 < x; < x2) leza
powyzej linii prostej puszczonej przez te dwa punkty. k-czapka jest k-katem wypuklym.
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Twierdzenie (Erdgs-Szekeres; przez czapki i kubki). Dla kazdego n > 1 istnieje N takie, ze dla dowolnych
N punktéw na plaszczyznie w pozycji ogélnej pewne n z nich tworzy wielokat wypukty.

Dowdd. Niech X bedzie zbiorem punktéw na plaszczyznie w pozycji ogolnej takich, ze zadnym dwém nie
powtarza sie zadna wspohrzedna (Yatwo uzyskaé ze zwyklych punktow w pozycji ogdlnej — wystarczy zrotowaé
wzgledem dowolnego punktu, punktow jest skoriczenie wiele, wiec zawsze sie da).

Przez f(k,l) oznaczmy najmniejsza liczbe M taka, ze dla |X| = M zbior X musi zawiera¢ k-kubek lub
l-czapke. Mamy f(k,2) = f(2,1) =2. Niech N = f(k —1,1) + f(k,l — 1) — 1. Pokazemy, ze f(k,l) < N.

Niech | X| = N. Jesli w X jest l-czapka, to koniec. Zakltadamy, ze nie ma i rozwazamy zbior

E = {x € X : istnieje (k — 1)-kubek w X taki, ze jego najbardziej prawy punkt to z}. Mamy |E| > f(k,l —
1), bo mozemy dodawac kolejne znalezione krarice kubkow do E i dalej rozwazaé zbior X bez nich — dopdki
ma odpowiednig wielko$¢, znajdziemy (k — 1)-kubek. Jesli E zawiera k-kubek, to konczymy dowod. Inaczej
zawiera (I — 1)-czapke. Istnieje wiec punkt x € F, ktory jest lewym koricem pewnej czapki i jednoczesnie
(z definicji E) jest prawym koricem pewnego kubka. Niech y bedzie punktem kubka sasiadujacym z z, a z
punktem czapki sasiadujacym z x. Rozwazmy prosta yz — x moze leze¢ pod nig lub nad nig. Jesli lezy pod
nia, to mozna rozszerzy¢ (k — 1)-kubek o punkt z, a w przeciwnym wypadku mozna rozszerzy¢ (I — 1)-czapke
o punkt y (jak na rysunku).

z

Definicja. d-wymiarows kostka o boku m nazywamy zbior [m]? = {(x1,...,24) : ¥; x; € [m]}.

Definicja. L C [m]? nazywamy linia kombinatoryczna, jesli istnieje zbiér I C [d] oraz {yi}ie[d]\ ; takie, ze
L jest postaci {(z¢,...,29) : @ € [m]}, gdzie

o | « 1€l
Ty ield\T

czyli istnieje zbiér wymiaréw, na ktorych wspoédlrzedne rosna od 1 do m, a na pozostatych sa ustalone. Zbior
I nazywamy aktywnym zbiorem.

Twierdzenie (Hales-Jewett). Dla kazdego m,k > 1 istnieje liczba N = HJ(k, m) taka, ze dla kazdego
kolorowania c : [m]™ — [k] istnieje monochromatyczna linia kombinatoryczna.

Dowdd. Dla linii kombinatorycznej L niech L™ i LT oznaczaja jej pierwszy i ostatni punkt. Méwimy, ze
linie Ly, ..., Ls sa zogniskowane w f, jesli LZ'-|r = f dla kazdego i € [s]. Dodatkowo mowimy, ze sa kolorowo
zogniskowane, gdy wszystkie linie L; \ {f} sa monochromatyczne i w innym kolorze. Przeprowadzimy dowod
indukcyjny po m. Baza m = 1 jest oczywista (istnieje tylko jeden punkt kostki).

Zdefiniujmy T = FHJ(k,s,m) jako najmniejsza taka liczbe, ze kazde k-kolorowanie [m]” albo zawiera mo-
nochromatyczna linie kombinatoryczna, albo zawiera s kolorowo zogniskowanych linii. Zauwazmy, ze pod-
stawienie s = k daje nam nasza teze, bo co najmniej jedna ze zogniskowanych linii ma wtedy taki sam
kolor, jak punkt zogniskowania. Dowodzac istnienia tej liczby indukujemy sie po s. W bazie s = 1 wystarczy
postawi¢ FHJ(k, 1, m) = HJ(k,m —1) (istnieje krotsza monochromatyczna linia). Niech n = FHI(k, s —1,m)
in' =HIJ(k™",m —1). Pokazemy, ze FHJ(k,s,m) < n+n'.

Wezmy dowolne k-kolorowanie ¢ kostki [m]™*". Mozna dla niego zdefiniowaé (k™" )-kolorowanie ¢’ kostki
[m]”, jako kolorowanie produktowe wszystkich punktow o ustalonych pierwszych n’ wspotrzednych w [m}""‘"/
(zatem kazda kostka [m]" jest osobnym kolorem). Z definicji n’ w ¢’ istnieje linia L w [m]” o aktywnym
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zbiorze I taka, ze skrocona linia L\ {L '} jest monochromatyczna. To znaczy, ze dlaa € [m]*ib,b’ € L\{L*"}
zachodzi ¢((b,a)) = ¢((V',a)). Mozna wiec zdefiniowaé kolorowanie ¢” kostki [m]™ jako ¢”(a) = &((b,a))
dla dowolnego b € L\ {L*}. Monochromatyczna linia w ¢” jest tez monochromatyczna linia w ¢ (ten sam
zbior aktywny, w n’/ pierwszych wymiarach same nieaktywne lezace na L). Zaldézmy wiec, ze w ¢” nie ma
monochromatycznej linii. Z definicji » mamy w ¢ zbioér s — 1 kolorowo zogniskowanych linii Lq,...,Ls_1 0
aktywnych zbiorach Iy, ..., Is_1 i ognisku f. Dla kazdego i zdefiniujmy L} jako linie w [m]”*”' 0 pierwszym
punkcie (L™, L; ) i aktywnym zbiorze I UI;, a L, jako lini¢ o pierwszym punkcie (L™, f) i aktywnym zbiorze
I. O ile w ¢ nie ma monochromatycznej linii, to wlasnie zdefiniowaliSmy s kolorowo zogniskowanych linii
o ognisku (LT, f), bo jesli f byl innego koloru niz wszystkie zogniskowane w nim linie, to L’ bedzie miata
calkiem nowy kolor. To koiiczy dowdd. ]

Twierdzenie (van der Waerden). Dla kazdego m,k > 1 istnieje N taki, ze dla kazdego kolorowania ¢ :
[N] — [K] istnieje monochromatyczny ciag arytmetyczny dtugosci m.

Dowdd. Niech n = HJ(m, k) (najmniejsza taka liczba, ze [m]"(™*) ma monochromatyczna linie kombina-

toryczna w dowolnym k-kolorowaniu) oraz N = n - m. Dla dowolnego kolorowania ¢ : [N] — [k] definiujemy

¢ o [m]" — [k] jako ¢/(z1,...,2,) = c(x1 + ... + x,). Z definicji n dla kolorowania ¢’ istnieje mono-

chromatyczna linia kombinatoryczna {(3:11, coxh) }Z cim] © zbiorze aktywnych wspotrzednych I. Zdefiniujmy

st =al+.. . +al. Jest s"T1 — 5" = |I| (kazda wspolrzedna z I rosnie o 1, inne s stale) i zbior {s'} | Jest

i€[m
monochromatyczny w ¢ (z okreslenia ¢’) — mamy zatem szukany ciag arytmetyczny.

Strona 4/4



