Matematyka Dyskretna, Skojarzenia Maciej Mikotajczak

Twierdzenie. Niech k¥ € Nj i niech G bedzie k-regularnym grafem dwudzielnym. Krawedzie G mozna
podzieli¢ na k skojarzen doskonalych.

Dowdd. Niech podzial wierzchotkow w grafie dwudzielnym to {A, B}. Dla S € A mamy Es C Ey¢s), bo
kazda krawedz z Eg jest przylegla do sasiada czego$ z S. Mamy |Eg| = k|S| i [En(g)| = k|N(S)|, wiec
|S] < |N(S)| iz twierdzenia Halla istnieje skojarzenie nasycajace A, a ze k|A| = |E| = k|B|] = |A| =|B|,
to skojarzenie jest doskonale. Po usunieciu go mamy graf (k — 1)-regularny — indukcja. |

Twierdzenie. Niech k bedzie parzysta i dodatnia liczbg naturalna, a G grafem k-regularnym. Istnieje H C G
taki, ze V(H) = V(G) i H jest suma rozlacznych cykli.

Dowdd. Spéjne skladowe G maja cykle Eulera, tworzymy graf G’ o wierzchotkach v=,vT: jesli w cyklu
Eulera jest v — w, to vtw™ € E(G’). Graf G’ jest dwudzielny (podzial na wierzchotki z plusem i minusem)
i %—regularny (dla kazdego wierzchotka polowa krawedzi jest wchodzaca, a potowa wychodzaca), a wiec ma
skojarzenie doskonale. Po scaleniu wierzchotkow v, v™ (powrocie do G) to skojarzenie daje roztaczne cykle
(kazdy wierzcholek ma doktadnie dwie krawedzie). |

Twierdzenie. Niech G bedzie grafem 3-regularnym bez mostéw. G ma skojarzenie doskonale.

Dowdd. Wezmy S C V(G) i H bedace skltadowa G — S takie, ze 2 1 |H|. Jesli w G jest parzyscie wiele
krawedzi miedzy H a S (powiedzmy 2¢), to w G[H] jest > deg(v) = 3|H| — 2¢, co jest nieparzyste. Zatem
jest nieparzyécie wiele krawedzi miedzy S i H, ale nie jedna, bo nie ma mostéw. Sa wiec co najmniej 3. Zatem
wszystkich krawedzi wychodzacych do S z nieparzystych skltadowych G — S jest co najmniej 3o0dd(G — 5),
ale co najwyzej 3|S|, wiec odd(G — S) < |S] i z twierdzenia Tutte’a istnieje skojarzenie doskonale. [ |

Twierdzenie. Niech G bedzie grafem i k € Ny. G zawiera skojarzenie licznosci k wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego S C V(G) zachodzi odd(G — S) < |S| + |V(G)| — 2k.

Dowdd. Niech d = max{odd(G—S)—|S|}. Bedziemy wykazywaé rownowaznosé z nierownoscia 2k < |V(G)|—
d.

(=) Co najmniej jeden wierzchotek kazdej z odd(G — S) nieparzystych sktadowych musi by¢ skojarzony
z czyms§ z S (wewnatrz jego sktadowej nie mozna zrobi¢ par, bo jest nieparzyscie wiele wierzchotkow), wiec
d wierzchotkéw musi pozostaé¢ bez skojarzenia i sklada sie ono z co najwyzej |V (G)| — d wierzcholtkow.

( <) Widzimy, ze d > 0 ($wiadczy o tym S = @), a d jest tej samej parzystosci, co |V (G)| (parzystosé
odd(G — S) — | S| nie zostanie zmieniona przez zadna z parzystych sktadowych). Tworzymy graf G’, dodajac
do G zbior D o d wierzchotkach tworzacych klike i potaczonych ze wszystkim z V(G). G’ spelnia warunek
Tutte’a: dla S = 0 jest odd(G' — ") = 0, bo jest tylko jedna sktadowa z parzysta iloscia wierzchotkow
(V(G) +d parzyste); jak D C 8’ to G’ — S’ ma jedna sktadowa i 1 < |5’|; jak D C S, todla S = 5"\ D jest
odd(G' = §") = 0odd(G - S) < |S|+d =|5'|, gdzie nier6wnosé¢ wynika z definicji d. Zatem G’ ma skojarzenie
doskonate, a po usunieciu z niego D dalej jest w nim V(G) — d wierzchotkow. |

Twierdzenie. G jest k-spojny wtedy i tylko wtedy, gdy pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami x,y €
V(@) istnieje k wierzchotkowo roztacznych sciezek z x do y.

Dowdd. ( =) Zalozmy, zZe istnieje mniej Sciezek. Dla nieprzylegltych x, y twierdzenie Mengera odpalone na
ich sasiedztwach daje, ze wielko$¢ minimalnego separatora jest rowna ilosci roztacznych Sciezek, wiec musi
istnie¢ krawedz xy (inaczej istnieje separator mniejszy niz k). Rozwazmy graf G’ = G — zy. Istnieje w nim
co najwyzej k — 2 rozdzielnych sciezek x ~» y (w G byto ich co najwyzej k — 1), zatem z twierdzenia Mengera
istnieje separator X : | X| =k — 2, a ze |G'| > k, to istnieje wierzcholek w ¢ X U {x,y}. X rozdziela w od
x lub y (inaczej nowa $ciezka przez w), bez straty ogolnosci od x. Teraz X U {y} oddziela w od  w G i ma
licznosé k — 1, co daje sprzecznoscé.

( <= ) Do odseparowania x i y potrzeba co najmniej po jednym wierzchotku z kazdej z tych Sciezek. |
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Twierdzenie. Graf G jest 2-spojny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych trzech réznych wierzchotkow
x,y,z w G istnieje $ciezka z x do z przechodzaca przez y.

Dowdd. ( =) Dodajmy wierzchotek w przylegly tylko do z, z. Graf dalej jest dwuspdjny, bo w zawsze ma
drugiego sasiada, ktory taczy go z reszta grafu. w i y sa nieprzylegle, wiec odpalajac twierdzenie Mengera
na ich sasiedztwach dostajemy, ze istnieja co najmniej 2 roztaczne Sciezki taczace y i w. Jedna musi iS¢ przez
x, a druga przez z, zatem mamy Sciezke x...y...z.

( <= ) Dla dowolnych trzech wierzchotkéw x,y, z istnieje Sciezka z...y...z, zatem po usunieciu x dalej
istnieje §ciezka y ~~ z. Wobec ich dowolnosci graf jest dwuspdjny. |
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