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NOTATKI

,Narysuymy drzewo DESu dla tego ptaka, ktory jest rybg.”
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1. Zestaw 1

Algorytm 1. Dla danych dwoch stow dtugosei n, m nad alfabetem {0, 1} mozna wyznaczy¢ dtugosé
ich najdluzszego wspoélnego podciagu w czasie O (n2 + m).

Dowdéd. Bedziemy oblicza¢ wartosci dp [n+1] [n+1], gdzie dp[a] [b] oznacza najmniejsze takie k, ze
lcs(A[0:a],B[0:k]) = b — jak maly prefix drugiego stowa jest potrzebny, by otrzymac najlepszy
podciag dla danego prefixu pierwszego stowa. Do tego bedziemy trzymadé tablice f[pos][c]l, w
ktorej trzymamy pierwsze wystapienie znaku c po indeksie pos (wlacznie). Tablice £ obliczamy w
O (2m).

Mamy warunki poczatkowe dp[!'= 0] [0] = 0 oraz dp[0] [!= 0] = +o0. Krok ma postaé

dplal [b] = min(dp[a-11[b]l, fldpla-1]1[b-11]1[A[a-1]1]1+1) — dla danego indeksu w pierwszym
stowie A mozemy albo nie bra¢ znaku pod nim, albo wzia¢ go i wtedy wystarczy nam znalez¢, gdzie
jest pierwszy pasujacy znak w drugim stowie po koiicu krotszego optymalnego stowa. O

2. Zestaw 4

Algorytm 2. Dane sg dwa ciggi liczb catkowitych A oraz B o dtugosciach odpowiednio n oraz m.
Dtugosé najdtuzszego ciagu rosnacego, ktory jest podciagiem obu tych ciagdéw, wyznacza algorytm:
dp[0][5] = dpli][0] = 0
fori=1...ndo
tmp =0
for j=1...m do
if Afi] # B[j] then
apli)[j] = dpli — 1][j]
if A[i] > B[j] then
tmp = max (tmp, dpli — 1][j])
end if
else
dp[i)[j] = tmp + 1
end if
end for
end for
Dowéd. Dynamik dp oznacza dtugosé najdhuzszego wspolnego podciggu rosngcego, ktory koriczy
sie na zadany element B. Rozwazajac krok w dynamiku mamy dwie opcje: ostatni element A nie
jest rowny ostatniemu elementowi B i go ignorujemy albo jest réowny. Wtedy bierzemy go i cofamy
sie do takiego wcze$niejszego elementu B, ktory daje najdtuzszy wspolny podciag ze skroconym A
i jest mniejszy od elementu B[j]. Wyznaczamy go w trakcie trwania algorytmu — jesli rozwazany
element A[i] byt rozny od elementu B[j], to w momencie gdy byl wiekszy, to rozwazana wartosé z
Bl[j] bedzie potencjalnym miejscem w ciagu B, do ktorego skoczymy, gdy B[j| bedzie rowne Al
(rozwazamy caly czas to samo 1). O

3. Programowanie dynamiczne

Algorytm 3 (Odlegtos¢ edycyjna). Mamy dane stowa A i B o dlugosciach n i m. Dopuszczamy
operacje: wstawienie dowolnego znaku w okre$lone miejsce stowa, usuniecie znaku z dowolnego
miejsca w slowie i zamiana znaku na dowolny inny. Minimalng liczbe operacji przeksztatcajacych
A na B wyznacza algorytm:
Cli][0] =
Cl0][5] = j
fort=1...ndo
for j=1...m do
Cli][j] = min{C[i — 1][5] + 1, C[i][j — 1] + 1, C[i — 1][j — 1] + A[i] # B[j]}
end for
end for
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Dziata on w czasie O (nm) i takiej samej pamieci.

Dowdd. Zawsze mozemy wykonywac operacje w takiej kolejnosci, aby ostatnia operacja bylo: usu-
niecie ostatniego znaku (rozwazanego prefiksu) A, dodanie na jego koniec nowego znaku lub zamiana
ostatniego znaku na odpowiedni (jesli nie sa takie same). Zatem sg to jedyne opcje, jakie trzeba
rozwazy¢ przechodzac do nizszej instancji. O

Algorytm 4 (Hirschberga dla odlegtosci edycyjnej). Chcemy rozwiazaé¢ problem odleglosci edycyjnej
z odtwarzaniem rozwiazania w czasie O (nm) i pamieci O (min (n,m)).

Mamy algorytm wyznaczajacy odlegto$é edycyjna w pamieci liniowej: w normalnym algorytmie
zauwazamy, ze wystarczy pamietaé¢ tylko poprzedni i aktualny wiersz, starsze mozna zapominag.
Daje to lepsza ztozono$¢, ale nie mozna odtworzy¢ rozwiazania.

Dzielimy pierwsze stowo na czesci rownej dlugosci. Nastepnie wykonujemy przedstawiony wyzej
algorytm na stowach A[1... %], Bi A[% +1,n]%, B® (R w wykladniku oznacza odwrocenie stowa).
Dostajemy dwie tablice X,Y, jedna mowi ile potrzeba ruchéw do zamiany pierwszej potowy A na
prefiks B kazdej mozliwej dtugosci, a druga to samo dla drugiej potowy A i sufiksow B. Teraz
wyznaczamy takie k, ze X[k] + Y[m — k| jest minimalne. Znajac k, wykonujemy caly algorytm
rekurencyjnie na mniejszych stowach. Baza sa krotkie stowa, dla ktérych mozna wykonaé pelny
algorytm odzyskiwania rozwiazania.

Dowéd. Mamy T (n,m) = T (%,k‘) +T (%,m - k:) + nm, co daje nam T (n,m) = O (nm), czyli
czas sie zgadza. Rozbijajac sie na podzadania mozemy korzysta¢ z tej samej tablicy dtugosci n
(lub m, gdy jest mniejsze) 1 w niej trzymac¢ wyniki obliczeri pomocniczych. Daje nam to ztozonosé
pamieciowa O (min (n,m)). O

Algorytm 5 (Longest Increasing Subsequence). Majac zadang tablice liczb X[1..n] chcemy znalez¢
najdtuzszy podciag rosnacy jej elementow. Zrobimy to obliczajac tablice Q[0..n], gdzie Q[i] zawiera
najmniejszy element, na jaki moze sie konczy¢ rosnacy podciag dlugosci i. Poczatkowo Q[0] =
0, Qi] = co. Dzialamy algorytmem
for i=1...ndo
ind = Q[i].lowerbound (X [¢])

Qlind) =i
P[i] = Q[ind — 1]
end for

ktory korzysta z faktu, ze elementy w @) sa rosnace. Zapisujemy w P mniejszy od X[i] element, na
ktory koniczy sie ciag dtugosci ind — 1, bo jest to dobry poprzednik X[i] w ciagu dtugosci ind.

4. Algorytmy zachlanne 2024-11-10

Algorytm 6 (Kody Huffmanna). Mamy zadany alfabet C' wraz z czestotliwoscia wystepowania kaz-
dego znaku. Chcemy tak zakodowaé znaki z C' za pomoca 0 i 1, zeby warto$é¢ oczekiwana dtugosci
zakodowanego ciaggu byla jak najmniejsza. Jednoczesnie chcemy, zeby ciag byl jednoznacznie de-
kodowalny, czyli zaden kod nie byl prefixem innego kodu. Latwo zauwazyé, ze taki kod mozna
reprezentowaé jako drzewo binarne, w ktérym znaki to liScie a przejécie w prawo oznacza 1 w
kodzie. Budujemy drzewo za pomoca algorytmu:
Q=C
while !Q.empty () do
left[z] =z = Q.pop()
right[z] = y = Q.pop ()
freqlz] = freq[z] + freqly]
Q.push (2)
end while

gdzie @ jest kolejka priorytetowa a z oznacza nowo utworzony wezel. Inaczej mowiac, taczymy dwa
wezly o najmniejszej czestotliwosci w jeden.
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Dowdéd. Zauwazmy, ze kazdy kod jest reprezentowany przez jakie$ drzewo binarne. Optymalny kod
jest reprezentowany przez drzewo pelne (inaczej mozna wsadzié jakis znak do pustego liscia o krot-
szym kodzie). Rozwazmy dowolne optymalne rozwiazanie (drzewo) T'. Jest to drzewo pelne, wiec
beda istniaty dwa liscie lezace na najdtuzszej $ciezce w drzewie, ktore sa swoim rodzenstwem. Zamie-
niajac je ze znakami o najmniejszej czestotliwosci x, y dostajemy rozwiazanie optymalne, w ktérym
x,y maja wspolnego rodzica. Zauwazmy, ze jesli T' jest optymalnym drzewem, w ktérym x,y maja
wspolnego rodzica, to T” powstale przez zastgpienie x,y ich rodzicem z jest optymalne dla alfa-
betu C'\ {z,y} U{z} (gdyby tak nie bylo, to lepsze rozwiazanie dawaloby rozwiazanie lepsze od T
dla C). Zatem mozna zredukowaé¢ problem do mniejszej instancji i dosta¢ poprawng odpowiedz z
wykorzystaniem naszego algorytmu. U

5. Drzewa AVL 2024-11-10

Definicja 1. Drzewem AVL (Adelson-Velsky, Landis) nazywamy drzewo BST, w ktorym dla kazdego
wierzchotka v wysokos¢ poddrzew o korzeniach left(v) i right(v) rozni sie o co najwyzej 1. Roznice
b (v) = h(right (v)) — h (left (v)) nazywamy wspolezynnikiem zrownowazenia (balansem).

Twierdzenie 1. Wysokos$¢ drzewa AVL o n wierzchotkach nie przekracza © (logn).

Dowdd. Jesli drzewo binarne ma n wierzchotkéw, to ma n + 1 lisci zewnetrznych (pustych wskazni-
kow w wierzchotkach). Niech N (k) oznacza najmniejsza mozliwg liczbe lisci zewnetrznych w drzewie
AVL o wysokosci h. Mamy N(0) = 2, N(1) = 3 oraz N(h) = N(h — 1) + N(h — 2), bo minimalne
drzewo AVL o wysokosci h powstaje przez dotaczenie do korzenia dwoch minimalnych drzew o wy-
sokosciach h — 11 h — 2. Zatem N (h) = F(h+ 3), gdzie F(i) jest i-ta liczbg Fibonacciego. Ze wzoru

k—2
Bineta F'(k) > (1+T\/5) ,awiec h+1<logN (h) =log(n+1). O

Algorytm 7 (Rotacje). Podczas dokonywania zmian w drzewie AVL balans wierzchotkow moze zo-
sta¢ zaburzony. Po jednej operacji zaburzony wierzchotek moze przyjaé wartosci balansu 2 lub
—2. Bedziemy naprawiaé takie sytuacje stosujac odpowiednie rotacje wierzchotkéw. Niech X be-
dzie najnizszym wierzchotkiem o zaburzonym balansie i niech Z bedzie jego dzieckiem o glebszym
poddrzewie. Mamy cztery mozliwosci naruszenia warunku AVL:

1. Prawo prawe — Z jest prawym dzieckiem i b(Z) > 0
2. lewo lewe — Z jest lewym dzieckiem i b(Z) <0

3. prawo lewe — Z jest prawym dzieckiem i b(Z) < 0
4. lewo prawe — Z jest lewym dzieckiem i b(Z) > 0

W pierwszych dwoch przypadkach stosujemy rotacje prosta (odpowiednio w lewo i prawo), a w
pozostalych rotacje podwojna (prawo lewa i lewo prawa,).

Algorytm 8 (Rotacja prosta). Mamy wierzchotek X, ktorego dziecko Z ma za duze poddrzewo. W
przypadku, gdy wiekszym poddrzewem Z jest jego zewnetrzne poddrzewo (dla prawego dziecka
prawe, a dla lewego lewe), mozna zastosowaé rotacje prosta. Zamieniamy w niej X i Z miejscami,
a dzieckiem X ktérym wczesniej byt Z staje sie wewnetrzne poddrzewo Z. Po takiej zamianie nie
zmienia sie kolejnos¢ inorder wierzchotkow, a wiec dalej sa dobrze uporzadkowane (jak w drzewie
BST).
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Rysunek 1: Lewa rotacja prosta

Algorytm 9 (Rotacja podwdjna). Mamy wierzcholek X, ktorego dziecko Z ma za duze poddrzewo.
W przypadku, gdy wiekszym poddrzewem Z jest jego wewnetrzne poddrzewo Y, mozna zastosowaé
rotacje podwdjna. Wykonujemy dwie rotacje proste — najpierw Z z Y, a potem X z Y.

Rysunek 2: Rotacja podwojna prawo lewa

Algorytm 10 (Operacje na drzewie AVL). Wstawianie i usuwanie elementéw z drzewa AVL realizu-
jemy tak samo jak w zwyklym drzewie BST. Po wprowadzaniu zmiany musimy zadbaé¢ o to, aby
drzewo dalej bylo zbalansowane. Idziemy do gory od wierzchotka, ktory zostal zmieniony i aktu-
alizujemy odpowiednio wartosci balanséw. W przypadku powstania niezbalansowanego wierzchotka
naprawiamy go odpowiednig rotacja.

5. Drzewa AVL Strona 5/5



	1. Zestaw 1
	2. Zestaw 4
	3. Programowanie dynamiczne
	4. Algorytmy zachłanne
	5. Drzewa AVL

