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Metody Probabilistyczne Informatyki Maciej Mikotajczak

1. Przestrzen probabilistyczna
2024-10-04

Przyktad. Weryfikacja rownosci dwoch wielomianow. F'(x) = H?Zl(:r —a;) i G(z) w innej postaci.

Wymnozenie i sprawdzenie wspotczynnikow dziata w O(d?). Mozna lepiej: wybieramy losowo ze

zbioru {1,...,100-d}, liczymy wielomiany w O(d) i poréwnujemy. Wielomian F(z) — G(z) ma max

d pierwiastkow, czyli jak wielomiany sg rézne, to jest max d miejsc, gdzie algorytm sie pomyli. Czyli

mamy ﬁ szansy na pomytke.

Definicja 1. (92, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna, jesli:
e () — zbior zdarzen elementarnych

e F C 29 — zbiér zdarzeri mierzalnych. F jest o-algebra nad Q (w przypadku dyskretnym
mozemy zawsze wziaé po prostu 2¢)

e P: F — R jest funkcja prawdopodobienstwa. Vger 0 < P(E) < 1, P(2) = 1 oraz dla dowol-
nej przeliczalnej rodziny rozlacznych zbioréw {E;};ien zachodzi P (U;ey Ei) = Y ey P(Ei)

n=1

Uwaga. Dla skonczonego Qi A C Q mamy P(A) =3, ., P ({a}).

Definicja 2. o-algebra to zbior F taki, ze
e DeF
e XeF = Q\XeF

¢ V{Xi:Xie}—}ieN UieN Xi, miEN XieF

Przykfad. Przy sprawdzaniu réwnosci wielomianéw mamy Q = {1,...,100d}, niech E — algorytm
sie pomylit, mamy P ({w}) = Tl()d’ wiec P(FE) = % < ﬁ = 155- Wykonujac k razy mamy

prawdopodobienstwo ( Wlo ) F

Definicja 3. Zdarzenia E, F' sa niezalezne, jesli P(E N F) = P(E) - P(F). Ogolniej F1, ..., Ey sa
niezaleznie, jesli Viczo P (M;es Bi) = [Lics P(Ei).

Definicja 4. Prawdopodobieristwo warunkowe zdarzenia E pod warunkiem F : P(F) > 0 to

P(E|F) = P;,bz;f). Definiujemy tak, bo to oznacza ograniczenie sie z calego ) do samego F.

Dla niezaleznych E, F jest P(E|F) = P(E).

Twierdzenie 1 (Prawdopodobienstwo catkowite). Jesli E1, ..., E, jest podzialem 2 oraz
Viem) P (E;) > 0, to dla dowolnego B € F jest

n n

P(B) =Y P(BNE;) =) P(B|E)P(E;).

=1 =1

Przyktad. Weryfikacja mnozenia macierzy. Trzy macierze A, B, C' € {0,1}™*™. Arytmetyka modulo
2. Sprawdzamy, czy A - B = C. Wymnozenie daje O(n3). Bierzemy R = (rq,...,m,) € {0,1}"
losowo. Obliczamy A (BR) i CR, sprawdzamy czy rowne. Dziata w O(n?). Jesli AB # C i R jest
losowe, to prawdopodobienistwo P (ABR = CR) < 1.

Dowéd. Mamy D = AB —C # 0, ale ABR=CR = DR=0 = Z?=1 dyjr; = 0. D ma

: —S  dyirs
niezerowy element, bso dy1 # 0. Zatem ry = % i jest wyznaczone przez pozostale elementy

wektora. Stosujemy principle of deferred decision — najpierw losujemy {rs,...,7,}, potem dopiero
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Metody Probabilistyczne Informatyki Maciej Mikotajczak

r1. Teraz mamy:

P(ABR=CR) = > P((ABR=CR)N(ra,...,mn) = (z2,...,2n)))
(z2,...,xn)€{0,1}—1

— 2= dijT;
< Z P<<rlzzgnl)ﬂ(rg,...,rn):(xg,...,mn)>

(z2,...,zn)€{0,1} 1

N
— 3 P(rlzz:]dflm|(rg,...,rn):(xg,...,xn)>~

(z2,..,25)€{0,1}" 1

1 1 1
P((’I‘Q,...,’I"n):(Ig,...,zn)): Z 5-271_1:7.
(z2,...s z,)€{0,1} -1

Lemat 1. Dla przestrzeni probabilistycznej (€2, F, P) zachodzi:
1. P(0) =0
2. P(Q\A)=1-P(A4)
3. jesli AC B, to P(B\ A) = P(B)— P(A)
4. jesli A C B, to P(A) < P(B)
5. P(A) <1
6. P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Dowéd. 1. P@®)=P(U,—,0)=> >, P0) = P®) =0
2.1=P(Q)=PQ\AUA) =P(Q\A)+P(A4)
. jak wyzej

3
4. 7z powyzszego i nieujemnosci P (B \ A)
5. z punktu drugiego

6

. P(AUB)=P(A\B)+P(B\ A)+ P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

O
Propozycja 1 (Union bound). Dla dowolnego ciagu zdarzen Ag, Ay, ..., zachodzi
P (U An> <> P(Ay).
n=0 n=0
Dowdd. Definiujemy rodzine { By, }ren jako
B; = A Z =1
Az\(AlLJUAl_l) Z#l
Zdarzenia z { By }nen sa rozlaczne oraz B; C A;, wiec jest
P (U A¢> =P (U Bi) =Y P(Bi) <Y P(A).
i=0 i=0 i=0 i=0
O

2. Zmienna losowa 2024-10-04

Definicja 5. X jest zmienna losowa na przestrzeni (2, F, P), jesli X : Q@ — R i Vper X(F) jest
zbiorem borelowskim nad R (w przypadku dyskretnym ten warunek nie jest konieczny). Dyskretna
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zmienna losowa przyjmuje co najwyzej przeliczalnie wiele wartosci.

Uwaga. Czesto bedziemy chceieli wyznaczy¢ prawdopodobieristwo P (X = a) osiagniecia jakiej$ war-
tosci przez zmienna losowa. W przypadku dyskretnym wynosi ona

P(X=a)= Y  P({s}).

seEQ:X(s)=a

Definicja 6. Zmienne losowe X,Y sa niezalezne, jesli Vg yer P (X =2)N (Y =y)) =P (X =2x) -

P (Y = y). Ogolniej, zmienne losowe X7, ..., X,, sa niezalezne, jesli
V[g[n] v{ﬂﬂi}z‘e[n] P (m (XZ = xt)) = HP(Xz = xi) .
il iel

Definicja 7. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X, oznaczana E [X], to
E(X)=> i -P(X =1i),

gdzie suma przebiega po obrazie X. Warto$¢ oczekiwana moze by¢ nieokreslona, jesli jest nieskon-
czenie wiele wartosci w obrazie i szereg okreslajacy wartosé oczekiwana nie jest zbiezny.

Przyktad. Jesli zmienna losowa X przyjmuje wartoéé 2¢ z prawdopodobieistwem % dla i € Ny, to

E[X]=Y7,2" & = co. Zatem wartos¢ oczekiwana nie jest okreslona.

Twierdzenie 2 (Liniowos¢ wartosci oczekiwanej). Dla dowolnych zmiennych losowych X7,..., X, z
ograniczonymi warto$ciami oczekiwanymi zachodzi

inl :ZE[XZ»].

Dowéd. Dowodzimy dla n = 2, reszta z indukcji. Mamy

E

EX+4Y]=) k-P(X+4Y =k =) (i+j)P(X=i)n (¥ =)
k

.7

=Zizp((X:i)ﬂ(Yzj))-i'zjzp((yzj)ﬁ()(:i))
:Zz’P(X:i)—i—ZjP(Y:j):E[X]+E[Y].

O

Twierdzenie 3 (Mnozenie wartosci oczekiwanej przez stata). Dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ i
zmiennej losowej X zachodzi F [cX] = cFE [X].

Dowdéd. Dla ¢ = 0 oczywiste. Dla ¢ # 0 przeksztatcamy:

E[cX] :ZjP(cX:j):cZ%P (X: J) =c> kP (X =k) = cE[X].
J J k

C

O

Przyktad. Urna z 4 kulami réznych koloréow. 4 razy wyciaggamy kule i zwracamy. Jaka jest oczeki-
wana liczba zaobserwowanych koloréw?
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Dowdd. X — liczba zaobserwowanych kolorow. X; — zaobserwowanie koloru . Mamy P (X; = 1) =
1 (3)". Zatem E[X] = E[X1+ Xo + X3 + Xa =4 (1- (3)*).

Przyktad. n mrowek stoi na kiju dlugosci 1m. Sa zwrocone w rézne strony. Zaczynaja iS¢ przed
siebie, w momencie zderzenia odwracaja sie i ida dalej. Po zetknieciu sie z koricem kija spadaja z
niego. Jaka jest oczekiwana liczba zderzen?

Dowdd. Zauwazmy, ze mozna rozwazaé sytuacje, w ktorej mrowki sie nie odbijaja, lecz przenikajg
— rezultat przenikniecia i zderzenia jest taki sam. W takiej sytuacji dwie mréwki zderza sie tylko,
gdy lewa jest zwrocona w prawo, a prawa w lewo. Zatem warto$é¢ oczekiwana to (g) . i.

3. Wlasnosci wartosci oczekiwanej 2094-10-11

Definicja 8. Rozklad dyskretnej zmiennej losowej to zbior (przeliczalny) {x € R: P (X = z) > 0}.
Po nim s sumy w definicji wartosci oczekiwanej. > P (X =z) = 1.

Propozycja 2. Zachodzi E[f(X)] = > vy - P(f(X)=y) = >, f(z) - P(X = z), podobnie
Elg(X,Y)]=3,,9@xy) P(X=2Y=y).

Przyktad. Niech P (X =n) = 55 dla kazdego n € [99]. = (X, gﬂ) = 502 = 2500 oraz

E[X?]=>,n* 9—19 = % 799*1060*199 ~ 3300. Mamy przyklad E [ 2]

Propozycja 3. Zachodzi E [X?] > E[X].
Dowéd. Niech Y = (X — E[X])*. Mamy

0<E[Y]=E [(X -E [X])Q] —E [XQ —2XE[X]+E [X]Z}
= E[X?] —2BE[X]" + E[X]* = E [X?] - E[X]*.

Definicja 9. Funkcja f : R — R jest wypukta, jesli
Vaor,20,00<1 f (Az1 + (1 = A)2) < Af(21) + (1 — A)f(z2).

Dla funkcji rézniczkowalnej jest to rownowazne dodatniosci drugiej pochodnej.

Twierdzenie 4 (Nieréwnos¢ Jensena). Jesli f jest wypukla, to

E[f(X)] = f(E[X]).
Dowéd. Dowodzimy zakladajac, ze f ma rozklad Taylora. Niech p = F [X]. Z rozwiniecia Taylora
istnieje takie c, ze

Fla) = £ o)+ (=) £+ E ),

Z nieujemnosci drugiej pochodnej jest f(x) > f(u) + (z — ) f'(1), a wiec

E[f(X)) =2 E[f(w) + X —p) f(W] = E[f(W] + f(WEX — 4]
=E[f (E[XD]+ f'(0) (B[X - E[X]]) = f(E[X]),

bo E[X — E[X]] = 0. O
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1 A t
Definicja 10. Indykator zdarzenia A to zmienna losowa Y = { zaszio- Mamy

0 wpp

E[Y]=0-P(Y=0)+1-P(Y=1)=P(Y =1)=P(A).

Definicja 11. Zmienna X ma rozklad dwumianowy z parametrami (n,p) dla n € Ny i p € (0,1),
jeslidla i € {0,...,n} jest P(X =i) = (7)p' (1 —p)""". Mamy

, n\ i
>, PX=9= > <i>p I=-p)" " '=@+0-p)" =1,
1€{0,...,n} 1€{0,...,n}
wiec jest to rozktad.

Zmienna o rozkladzie dwumianowym modeluje sytuacje, w ktérej wykonujemy ciag n niezaleznych
prob, z ktérych kazda ma prawdopodobieristwo sukcesu p i zliczamy liczbe sukcesow.

Propozycja 4. Zmienna losowa X o rozkladzie dwumianowym z parametrami (n,p) ma wartosé
oczekiwana F [X] = np.
Dowdd. Niech X; — indykator sukcesu w i-tym kroku. Mamy E [X] =", E [X;] =

Mozna tez wprost:

Bl =Y (0 -n” _"pz R e

—npzk, =D pt ()" = (ot (1)) = mp

Definicja 12. Warunkowa wartos¢ oczekiwana (dla P (Z = z) > 0) to

ElY | Z=2= ZyP =y|Z=2).

Przyktad. Rzucamy dwiema kostkami. Mamy X; — wynik na pierwszej kostce, tak samo X5. X =
X1 + Xo. Mamy E[X | X3 =2] = 5.5, bo wynik na jednej jest znany a na drugiej ma wartosé
oczekiwang 3.5.

EX|Xi=2=Y,2-P(X=2|X1=2)=33% 0=55

Podobnie E [X; | X = 5] = 2.5, bo na kazdej tyle samo a razem 5.

Bl | X=5]=3, 2P (X1 =x| X =5) =Y s Z0=0F=0) = 525 £ =25.

P(X=5)

w‘g‘w‘,_\

Propozycja 5. Zmienne losowe X,Y. Mamy E [X] =} E[X |Y =y]-P(Y =y).

Dowéd.

ZEX|Y—y szp =z|Y=9)P(Y =y)
_Z ZP =z|Y=y)PY =y)=> 2y P(X=znY =y)
=> 2P (X =z)=E[X].
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Propozycja 6. X, X5 zmienne losowe o skoriczonej wartosci oczekiwanej. Y zmienna losowa.

EXi+Xe | Y=y|=E[X,|Y =y|+ E[X2]Y =y].

Dowéd. Dowdd jak liniowosé. O

Definicja 13. E'[Y | Z] to funkcja zmiennej losowej Z, a zatem zmienna losowa. Definiujemy dla
w € Q:
ElY | Z](w)=EY | Z=Z(w)].

Przyktad. Dla kostek E [X | X1] = X1+ 3.5, bo druga kostka ma zwykta wartosé, a pierwsza zalezy
od pierwszej (xd).

EX | X =E[X|X1=2=Y,2P(X=a|X;=2) =71 2.1 =2435

Propozycja 7. E[Y|=E[E[Y | Z]].
Dowdd. Korzystamy z E [f (Z)] =), f (2) P(Z = z). Mamy

E[Y | Z] ZEY\Z_Z (Z=1z) =E[Y].

O

Przyktad (Prosty proces gatazkowy). Mamy proces S. On forkuje niezaleznie kilka proceséw S. Pro-
cesy sa niezalezne, liczba dzieci kazdego to zmienna oczekiwana o rozktadzie dwumianowym z pa-
rametrami (n,p). Jaka jest oczekiwana liczba wszystkich odpalanych procesow?

Dowdd. Niech Y; — liczba proceséw w i-tym pokoleniu. Mamy Yy = 1. FE [Y;] = np. Zakladamy, ze
Yi1 =yi—1. Niech Z1,...,Z,, | to liczby dzieci procesow w (i — 1)-szym pokoleniu.

EY;|Yi—1 = yi—1]

Yi—1
szm 1= i 1] =Zj-P<ZZk=j|Y;1=yH>

= ZE [Zk] = yi—1mp.

Trzecie przejécie dziala, bo kazda zmienna Z; jest niezalezna od przeszlosci, wiec ich liczba jest
zalezna od Y;_1, ale sama suma jest niezalezna. Zatem E[Y; | Y;_1] = Y;_1np.

Teraz E[Y;] = E[E[Y; | Yi_1]] = E[Yi_1np] = npE [Yi_l]. Indukcja daje E [Y;] = (np)".

1—n
ta suma jest nieskonczona. O ile np < 1, to jest dobrze, bo przeliczalna liniowosé¢ dziata, o ile

wychodzacy szereg jest zbiezny. Inaczej warto$é oczekiwana jest nieograniczona.

Ostatecznie E[Y.Y;] = S E[Yi] = 3 (np)’ = p Problem jest z pierwszym przejsciem, bo

Definicja 14. Zmienna X ma rozklad geometryczny z parametrem p, jesli P (X =n) = (1 — p)n_1 D

dlan € Ny. Mamy -\ P (X =n) =1 (szereg geometryczny), wigc jest to rozklad.
Zmienna o rozktadzie geometrycznym modeluje sytuacje, w ktorej mamy prawdopodobienistwo suk-

cesu p i sprawdzamy, czy pierwszy sukces wystapi po n-tej probie.

Propozycja 8. Rozklad geometryczny jest bez pamieci (memoryless), czyli fakt wystapienia nie-
udanych prob nie zmienia rozktadu.
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Dowéd. Vyen, keny P(X =n+k | X > k) = P(X =n) Jest tak bo
P(X=n+knX>k 1 — p)nth-t .
P(X >Fk) Zi:kﬂ (1-p) 'p
O
Propozycja 9. Jesli zmienna losowa X przyjmuje wartosci nieujemne catkowite, to
E[X]=) P(X>i).
i=1
Dowdd.
0o co oo oo J o)
Y P(X2i)=> > P(X=4)=) > P(X=4)=) jP(X=j)=E[X].
i=1 i=1 j=i j=114=1 j=1
O

4. Miara i calka

Przyktad. Losujemy jednostajnie z € 2. Majac pewien zbiér A jest intuicyjnie

2024-10-18

wielkosé(A)
P A)=——=.
(zed) wielkosé ()

W przypadku || < oo mamy P (z € A) = %. W ogolnosci chcemy znalezé jakis formalizm, ktory

oddaje pojecie wielkosci.

Twierdzenie 5 (Paradoks Banacha-Tarskiego). Majac kule jednostkowg K C R® mozna ja podzielié
na 5 roztacznych czesci i za pomoca obrotéw i przesunieé¢ utworzyé dwie kopie K.

Whiosek. Nie dla wszystkich zbiorow da sie zdefiniowaé¢ pojecie objetosci (wielkosci). Gdyby zbiory
tworzace podzial w paradoksie Banacha-Tarskiego byty mierzalne, to kula musiatlaby mieé¢ objetosé
0.
Definicja 15. Niech Q bedzie zbiorem (dowolnym). Niech ¥ C 29. Mamy warunki:

1. 0,QeXx

2 EeyY = Q\EecX

3. B\, Es,...,E, €Y = |Ji_, E; € ¥ (domkniecie na skoriczone sumy)

4. By, E5,FE5,... € X = |J;2, E; € ¥ (domknigcie na przeliczalne suniy)
Jesli zachodza pierwsze 3 warunki, to X jest algebra. Z czwartym warunkiem jest o-algebra.
Przyktad. Zbiory ¥ = 2 i {(), 2} sa o-algebrami. Natomiast {{J;_,[a;,b;) C R : a; < b;,n € N} nie

jest — mamy pierwsze dwa warunki, trzeci tez (suma przedzialow jest takim samym przedzialem),
ale przeliczalna suma moze da¢ wiekszy zbior (np. cale R).

Propozycja 10. Niech I bedzie zbiorem indeksow. Jesli X, jest o-algebra nad pewnym € dla kazdego
ael, to),er Lo tez jest o-algebra.

Dowdéd. Prosty dowod, jesli element nalezy do kazdego elementu przeciecia i kazdy z nich jest o-
algebra, to odpowiedni zbiér nalezy tez do przeciecia. O
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Definicja 16. o-algebra generowana przez zbior F C 2 to

o(F)= N .

3 jest o-algebra,
FCX

Przyktad. Mamy o ({[a, b] : a < b}) = B (R), gdzie B (R) to zbiory borelowskie w R. To sg "porzadne
zbiory" w R.

Notacja. Rodzine zbioréw otwartych nad R oznaczamy przez A,.

Definicja 17. Zbiory borelowskie nad liczbami rzeczywistymi B(R) definiujemy jako o-algebre ge-
nerowang przez zbiory otwarte, czyli B (R) = o (4,).

Definicja 18. Dla 2 i X C 2% bedacego o-algebra pare (£, Y) nazywamy przestrzenia mierzalna.

Definicja 19. Funkcja p: ¥ — [0, +00] jest miara, jesli:
o u(@)=0

o u(U2i Ei) = > 2, 1n(E;), gdzie (E;);2, sa parami rozlacznymi zbiorami z ¥ (przeliczalna
addytywnosc).

Definicja 20. Miara 4 jest probabilistyczna, jesli zachodzi p () = 1.

Notacja. Jesli zamiast (2, %) piszemy tylko Q1 Q C R, to mamy na mysli przestrzen mierzalng z
¥ =B(R).

Definicja 21. Funkcja f : (Q1,%1) — (Q2,22) jest mierzalna, jesli Vees, f~! (E) € 3.

Definicja 22. Funkcje s : Q@ — [0, 0c0) nazywamy prosta (lub schodkowa), jesli istnieja takie parami
roztaczne zbiory {A;}; C ¥ (gdzie X jest o-algebra nad ), ze

n
s = E QiXA;s
=1

gdzie x4, jest funkcja charakterystyczna danego zbioru a {a;}7; C [0, 00). Znaczy to, ze funkcja s
przyjmuje skoriczenie wiele wartosci na pewnych (skoriczenie wielu) zbiorach.

Definicja 23 (Catka Lebesgue'a). Rozwazmy przestrzen mierzalng (2,Y). Dla E € ¥ definiujemy
caltke mierzalnej funkcji prostej s jako

/de:Zaj~u(AjﬂE).
E =

Dla dowolnej funkcji mierzalnej f : Q — [0, oo] definiujemy jej catke jako

/fdu—sup{/ sdp : s jest prosta,Ogsgf}.
E E

Definicja 24. Funkcja f : © — R jest catkowalna, jesli [, |f]du < oo.

Uwaga. Funkcja sin nie jest calkowalna w sensie Lebesgue, mimo ze jest w sensie Riemanna.

. Miara i calka Strona 9/59
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Definicja 25. Calke catkowalnej funkcji mierzalnej f : Q — R definiujemy jako

/Efdu:/Ehdu—/Ef_dm

gdzie f = max{0, f} oraz f_ = —min{0, f}.

Definicja 26. Calke catkowalnej funkcji mierzalnej F' :  — C definiujemy jako

/fdu:/udqui/vdu,
E E E

gdzie f = u + iv. Funkcje u, v sa mierzalnymi, catkowalnymi funkcjami rzeczywistymi.

Twierdzenie 6 (O aproksymacji). Jesli f : (£2,X) — [0, 00] jest mierzalna, to istnieje ciag funkcji
prostych {s,}22; taki, ze Vpen ; : (©2,%) — [0,4+00) oraz s; < s9 < ... < f, dla ktorego zachodzi

f(z) = lim s,(z)
dla kazdego x € ().

Twierdzenie 7. Jesli f : (Q2,X) — [0,00] jest mierzalna, to dla ciagu funkcji prostych {s,}5,
takiego, ze Vpen S; @ (2,X) — [0, +00) oraz s1 < so < ... < f, dla ktorego dla kazdego = € Q
zachodzi

f(z)= lim s,(x)

n—oo

jest tez

VEes /fdu: lim/sndu.
E n— o0 E

Algorytm 1 (Liczenia catek). Rozbijamy funkcje na cze$é rzeczywista i urojona, je rozbijamy na
dodatnie i ujemne czesci, znajdujemy odpowiedni ciag funkcji prostych i liczymy granice calek
funkcji prostych.

Tabela 1: Prawdopodobieristwo a caltki

Prawdopodobienistwo Miara i caltka
funkcja P miara [
zmienna losowa X | funkcja mierzalna X : (2,%) - R
E [X] Jo X dp
Var (X) Jo (X — B[X])%dp

Przykfad. Dla || < co mamy P (A4) = % oraz ¥ = 2.

Przykfad. Mamy wagi o sumie 1: py,p, ..., p,. Mozna zdefiniowa¢ P (A) =), 4 pi, ¥ = e,

Przyktad (Losowanie z odcinka). Jest P (x € A) = dlugosé(A) = A(A) (miara Lebesgue’a). Co
ciekawe biorac A = Q dostajemy P (z € A) = 0 mimo, ze liczby wymierne sa geste w rzeczywistych.

Przykfad. Jednostajnie rzucamy pitka na odcinek dlugosci 1. Jesli spadnie w odleglosci do % od 0,
to zostaje do niego przyciagnicta. Mamy P ({0}) = %, P ((0,3)) =0, P (A) = A(A) oile A C [3,1].

Przyktad (Nieskonczony ciag rzutéw moneta). Rozwazamy Q = {(z,).—, : =, € {0,1}} Niech

n=1
laras...ax] = {(zn)i, € Q : a; = z;} bedzie zbiorem wszystkich ciagéw zaczynajacych sie w
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dany sposob. Przez cylinder C' = {[aqas...ax] : a; € {0,1}, k € N} rozumiemy zbioér zawierajacy
wszystkie takie rodziny ciagéw o wspolnym poczatku. Rozwazamy o-algebre ¥ = o (C). Mamy
P([a1 o ak]) = 2%

5. Wariancja
2024-10-24

Propozycja 11. Zmienna X o rozkladzie geometrycznym z parametrem p ma wartosé oczekiwana,
E[X]=31.

Dowéd. Rozklad jest bez pamieci, a wiec E[X] =1-p+(1 — p) (1 + E [X]), bo po nieudanej probie
wracamy do stanu poczatkowego. Z tego wynika, ze E [X] = % O
Przyktad (Problem kolekcjonera kuponéw). Kupujemy paczki z kuponami. W kazdej jest jeden z n
kuponéw. Prawdopodobieristwo, ze i-ty kupon jest w kupionej paczce wynosi % Jaka jest oczekiwana
liczba paczek, ktore kupimy przed skolekcjonowaniem wszystkich kuponow?

Dowéd. Niech X — liczba kupionych paczek do uzyskania n kuponéw. Rozbijmy na X = Y | X,
gdzie X; — liczba kupionych paczek przy posiadaniu ¢ — 1 kuponoéw (czyli przed uzyskaniem i-tego
kuponu). Zmienna X; ma rozklad geometryczny, prawdopodobieﬁstwo sukcesu ”’TZ“ (losujemy do
wystapienia sukcesu). Zatem mamy E [X] =" | F[X;] =" — i1 = nHn ~ nlogn.

Przyktad (Ztozonos¢ Quicksorta). Mamy algorytm sortujacy Quicksort (losujemy pivota, dzielimy
na mniejsze 1 wieksze i odpalamy rekurencyjnie). Jaka jest oczekiwana liczba wykonanych poréwnar
na danych rozmiaru n?

Dowdéd. Rozwazamy juz posortowane wartosci x1, . .., Z,. Zmienna X — liczba wykonanych poréw-

1 x4, z; byly por6wnane

nani. Rozbijamy na X;; = Mamy F [X] = Z” P(X;; =1).

0 wpp
Elementy z;,z; sa poréownywane, jesli jako pivot zostanie wybrany jeden z nich. Nie zostana po-
rOwnane, gdy zostanie wybrany element pomiedzy nimi. Zanim to zostanie zdecydowane algo-
rytm moze wybraé¢ inne pivoty, lezace na lewo lub na prawo od rozwazanych elementéw. Decy-

zja o porownaniu dzieje sie, gdy jako pivot zostaje wybrany element z {z;, z;11,...,2;}. Mamy
2

P (Q wybrat za pivot z; lub z; | Q wybral pivota sposrod {z;,...,z;}) = ; = ﬁ, gdzie Z

jest zbiorem wartosci, na ktorych odpalony jest algorytm w momencie decyzji, czy elementy zostanag,

poréwnane. Jak widaé¢ wielko$é Z nie ma znaczenia.

. g a n i n—=k
Pozostaje nam policzy¢ F [X]| = Y7 ZJ i1 77 Z+1 = D +1 2 = i i 2=
Sheo(n+1—k) 2 =2nlnn+0O(n). To daje nam szukana zlozonosc.

Twierdzenie 8 (Nieréwnos¢ Markowa). Niech X bedzie zmienng losowa przyjmujaca wartosci nie-
ujemne. Dla kazdej statej a > 0 zachodzi

EX
P(X >a)< [ ]
a
B 1 X>a x .
Dowdd. Ustalmy a. Indykator I = 0 .Z X >0 mamy I < = (sprawdzamy przypadki
Wpp
dla obu wartosci I). Mamy P (X >a) =P (I =1)= E[I] < E[X] = EX], O

Uwaga. Jest to przyktad nier6wnosci koncentrujacej. Takie nieréwnosci méwia o tym, jak bardzo
wartos$é zmiennej moze odbiegaé¢ od wartosci oczekiwanej.

Przykfad. Rzucamy moneta n razy. Zliczamy orty. Jak bardzo mozemy ograniczyé¢ prawdopodo-
bieristwo otrzymania duzej liczby ortow?
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Dowdd. Niech X; bedzie indykatorem moéwiacym, czy za i-tym razem wypad}l orzet.
Szukana zmienna losowa to X = >, X;. Mamy E[X] = > | X; = 2. Zatem z nieréwnosci
Markowa mamy P (X > 3n) < # = 2.

S E5
4
Definicja 27. k-ty moment zmiennej losowej X to E [X’“]

Definicja 28. Wariancja zmiennej X to wartosé

Var (X) = E [(X —E [X])Q} = E[X?] - E[X]?.

Definicja 29. Odchylenie standardowe zmiennej X to wartosé
o = +/Var (X).
Przyktad. Niech X = ¢ bedzie zmienng stala. Mamy E [X] = c oraz Var (X) = ¢? — ¢ = 0.

7 1
. © % to E[X] = coraz Var (X) = (ke)® - L = = 2 (k — 1).
Tk

Widzimy zatem, ze zmienne o tej samej wartosci oczekiwanej moga mie¢ bardzo rézna wariancje.

Z drugiej strony jesli X = {

Definicja 30. Kowariancja zmiennych losowych X,Y to wartosé
Cov(X,)Y)=E[(X-FE[X])) Y -E[Y]))]=FE[XY]-E[X]|E[Y].
Lemat 2. Dla dowolnych zmiennych losowych X, Y zachodzi

Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y) + 2Cov (X,Y).

Dowdéd.
Var(X +Y)=E [(X+Y—E[X+Y])2} —E [((X—E[X])+(Y—E[Y]))2

= E[(X - BEIX))*| + B [(Y - E[Y])’] +2Cov(X,Y).

O
Lemat 3. Dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych X, Y zachodzi
E[XY]=E[X]E[Y].
Dowad.
EXY]=) > ijP(X=inY =4) =) Y ijP(X =i)P(Y =})
i g i g
=) iP(X=4i)) jP(Y=j)=E[X]E[Y].
i J
O

Whiosek. Dla niezaleznych zmiennych losowych X,Y zachodzi

Cov (X,Y) = 0.

Whiosek. Dla niezaleznych zmiennych losowych X, Y zachodzi

Var (X +Y) = Var (X) + Var (V).
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Przykfad. Zmienna X o rozkladzie dwumianowym z parametrami n, p ma wariancje

Var (X) =np(1—p).
Dowdéd. Mamy

BIX =3 (n> O D S T L D e Tt
n n—2)! n—2—(j—2
n(n1)p222(3_2)|(,El_2_(‘7_2))'p3 2(1 p) ( )
n n—1)! _ n—1—(j—1
+npz( _1)!(;_11(],_1))!1)3 '(1-p) G-1)

Z tego mamy Var (X) =n(n — 1) p? + np — n?p? = np (1 — p).

Mozna tez prosciej rozbijajac na pojedyncze préby:

Var(X)=ZVar(X¢) => (p-p)=mp(1-p).

i=1

Twierdzenie 9 (Rozktad hipergeometryczny). W urnie znajduje si¢ N kul, z czego K jest zielonych.
Losujemy kule bez zwracania. Niech X bedzie liczba zielonych kul, ktére wylosujemy, jesli wycia-
gnelismy n kul. Zachodzi
() Cmi)
k n—=k

szmz—ﬁTa
a do tego
B[X]= "=,
Kn K(K-1)n(n-1 K?n?

Dowéd. Prawdopodobienistwo wynika z tego, ze aby mie¢ k zielonych kul musimy najpierw z K
zielonych kul wybraé k, a nastepnie dopelnié je n—k kulami z reszty. Wszystkich mozliwych wyborow
kul jest (]X )

Niech X; bedzie indykatorem tego, czy i-ta zielona kula zostala wzieta. Mamy

S () Kn
EXI=2 BlXI=) “&m~ =
=1 i=1 n
Podobnie
N-1 N—2
n— n— K K(K-1 —1
FxY = ¥ Bl —kzgtl o g qeon b2 Ko K T
i.jE[K] (n) ()
co daje odpowiednia wartos¢ Var (X). -

Twierdzenie 10 (Negatywny rozktad hipergeometryczny). Tasujemy talie rozréznialnych kart. W talii
mamy B bialych kart i C' czarnych kart. Niech r bedzie ustalong liczbg taka, ze 1 < r < C.
Wyktadamy karty dopoki nie odkryjemy r czarnych kart. Niech X bedzie liczba odkrytych biatych

kart. Zachodzi k 1\ (B4LC—Fk
(ST
(°%°) ’

P(X=Fk)=
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a do tego
Br
FlX|=——
] C+1’

Var(rB(B+C+1)(O—r+1)>_

(C+1)°(C+2)

Dowéd. Rozwazmy wszystkie mozliwe wylozenia kart (bez zatrzymywania sie po r czarnych). Praw-
dopodobienistwo wynika z tego, ze aby mie¢ k biatych kart przed r czarnymi musimy najpierw wybraé
k bialych kart na pierwsze k + r — 1 pozycji, na (k + r)-tej jest czarna, a potem dopelniamy do
pelnego wylozenia, czyli wybieramy na ilu z pozostatych B+C —k—r pozycji sa biale karty (ktorych
zostalo B — k). Calos¢ dzielimy przez wszystkie mozliwe wybory.

Niech X; bedzie indykatorem tego, czy i-ta biata karta jest wytozona. Mamy

r

BXl=zm

Rozwazmy ulozenie wszystkich kart w ciag. Najpierw ustawiamy wszystkie czarne. i-ta biala karta
zostanie wylozona, jesli lezy przed r-ta czarna, wiec jest r mozliwosci na dobre wsadzenie jej przy
C + 1 wszystkich.

W analogiczny sposoéb (druga karte wsadzamy juz w ciag C + 2 kart) dostajemy dla i # j

r(r+1)

PN =erne

co pozwala nam policzy¢ wariancje. U

6. Nieré6wnosci koncentrujace
2024-10-25

Twierdzenie 11 (Nieréwnos¢ Czebyszewa). Niech a > 0. Dla zmiennej losowej X mamy

P(X - BX]| 2 0) < V2K
a
Dowad.
8 (XiE[X])Q Var (X
P(‘X—E(XH2a):P<(X_E[X])22a2)S [ — :|: ag )’
gdzie nier6wnosé to nieréwnosé Markowa. O

Definicja 31. Funkcja tworzaca/charakterystyczna momentéw zmiennej losowej X to funkcja
Mx (t) = E [¢*],

gdzie etX _ ZOO ax)" —_ ZOO o Xn

n=0 n! n=0 n!

Twierdzenie 12. Wartos¢ oczekiwana i rozniczkowanie mozna zamienia¢ miejscami, o ile Mx (t)
istnieje w otoczeniu 0.

I Uwaga. Wszystkie zmienne, ktore rozwazamy, spelniaja to twierdzenie.

Twierdzenie 13. Dla n > 0 mamy F [X"] = M)((") (0).
Dowdd. , ,
(Mx (1)) = (B [¢X]) = B[(eX)'] = B [Xet¥]
E

(Mx (0))" = E[X]
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Analogicznie (My (t))™ = E [XmetX]. O

Twierdzenie 14. Niech X,Y beda zmiennymi losowymi. Jesli 3550 Vie(—s5) Mx (t) = My (1), to
X ~Y (maja ten sam rozktad).

Lemat 4. Jesli zmienne X, Y sa niezalezne, to zachodzi

Mx.y (t) = Mx (t) - My (t).
Dowéd.

Mxiy(t)=FE [et(X“/)} =E[eX -] = E[e"*] - E [¢"] = Mx(t) - My (¢),
gdzie przedostatnie przejscie wynika z tego, ze jesli X, Y sa niezalezne, to ich funkcje tez. O

Przyktad. Niech Y ~ Geo (p). Wyznaczymy momenty Y korzystajac z funkcji tworzacej.
00 0o k—1 o0 k

My(t) = E [ety] =2 PY =k)- et = k=1 p(1—p) et = %Zk:l (L =p)et)” =
_r_ (% _ 1)
1-p \1-(1—p)e?
Marmy (M (t))’_L__(%)Z.et(_(l_ ) =pet—L

Y (Wih7 == T—(1_p)et P)) =PC a-a—per)®
Tak samo (My (t))” = 2p(1 — p)(1 — (1 — p)et) 3 + p(1 — (1 — p)et)~2et.

Z tego wynika, ze F[Y] = % oraz E [YQ] =2p72(1—p) +p*t, czyli Var (V) = 1}:2”.

Twierdzenie 15 (Nieréwnos¢ Czernowa). Dla zmiennej losowej X i dowolnego a zachodzi

P(X>a)<i nf Mx ()
t>0 ete
oraz o
t
P(X <a)< inf Mx (&),
t<0 eta
tX
Dowéd. Dla ¢t > 0 zachodzi P(X >a) = P (etX > em) < E[:m ] = Me’ia(t), gdzie pierwsza row-

nos$¢ wynika z monotonicznosci e* a nieréwnosé¢ jest zastosowaniem nieréwnosci Markowa. Taka
nieréwnosé zachodzi dla dowolnego wyboru ¢, wiec mozna wziaé¢ infimum.

Analogicznie dla t < 0 funkcja e™7 jest antymonotoniczna i z tego wynika drugie ograniczenie. [

% Mamy

)-
L BXE] -

Przykfad. Niech X bedzie liczba ortéw w n rzutach monety. Ograniczymy P (
E [X] = %. Rozbijajac na pojedyncze rzuty dostajemy Var (X) = >"" ; Var(X;) =
EX]P=n(A-3)=2

>
i

2 1 ]
7 nieréwnosci Markowa mamy P (X > %n) < %
Z nieréwnosci Czebyszewa P (X > 3n) < P (| X —2|>2) <4
FllnkC_]Q tworzaca mozemy ograniczy¢ przez Mx,(t) = E [e/Xi] =€’ -1 +1.1 (1+¢€") =
1+3 Let—1)< ex(e'=1) , gdzie pod koniec korzystamy z nier6wnosci 1 4+ z < e®
Teraz Mx (t) = [y Mx,(t) <[l e3(e'-1) — (e%(et_1)>n — e3n(e'-1),
Lo(et—
Z nieréwnosci Czernowa P (X > %n) < % — ezne’'—gn—int _ o3nf(t) , gdzie f(t) = _1_%75_

f (t) przyjmuje najmniejsza wartosé¢ dla t = ln% ~ 0,4, co ostatecznie daje ograniczenie

3
P(X24n>§e_

8k
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Przykfad. Niech Y bedzie liczbg kupionych kuponéw w problemie kolekcjonera kuponéw dla n
kuponéw. Ograniczymy P (Y > 2nH,). Wiemy, ze E [Y] = nH,,. Przeliczamy

oo oo

2—-p
E}/iQ — pl_pl 12 p 1_ _ :
|: ] 122; ( ) pi:l

Z nieréwnosci Markowa mamy P (Y > 2nH,) < 1.

22
Z nieréwnosci Czebyszewa P (Y > 2nH,,) < P(|Y —nH,| > nH,) < (:H72 =0 (W)

Nierowno$¢ Czernowa jest trudna, ale daje O (e™™).
Stosujac union bound mozna dostaé¢ sensowne ograniczenie, mamy

1 2nH,, 1 2nlnn 1
P(Y; > 2nH,) = <1> z(l) <emn o
n n n

gdzie pierwsza rownosé¢ wynika z tego, ze przez pierwsze 2nH,, krokéw musimy dostaé¢ inny kupon
niz 1.

Teraz mamy P (Y > 2nH,) = P (UJ._,{Y; > 2nH,}) < Y P(Y; > 2nH,) < n- 5 = 1 gdzie
pierwsza nieréwno$¢ wynika z tego, ze jesli calosé zostala osiagnieta po takiej liczbie krokéw, to
ktorys z pojedynczych kuponéw tez zostal po niej osiagniety.

Tabela 2: Ograniczenia przez roézne nieréwnosci

Model Rzut moneta | Kolekcjoner kuponéw
Rozktad Uni ({0, 1}) Geo (mti=1)
Nieréwnosé Markowa % %
Nieréwnosé Czebyszewa % @) (ﬁ)
Nierownos¢ Czernowa e O(e ™)
Union bound - %

Przyktad (Proby Poissona). Pojedyncze rzuty roznymi niesymetrycznymi monetami. Mamy wartosci
D1,---,Pn € (0,1), zmienne losowe X; takie, ze P (X; =1) =p;, X; € {0,1}.

Definiujemy X = >"" | X;, mamy F [X]=>"" | p; = . Ograniczamy funkcje tworzaca:
My, (1) = pie’ + (1 - pi) = 1+ pi (¢! — 1) < &P,
M (8) = [Ty M, (8) < T, (1) = 1),

7. Nier6wnosci Czernowa 2024-11-05

Twierdzenie 16. Niech X7, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi takimi, ze P (X; = 1) = p; oraz
P(X;=0)=1—p,;. Niech X =>""" | X; oraz p = E [X]. Wtedy:

m
L Vsso P(X 2 (1+0) ) < (57

wé?

2. Vseo P(X>(140)p) <e 5
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3. Ver>6u P(X>R)< 2Rk,
Dowéd. Liczymy funkcje tworzaca

i

Mx, (t) =F [etXi] = piet 4 (1 _pi) =1+p; (et . 1) < epi(ef‘fl).
Zatem

Uie (t) = ﬁMXi (t) < ﬁepi(etfl) = e(etfl)ﬂ'
=il i=1

Ustalmy ¢t > 0, mamy

E[eX] (D
et(1+8)n — ot(1+0)p ”

P(X>1Q+d6p =P (etX > et(1+6)“) <

1+6—1

Nmmt:hu1+®:w1wwmmunmmfwxz(1+®#)<(e

“w
< W) , co konczy dowod pierw-

szej czesci.
Punkt drugi dowodzimy korzystajac z pierwszego, wystarczy pokazaé, ze dla 6 € (0,1] jest

el s
<e 3.

(1+6)1+6 -

Logarytmujemy stronami, chcemy pokazaé, ze 6 — (1 + 6) In (1 + §) + % < 0. Oznaczmy lewg strone
przez f (§). Liczymy pochodne:

(§) = 1— _Lto 200 2
ff0)=1=1-In(1+49) 1+5—|—35— ln(1+5)+35,
1 2
”(5 - __ - Z.
FO==-175+3

f/(0) = 0, a potem maleje do § = % (tam druga pochodna sie zeruje, przedtem ujemna), potem
roénie, ale f' (1) < 0, wiec jest ujemna na catym (0, 1].

£ (6) tylko maleje na (0, 1], wiec nier6wnosé dziata, bo f (0) = 0.
Dowodzac punkt trzeci zakladamy R > 6u. Niech R = (14 ) p, czyli § = % —1>5.

P@¥>(1+5MU<1<u+i;Hﬁ>H<<1j6>u+®u<(;)RZQ—E

Twierdzenie 17. Niech Xy,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi takimi, ze P (X; = 1) = p; oraz
P(X;=0)=1—p;. Niech X =>"" | X;, u = E[X] Wtedy dla kazdego ¢ € (0,1) zachodzi:

O

-5 H
L P(X<(1-0)p) < (gS5er)
ZJNXS(LﬂDMSng.

Dowdd. Dowdd identyczny jak w poprzednim twierdzeniu, wybieramy ¢ = In (1 — ) < 0 i korzy-
stamy z tego, ze e~ * jest antymonotoniczne. Drugiego punktu ponownie dowodzimy liczac pochodne
i na ich podstawie dowodzac odpowiedniej nieréwnosci. O

2
Whiosek. Dla ¢ € (0,1) mamy P (| X — p| > dp) <2- et (ograniczamy przez wieksza z wartosci
z poprzednich twierdzen).
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Przykfad. Rozwazamy n niezaleznych rzutéw moneta. Mamy P (X; =0) = P(X; =1) = 5. Zli-
czamy orty, z nieréwnosci Czernowa dostajemy

P(‘X—g‘ zval) <

<
n
Wybieramy val tak, by bylo jak najmniejsze i mimo to dalej dawalo liniowe ograniczenie. Bierzemy
%\/ 6nlnn, co daje
1 2
P (‘X — g‘ > 2v6nlnn) < —,
n

bo podstawiajac %\/ 6nlnn = 05 dostajemy ¢ = 1/61“7” (dla odpowiednio duzego n nalezy do

6111 n

n. L1
2 n 3 =

(0,1)), ograniczenie 2 - e~

S

Przykfad. Z nieréwnosci Czebyszewa dostalismy P (‘X — %‘ > %) < %. Tutaj mamy duzo wieksze
odchylenie (liniowe), ktore ma male prawdopodobienistwo. Czernow pokazuje, ze duzo mniejsze
odchylenie jest réwnie mato prawdopodobne.

@)

w3
ol
Bl

Dla P (’X = %’ > %) mamy ograniczenie z Czernowa 2 - e~ <2.-e”

Przyktad (Estymacja parametréw). Bierzemy z duzej populacji probke wielkosci n wybrana w sposob
jednostajny. p to nieznana warto$¢ — szukane prawdopodobieristwo, ktore chcemy szacowaé (np.
prawdopodobienstwo jakiej§ mutacji genetycznej). Niech zmienna losowa X = pn oznacza liczbe
wystapien tej mutacji w naszej probce. Spodziewamy sie, ze jak n rosnie, to p — p.

Definicja 32. Mowimy, ze [p — §,p + 0] jest (1 —+) przedzialem ufnosci dla parametru p, jesli
Ppep—6,p+9d]) > 1 —~. Cheemy, zeby n,v,0 byly male, ale musi by¢ miedzy nimi jakis
balans.

Przykfad. Jeslip<p—4d,to X =np>n(p+9d)=np- (14_%) )

Jeélip>ﬁ+5,tOX:nﬁ<n(p—6):np-(1—%).

Mamy E [X] = np, a wiec Czernow daje

Pod koniec wzieliSmy p = 1, bo daje najgorsze ograniczenie. W ten sposéb zwiazaliSmy ze soba
wartosci n, 7y, d.

Twierdzenie 18. Niech X;,..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie prawdo-
podobietistwa P (X; =1) = P(X; = —1) = 3. Niech X = > | X;. Dla kazdego a > 0 mamy

a2
P(X >a) < e zn. Zauwazmy, ze nie ma sensu rozwaza¢ tu odchylen multiplikatywnych, bo
E[X]=0.

Dowéd. Mamy E [e!Xi] = le™! + Je'.

Rozwijamy w szereg Taylora:

t
¢ =l+t+o 4.4+
t2 ‘ti
F=ll—fk — ., (=1 =
e to D S

7. Nierownosci Czernowa
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7 tego wynika

42 )

E [etx’?] _ Z (22_)! < Z (j') = 6%,

i>0 i>0

gdzie w nieréwnosci wyciagneliSémy 2 z dwukrotnosci kazdej liczby od 1 do 4, a pozostale sktadniki
zignorowali$my.

Zatem E [etx] =TI, E [etxi] < eﬁTn,

Dostajemy P (X >a) = P (etX > et“) <=5 < et’ni—te — g’ 23-9 _ o “2n, gdzie podsta-
wiliSmy ¢t = & > 0. O

a2
Uwaga. Symetrycznie dowodzimy P (X < —a) < e~z (bo —X = X)), wiec zachodzi réwniez nie-
a2
réownosé P (| X| > a) <2-e 2n.

Whiosek. Niech Y7,...,Y, beda niezaleznymi indykatorami P (Y; =0) = P (Y; =1) = 1. Niech
Y=Y, pu=E[Y]=2. Wtedy

1. Yaso P(Y > p+a) <e %5
2. Vsso P(Y > (1+6)p) < e on

Dowéd. Bierzemy Y; = ¥l Mamy P (X; =1) =P (X; =-1)=L1. Dla X =37, X, =2Y — 24
mamy

2a

PY>p+a)=P(X >2a)<e n
oraz

_262,2 —8%u

PY>Q+0)p)=P(X>20pu)<e  =» =e

Przyktad (Set balancing). Mamy macierz n X m wypelniong wartosciami z {0, 1}.

ay e Q1m

an1 ... Qpm

Kazdy wiersz to jaka$ cecha osoby, kolumna to osoba. Chcemy przeprowadzié jakies badanie, a do
tego potrzebujemy zrobi¢ grupe badawcza i kontrolna, ktore beda mozliwie identyczne (to znaczy o
podobnym zageszczeniu wszystkich cech).

Mnozymy te macierz A przez wektor b € {—1,1}™ (umieszczenie kolejnych osé6b w jednej lub
drugiej grupie) i dostajemy wektor ¢, w ktorym beda réznice miedzy iloscia osob z dana cecha
miedzy grupami. Chcemy, zeby norma [|¢[| , byla jak najmniejsza.

Wektor b wyznaczamy, losujac.

Twierdzenie 19. Dla losowego b (kazda wspotrzedna niezaleznie, jednostajnie z {—1,1}) zachodzi

P (|| 48], > VamIan) < 2.
n

Dowdéd. Niech i-ty wiersz @; = a4 ...a;, ma w sobie k jedynek. Z = Z;nzl a;;b; jest sumg k
zmiennych losowych, ktére z réwnym prawdopodobieristwem przyjmuja 1 i —1.

Mamy zatem P (|Zl\ > \/M) < 2eEM < 2 ostatnia nieré6wno$¢ wynika z m > k. Jest to
ograniczenie dla jednego wiersza, dla wszystkich wierszy dostajemy z union bounda ograniczenie
2

2 O

n

8. Rozklad Poissona Strona 19/59
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8. Rozklad Poissona 2004.11.08
Przyktad. Mamy u urn i wrzucamy do nich niezaleznie i jednostajnie k& kul. Mozliwe pytania:

e Ile jest pustych urn?

e Jakie jest maksymalne zapelnienie urny?

o Ile kul powinnismy wrzucié¢ aby wszystkie urny byty petne?

Przyktad (Paradoks dnia urodzin). Mamy « dni w roku, & os6b. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze
zadne dwie osoby nie urodzily sie w tym samym dniu?

u—1 u—2 u—k+1  (u—1)
u w u - (u— k)bl

P(X)=1
Wstawiajac u = 365, k = 23 mamy prawdopodobienistwo okoto 0,4927.

Przyktad. Niech u = k = n. Wtedy $rednie zapelienie urny to % = 1,

Jakie jest maksymalne zapetnienie urny?

Uwaga. Ponizej korzystamy z rozwiniecia e® w szereg Taylora:

%

e’ = E :C—
7!

ieN

Twierdzenie 20. Dla wystarczajaco duzego n, gdy wrzucamy n kul do n urn, to prawdopodobieii-

. . . . . 3 1 . . . . 1
stwo, ze maksymalne zapelnienie jest wigksze od ;7 jest co najwyzej .

nn

Dowéd. Niech k& > 3% Prawdopodobienstwo, ze konkretna urna ma co najmniej k kul jest

Inlnn
n l 4§
k) \n/) "’

ograniczone z gory przez
co wynika z union bounda — sumujemy sie po wszystkich zbiorach k kul i mnozymy przez prawdo-
podobieristwo, ze caly ten zbior znalazt sie w urnie. Dalej przeksztatcamy:

@ (L k<”i 4 k_1<(6)k< elnlnn ﬁ‘lﬁ<e I (lnn  3nn
k n) — kK \n) K ~\E) — 3lnn = XPp Inn Inlnn

=GHL 3lninlnn

|
= exp slnn (Inlnlnn —Inlnn) | =n e < p72,
Inlnn

Najpierw pozbywamy si¢ wielu czynnikow i korzystamy z e* > ’Z—T wynikajacego z rozwiniecia
Taylora. Potem korzystamy z okreslenia k i faktu, ze k* rosnie szybciej niz e*, skracamy e z 3 (bo
nier6wnos$c) i przeliczamy, a potem wyrazenie w wykladniku zbiega do —3, a wiec dla duzych n
mozna je ograniczy¢ przez —2.

Koniczymy za pomoca union bounda:

| 1
P ([ maksymalne zapelnienie > 3lnn =P U i-ta urna ma co najmniej shun kul
Inlnn ] Inlnn

31 1
< ;} P <i-ta urna ma co najmniej ™ 11111:; kul) < _Gz[:] n"2% = e
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Definicja 33. Zmienna X ma rozktad Poissona z parametrem p > 0 jesli

67H . ‘LLJ
J!

dla kazdego 5 € N.

Rysunek 1: Rozklad Poissona. Przypomina krzywa rozkladu dwumianowego, bo jest w pewnym
sensie granica rozkladéow dwumianowych.

Mamy

ZP(X:j):Ze_p‘lsz_e—uzlj:e—#,eﬂzl,

it
jEN jEN jEN

czyli faktycznie jest to rozklad.

Twierdzenie 21. Dla n > A niech X, bedzie zmienng o rozktadzie dwumianowym z parametrami
(n, %) Wtedy dla kazdego & € N mamy

-\ k
lim P (X, = k) = 2

Czyli zwiekszajac liczbe prob w nieskoniczonosé dostajemy rozklad Poissona.

Propozycja 12. Niech X ma rozktad Poissona z parametrem p. Mamy

EX]=up,
Var (X) = p.
Dowéd.
) A S TR - T I
B = 5P (X =)= i m e 3 e S e =
jEN j=1 J: j=1 J ’ j=0 J:
Podobnie

—tyd
E [Xﬂ _ Z]Q@ j!ﬂ
JEN

:,u+u2.

S T A BN e W
SRR Ly A VP v R Dbk ey

j=1 p=

Propozycja 13. Niech X ma rozklad Poissona z parametrem p. Mamy Mx (t) = er(e 1),
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Dowdd.

—u
€ ,LL tk — e M. euet

keN keN
O

Lemat 5. Jesli X ma rozktad Poissona z parametrem p1, a Y z po i te zmienne sa niezalezne, to
X +Y ma rozklad Poissona z parametrem p; + po.

Dowdéd.

P(X+Y:j):XJ:P(X:kﬁY:j—k)zzj:P(sz)P(Yzj—k)

k=0 k=0
Jj k - j—k J .
o € ”l,u“l € MNQ _ o —(p1tpe) 1 J' k j_k —(p1+p2) |
2 e 712 FG R j! i+’

Mozna tez rozwazy¢ funkcje tworzaca sumy:
M,y (t) = Mx () - My () = e (e =) 2 (' =1) = glutua)(e'~1)

ktora jest funkcja tworzaca rozktadu Poissona z odpowiednim parametrem. O

Twierdzenie 22. Niech X bedzie zmienng losowa z rozkladem Poissona o parametrze p. Niech
X =Y + Z, gdzie wartosci tych zmiennych definiujmy w nastepujacy sposéb: majac X obiektow
kazdy wybieramy z prawdopodobienistwem p do jednego zbioru lub z prawdopodobienstwem 1 —
p do drugiego. Moc jednego zbioru to Y, a drugiego Z. Zmienne Y, 7 maja rozklad Poissona z
parametrami odpowiednio pu i (1 — p) u oraz sa niezalezne.

Dowdéd.

o0 e} - . e—Hym

PY=k=Y PY=k|X=mPX=m)=)Y <k>pk(l—p) kL m‘f =
m=0 m=k ’

e HPyk , 2 e~ #(-p)ym—kp m—k (MY

kP n;c m (1-p) k)~
e (up)* P 1 (o) il ¥ CR W n ”p )’ s <M<1 —p)"
k! — (m + k)! k) — B

_ k _ k
e M (up) o—1(-p) gu(i-p) _ " (1p)
k! N k! ’

zatem Y ma rozklad Poissona z odpowiednim parametrem. Podobne przeksztalcenia dziataja dla
Z. Niezalezno$ci dowodzimy z definicji:

P(Y:ymZ=z>=P<X=y+z>py<1—p>z(

e (up)? e 1P (1 (1 —p))*
y! ' z!

y—|—z) _e€ “uy“p V(1 p)" y+2)! _
Yy (y +2)! ylz!

Twierdzenie 23. Niech X bedzie zmienna o rozktadzie Poissona z parametrem p. Wtedy:
1. jesliz > p, to P(X > ) < e_“z(#)z
2. jesliz < p, to P(X <x) < eﬂ}#

m
3. jesli 6 > 0, to P(X > (1+0) ) < (ﬁ)
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N
4. jesliO<d<1,to P(X < (1—d)p) < (7)
Dowéd. Niech ¢ > 0,z > u. Mamy
tX
P(X>x) < M = eie =)=t < ug—p=In(F)z _ - (%)I7
=Y =T = -
gdzie podstawilismy ¢ = In (%) > 0. Drugi punkt robi si¢ identycznie, wtedy mamy In (%) < 0.
Trzeci i czwarty punkt sa po prostu podstawieniem do poprzednich. O
Pomyst (Aproksymacja Poissona (Poissonization)). Mamy k& kul, ktore wrzucamy jednostajnie do u

urn. Robimy to z jakimi§ zalozeniami (np. pewne urny sa puste, w jakich$ jest konkretna liczba
kul), ktorych czasem nie da sie uwzgledni¢ podczas liczenia prawdopodobieristwa.

Niech X 1(k), . ,quk) beda liczbami kul w kolejnych urnach w rozwazanym rozktadzie.

Bedziemy chcieli ograniczy¢ ich wartos¢ przez ciag niezaleznych zmiennych o rozkladzie Poissona
Yl(k)7 B (k) E

., Y, 7 z parametrem e
Lemat 6. Mamy ciag niezaleznych zmiennych o rozktadzie Poissona (Yl(k), ey Yu(k)) z parametrem
%. Przy zaltozeniu, ze ZLI Yi(k) = m, rozkltad tych zmiennych jest taki sam jak rozktad zmiennych

<X{m), . ,X&m)> modelujacych wrzucanie m kul do « urn (niezaleznie od wartosci k).

Dowéd. Dla Y} ;, m; = m mamy

(LT M, p—

cmy! - um™’

bo szansa na konkretna konfiguracje to (%)m, a wybierajac odpowiednio kule w kazdej urnie dosta-

jemy liczbe konfiguracji spetniajacych nasz warunek:

(m) <m2+...+mu> <m3+...+mu> <mu1+mu> (mu>
m1 ma ms3 o My—1 my)’

co réwna si¢ odpowiedniej wartosci.

W drugim modelu jest

P ((1/{’“),...75/15’“)) = (ma,...,my) | iyf’” =m> -
=1

H?:l e (%)m mli! m!

= I )
ek-kmm myl .o omy! - u™

P (Yl(’“) —min...nYH = mu)
P (i, v =m)

gdzie pierwsze przejScie wynika z tego, ze warunek zakladany zawiera sie w tym, ktérego prawdo-
podobienistwo liczymy. Drugie przejscie to zastosowanie niezaleznosci i tego, ze suma niezaleznych
zmiennych Poissona jest zmienna Poissona. Pézniej tylko skracamy. O

Lemat 7. Zachodzi

n! <eyn (%)n

Dowéd. Korzystamy z

In(n!) = Z In.
i=1
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Mamy

n—1

1 n
Zlnsz(lnlJrlnn :Zf (Ini+In (i ))(i+1fi)§/ Inz de,
1

=1

N}

gdzie nieréwnos¢ wynika z tego, ze druga suma jest przyblizeniem pola pod In x za pomoca trapezéw,
a logarytm jest funkcja wklesta (bo druga pochodna jest ujemna).

Dla petnosci policzymy te catke:

/lnxdx:xlnxf/ x~ldx:nlnnfn+l.
1 1 €

Przypominajac, ze In1 = 0, dostajemy z poprzednich:

1
nlnn —n+1 >ln(n‘)f%,

czyli

nlnn—n+1+8n
b

n!<e

a wiec doktadnie to co chcieliSmy. O

Twierdzenie 24. Niech f (x1,...,%,) bedzie dowolng nieujemng funkcja. Mamy ciag niezaleznych

zmiennych o rozktadzie Poissona (Yl(k), ey Yu(k)) z parametrem % oraz ciag zmiennych modeluja-
cych wrzucanie k kul do u urn (X l(k), . 7quk)) Zachodzi dla nich nier6wnosé

E {f (X{"’),...,X;’ﬂ)} < eVkE {f (Yl(k),...,Yﬁ)” .

Funkcja f moze by¢ na przyktad indykatorem zdarzenia ktoére nas interesuje. Model jest skompli-
kowany, ale ograniczenie wynikajace z rozktadu Poissona tez moze byé ciekawe.

Dowdéd.
E[f(yl(’“),...,yﬁ)}—iE f(Yl(’“),...,Yﬁ)|§;}g<’“)—j ~P<§;Yi(k)—j>

>F f(Yf’“),...,YJ’”)|§ujic"“):k
=il

g

i=1

—E|f (ka),...,ng>>} P (Zu:Yi(k) _ k) B [f (Xl(k)7._.,X1(Lk)>] ek %
) i=1 :

> B[ (x0,.., xP)] ei

Pierwsza nier6wnos¢ to ograniczenie sie do j = k, a druga to ograniczenie gorne na k!. O

Twierdzenie 25. Dla wystarczajaco duzego n, gdy rzucamy n kul do n urn (w sposob niezalezny i
jednostajny), to prawdopodobienistwo, ze maksymalne wypelnienie urny jest mniejsze od lirl‘r?n jest
CO najwyzej %

Dowéd. Dokonamy aproksymacji przez zmienne Poissona. Kazda urna dostaje zmienng losowa

Y1,...,Y, — niezalezne zmienne Poissona z parametrem = = 1. Niech M = 1r11r111:ln' Dla kazdego
1 jest
gLl
PY;>M)> T
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bo takie jest prawdopodobieristwo rownosci. Zatem

PlOy<m) <12 (1o LY costnr <
.Q]J’< s\~ ) “\UTan) s
Jjemn

gdzie przedostatnie przejscie to skorzystanie z 1 +z < e*, a ostatnie to dos¢ dlugie przeksztalcenia:

-_n

eM!

_n_
2elnn

Chcemy

< —2lnn, czyli > M!. Logarytmujac dostajemy, ze jest to rownowazne

Inn —Inlnn —In(2e) > In M!.

M!<evVM (%)M <M (%)M, gdzie w ostatnim przejsciu zastapiliémy e przez v M (mozemy, bo
dla duzego n mamy duze M). Zatem In M! <In M + M In M — M Ine. Podstawiajac definicje M:
Inn Inn

-(Inlnn —Inlnl — .
nlnn (tnfin gy = Ll ) Inlnn

InM!'<Inlnn—Inlnlnn + I

Teraz korzystamy z Inlnn = o (lé?r?n ) Dla duzych n wartosé¢ In In n jest mniejsza niz hllrh?n ‘Inlnlnn,

wiec je ze soba skracamy. Do tego pozbywamy sie pierwszego wyrazu z minusem. Dostajemy

Inn

InM!<Inn—
Inlnn

—1n (2e),

gdzie ostatni wyraz mozemy dopisaé, bo nieréwnosé jest bardzo ostra (skracaliSmy ze sobg funkcje
rozne asymptotycznie). Mamy wiec to, co chcieli$my. Koniczymy stosujac aproksymacje Poissona:

e 1
<77

Pl X;<M|<evnP| Y, <M < o <n

J€Eln] JE(n]

gdzie przez X; rozumiemy liczbe kul w ¢-tej urnie, a ostatnie przejscie to zastosowanie n > e. [

Twierdzenie 26. Niech X oznacza zmienng losows z problemu kolekcjonera kuponéw — liczbe ku-
pionych paczek przed zebraniem wszystkich n kuponéw. Wiemy, ze jest F [X] ~ nlnn. Zachodzi

V. lim P(X >nlnn+cn)=1—¢e"¢

n—oo

Dowéd. Bedziemy modelowaé sytuacje przez wrzucanie kul do urn, gdzie kule to paczki, a urny to
kupony. Interesuje nas ograniczenie zdarzenia, ze jest jakas pusta urna przy m = nlnn+ nc rzutach.

Rozwazamy model Poissona Y1, ...,Y, z parametrem * = Inn + c. Dla kazdego i mamy
P(Y; =0)=e 09 (Inn +¢)°- = _
! 0! n

Niech E bedzie zdarzeniem (¢, ¥; > 0, czyli, ze kazda urna jest niepusta (w modelu Poissona).

Mamy .
P(E) = (1— - > —e ",
7 twierdzenia o prawdopodobienistwie catkowitym mamy
P(E):P(E| Y — m| SW)P(\Y—M gm)
+P(E\ Y — m)| >\/W)P(|Y—m| >¢m),

e

gdzie Y = > jen] Y;. Udowodnimy teraz dwa fakty:
1. P (\Y —m| > \/2mlnm) =0
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2. ’P(E||Y—m|§\/m>—P(E|Y:m) = o(1).

7 tego bedzie wynika¢ nasza teza, bo we wzorze z prawdopodobieristwa catkowitego drugi sktadnik
znika, a drugi czynnik w pierwszym dazy do 1 (oba na mocy punktu 1.), czyli na mocy punktu 2.
jest

e™® = lim P(E)= lim P(E|Y =m),

n—roo n— oo

a to jest rowne granicy w prawdziwym modelu, bo dla ustalonej sumy zmienne Poissona zachowuja
sie jak kule w urnach.

Punkt pierwszy pokazujemy za pomoca nieréwnosci Czebyszewa:

P(|Y—m|>\/m)<L—>o,

~ 2mlnm
bo Y to zmienna Poissona z parametrem m, a wiec taka wtasnie wartoscia oczekiwana i wariancja.

Punktu drugiego dowodzimy zauwazajac, ze P (E | Y = k) jest rosnace wzgledem k (im wiecej kul,
tym wieksza szansa, ze kazda urna zostanie zapelniona — tu tez korzystamy z tego, ze dla ustalonego
k model Poissona jest rowny prawdziwemu). Z tego wynika

P(E|Y:m—\/m> gP(E\ Y —m| gm) SP(E|Y:m+\/m>,
bo sa to odpowiednio najmniejsza i najwieksza warto$¢ Y, ktoéra spelnia zadang nieréwnosé. Zatem
‘P(E| Y —m| < VamInm) —P(E|Y:m)‘
gP<E|Y:m+\/m) —P(E\Y:m—m),

bo zdarzenia ktérych prawdopodobieristwa odejmujemy leza blizej siebie niz te, przez ktére szacu-
jemy. Prawa strona jest rownowazna zdarzeniu: byta jakas pusta urna po m — v/2mInm rzutach, a
po kolejnych 2v/2mInm juz nie. Prawdopodobienistwo, ze pusta urna zostanie zapelniona w ciagu
tylu rzutéw jest ograniczone z union bounda przez 27%1‘”” = o(1), czyli cala réznica tez. To
ostatecznie konczy dowdd. O

9. Lancuchy Markowa

Definicja 34. Proces stochastyczny to rodzina zmiennych losowych {X; : t € T'} indeksowana zbio-
rem T (zazwyczaj interpretowanym jako czas). X; nazywamy stanem procesu w chwili ¢. Dla co
najwyzej przeliczalnego T' (zwykle T = N) mowimy, ze proces jest z czasem dyskretnym.

Definicja 35. Proces stochastyczny z czasem dyskretnym (i 7' = N) jest taniicuchem Markowa, jesli
dla kazdego t € N i ciagu (ag, a1, ...,a:—1,x) takiego, ze

t—1
P(mXizaiAXt:J?) >0
=0

zachodzi

t—1
P(XtH:y ﬂXi:ai/\Xt:x> =P(Xyy1=y| X, =2)
=0

dla kazdego y. Jest to automat, ktory zmienia stany z danym prawdopodobieristwem, ale zaleznie
tylko od poprzedniego stanu. Zbior stanéw bedziemy oznaczaé przez S.
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Definicja 36. Macierz przejscia tanicucha Markowa o liczbie stanéw s to macierz s x s

P11 P12
P = |P21 D22

gdzie Dij = P(Xt = 4 | Xi_1 = z) Oznaczamy Dij (n) = P(Xn = 4 | Xo = Z) = Pg

Przyktad. Zaba skacze miedzy dwoma lisémi 0, 1. Z prawdopodobieristwem p skacze 0 — 1, az 1 —p
zostaje w 0. Analogicznie definiujemy ¢. Jest to tancuch Markowa o macierzy przejscia

1-p p
q 1—gq

Wraz z zadanym stanem poczatkowym determinuje ona taicuch.

P =

Przykfad (Randomizowany 2-SAT). Rozwazmy formule postaci C' = A, z; V y;, gdzie z,y sa jednymi
z n zmiennych (lub ich zaprzeczeniami). Zastosujemy nastepujacy algorytm: wybieramy losowe
wartosciowanie, dopoki formula jest niespelniona wybieramy losowa niespetniona klauzule i jeden z
jej literalow, a nastepnie odwracamy jego warto$ciowanie. Powtarzamy taka operacje maksymalnie
m - 2n2, gdzie m jest pewnym parametrem. Jedli formula jest spetniona zwracamy wartoéciowanie,
inaczej stwierdzamy niespetnialnosé.

Taki algorytm zwraca poprawng odpowiedz z prawdopodobienistwem co najmniej 1 — 2%,1

Dowdd. Algorytm moze sie pomyli¢ tylko, jesli formula jest spelnialna, a on stwierdzi niespetnial-
nos$¢. Niech wiec bedzie spelnialna, a S bedzie pewnym spelniajacym ja warto$ciowaniem. Definiu-
jemy X; jako liczbe zmiennych wartosciowanych tak samo jak w S w i-tym kroku algorytmu.

Zachodzi P(X;11 =1|X; =0)=1, adlaj > 0 jest

PXinn=j+1|X;=j)>

)

PXip1=j-1]Xi=j) <

)

N~ N

bo w poprawianej klauzuli albo obie zmienne nie zgadzaja sie z S i na pewno jedng zmienimy popraw-
nie, albo jedna sie zgadza i mamy % na zmiane poprawnej. Taki proces stochastyczny nie jest tancu-
chem Markowa. Zamiast niego analizujemy proces o stanach Y; takich,ze P (Y;11 =5+ 1|Y; =j) =

% oraz Yy = Xg. To juz jest taicuch Markowa.

Niech h; oznacza oczekiwang liczbe krokéw potrzebnych do osiagnigcia wartosci n zaczynajac od

j. Mamy hy, =0, hg = hqy + 1 oraz h; = % + % + 1. Mozna pokaza¢ indukcyjnie, ze h; =

hjy1 + 27 + 1: dziala dla j = 0, a dalej mamy
hjt1 =2h; —hj_1 —2=2h; —(h; +2(j —1)+1)—1=h; — 25 — 1.

Ztegowynika,iehozhl—i-l=h2+1+3=--~=Z?:_ol(2i+1):”2-

Podzielmy wykonanie algorytmu na segmenty rozmiaru 2n?. Niech Z bedzie liczba krokéw potrzebna
do otrzymania rozwiazania (liczac od poczatku segmentu). Mamy E [Z] < n?. Zachodzi

2
n 1
P(Z>2n?) < — .
( ) — 2n2 2
Zatem prawdopodobienstwo, ze algorytm nie zwroci poprawnego wartosciowania po m segmentach
jest ograniczone przez 5.

Definicja 37. Stan i jest pochtaniajacy, jesli p;; = 1. Jest to stan, z ktorego juz sie nie wyjdzie.
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Definicja 38. Stan j jest osiagalny ze stanu 4, jesli istnieje taka liczba krokow n € N (moze by¢ 0),
ze p;j (n) > 0. To znaczy, ze da sie osiagnac ten stan w skoriczonej liczbie krokow.

Notacja. Jesli j jest osiagalny z 4, to piszemy i — 7.

Definicja 39. Stany i, j sie wzajemnie komunikuja, jesli ¢ — j oraz i — j (co oznaczamy i <> j).

Propozycja 14. Relacja wzajemnego skomunikowania jest relacja rownowaznosci.

Definicja 40. Lancuch Markowa jest nieprzywiedlny (nierozkltadalny, irreducible), jesli wszystkie
stany sie wzajemnie komunikuja.

Definicja 41. Stan ¢ jest nieistotny, jesli istnieje j taki, ze i — j oraz j / . Stan jest istotny, jesli
nie jest nieistotny.

Propozycja 15. Jesli stan ¢ jest nieistotny, to wszystkie stany w jego klasie skomunikowania sg
nieistotne. Podobnie jesli jest istotny, to wszystkie sg istotne.

Dowdd. Ze stanéw w jednej klasie da sie dojsé do doktadnie tych samych stanéw. O

Propozycja 16. Skoriczony taiicuch Markowa ma co najmniej jeden stan istotny.

Dowdd. Klasy skomunikowania mozna modelowaé skierowanym, acyklicznym grafem. W takim gra-
fie jest wierzcholek o stopniu wychodzacym 0. Elementy tej klasy sa istotne. O

Definicja 42. Dla nieprzywiedlnego taiicucha Markowa i stanu ¢ definiujemy zbior

Okres stanu 7 definiujemy jako ged (7 (7). W szczegolnosci zauwazmy, ze okres nie zawsze jest w
zbiorze T (7).

Propozycja 17. W nieprzywiedlnym taiicuchu Markowa wszystkie stany maja ten sam okres.

Dowdd. Rozwazmy dwa stany 4,7 € S. Z nieprzywiedlnosci mamy i <> j, a wiec istnieja takie m i £,
ze pij (m) > 0 oraz pj; (¢) > 0. Rozwazmy dowolne n € T (j) i oznaczmy przez o (i) okres i. Mamy

pii (m +n+€) > pij (m) - pj; (n) - pji (€) >0,

bo chcac przej$é z i do ¢ w m + n + ¢ krokach mozna przejsé z ¢ do 5 w m krokach, potem wykonaé
n krokow, po ktorych dalej bedzie sie w j, a na koniec wrocié¢ do ¢ w £ krokach.

Podobnie p;; (m +£) > p;; (m)pji (¢) > 0. Zatem m + ¢, m + £ +n € T (i), wiec 0(i) | m + £ i
o(i) | m+ £+ n, czyli 0(i) | n. Z tego mamy o (i) < o(j), bo o(i) tez okazal sie byé¢ wspdlnym
dzielnikiem elementow T (j). Nieréwnosci w drugg strone dowodzimy symetrycznie. O

Definicja 43. Okres nieprzywiedlnego taricucha Markowa definiujemy jako okres dowolnego jego
stanu. Laricuch jest nieokresowy, jesli jego okres wynosi 1, jesli jest wiekszy, to tanicuch jest okresowy.

Lemat 8 (Lemat Schura). Jesli S C N oraz ged S = gg, to istnieje mg € N takie, ze dla kazdego
m > mg iloczyn mgs da sie przedstawi¢ jako (skoriczona) kombinacje liniowa elementow z S o
nieujemnych wspotczynnikach.

Dowdd. Niech dg bedzie najmniejsza nieujemng liczba, ktora da sie przedstawié jako kombinacje
liniowa elementéw S. dg musi dzieli¢ kazda liczbe w S, bo inaczej reszta z dzielenia przez dg jest
mniejsza od dg kombinacja liniows elementow S. dg jest wspolnym dzielnikiem elementow S, a wiec
ds | gs. Oczywiscie jest gg | dg, a wiec gs = ds.

Zauwazmy, ze wartosé ged (S N [1,n]) dla rosnacego n jest malejaca, ale moze zmniejszy¢ sie tylko
skoniczenie wiele razy. Zatem dla pewnego ng zmniejszy sie po raz ostatni i dla F' = SN[1, ng] mamy

9. Lancuchy Markowa Strona 28/59



Metody Probabilistyczne Informatyki Maciej Mikotajczak

ged (S) = ged (F). Zatem wystarczy udowodnié teze dla skoniczonych F. Zrobimy to indukcyjnie,
zaczynajac od bazy F = {a,b}.

Niech gecd FF = g. Dla m > 0 zapiszmy mg = ca + db dla pewnych c¢,d. Zauwazmy, ze mamy
mg = (¢ + kb)a + (d — ka) b, a wiec mozna zatozy¢ 0 < ¢ < b. Jesli mg > (b — 1) a — b, to musi by¢
d > 0, a wiec mozna potozyé¢ mp = % + 1.

W kroku indukeyjnym rozwazmy zbior F'U {a}. Niech g = ged (F U {a}) = ged (gr,a). Wezmy n
takie, ze ng > myq 4,19 + mrpgr. Mamy ng — mpgr = ca + dgr dla pewnych ¢, d > 0. Zatem

ng =ca+ (d+mp)gr = ca+ ZfeF crf dla pewnych ¢y > 0, co wynika z okreSlenia mp. Teraz
wystarczy polozy¢ mpyia} = Mya,gp} + m. O

Propozycja 18. Jesli {X,, : n € N} jest nieprzywiedlnym, nieokresowym laricuchem Markowa, to
Vjjes Ing Ynzno Pjj (n) > 0.

Zmaczy to, ze im dalej jesteSmy w tancuchu, tym bardziej mozemy znalezé sie w dowolnym stanie.

Dowdd. Niech j,j' € S. Z nieokresowosci mamy ged {n : p;; (n) > 0} = 1. Na mocy lematu Schura
istnieje takie mq, ze

VmZmo 3 r>1, m = 5 £in;.

Teraz pj; (m) > [Tiep Pis (Gini) > Tigpy Pig () > 0.
Z nieprzywiedlnosci jest j/ — j, a wiec 3, pjr; (m1) > 0.
Ktadziemy ng = mg 4+ m. Dla dowolnego n > ng mamy
pjrj (n) = pjrj (ma) - pjj (n —ma) >0,
bo n — mi Z mo. ]
Definicja 44. Definiujemy zmienng losowa
Ti’j:min{HENlZXn:j|X0:i},

oznaczajaca pierwsze odwiedzenie stanu j przez instancje laricucha Markowa, ktéry zaczyna w .
Przypomnijmy, ze minimum ze zbioru pustego to co. Definiujemy odpowiednie prawdopodobieristwa

fm(n):P(Tm:n):P(Xn:jﬂXn_17é]ﬂﬂXl#j\XO:z),

fzj*Psz<oo Zfz,j

Definicja 45. Stan 7 jest powracajacy, jesli f;; = 1, a chwilowy, jesli f;; < 1. Powracajacy stan to
taki, do ktorego na pewno wrocimy.

Uwaga. Stan powracajacy na pewno jest istotny (bo nieistotne to takie, do ktorych jest szansa, ze
nie wrocimy).

Definicja 46. Stan powracajacy ¢ jest dodatni, jesli E [r;;] = Y oo, nfi; (n) < co. W przeciwnym
wypadku méwimy, ze jest zerowy.

1
i+1

Przyktad. Dla kazdego stanu i mamy prawdopodobienistwo - L na pojscie do ¢ + 1 oraz na
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poéjscie do 1. Zaczynajac z 1 prawdopodobienistwo niewrdcenia w pierwszych ¢ krokach to

g o1

t
i+l t+1°

J

Zatem f;; = lim;_, oo (1 — t%) =1, a wiec stan 1 jest powracajacy.

Liczymy wartosé¢ oczekiwana:

<11 <1
[71.1] ; tt+1 ;t+1 &0

bo najpierw musimy ¢ — 1 razy nie wroécié¢ do 1, a potem wybraé¢ powrot. Zatem stan 1 jest zerowy.

Lemat 9. W skoriczonym, nieprzywiedlnym tancuchu Markowa kazdy stan jest powracajacy dodatni.
Dowdd. Z nieprzywiedlnosci wiemy, ze dla kazdych stanow ¢, j istnieje takie n, ze p; ; (n) > 0. Biorac
maksimum po wartosciach n dla r6znych par stanéw i minimum po wartosciach prawdopodobienstw
dostajemy, ze istnieje liczba naturalna r > 0 i rzeczywista € > 0 takie, ze dla kazdych dwoch stanow
i,j istnieje j < r takie, ze p; ; (j) > e.

7Z tego wynika, ze dla ustalonego stanu y prawdopodobienistwo na wejécie do y pomiedzy czasem ¢
a t + r wynosi co najmniej €, niezaleznie od stanu lanicucha w czasie t. Zatem

P(ryy>kr)< (A —e)P(ryy > k-1)7r)<...<(1-¢).
Teraz mozemy przeliczy¢
Ery ] = ZP(TWJ > 1) < ZTP (Ty,y > kr) < rz (1—¢)* < oo,
teEN k>0 k>0

gdzie pierwsza nieréownosé to skorzystanie z faktu, ze P (7, > t) jest nierosnace wzgledem t. Wi-
dzimy, ze stan y jest dodatni, a wiec w szczegdlnodci jest tez powracajacy (skonczona wartosé
oczekiwana daje prawdopodobienistwo 1, Zze zmienna ma skoriczong wartosc). O

Definicja 47. Rozktad 7 tanicucha Markowa w danym momencie to rozklad zmiennej losowej odpo-
wiadajacej aktualnemu stanowi. Mamy 7 = (71;);¢cs dla 7; bedacego prawdopodobienistwem przejscia
do stanu i.

Uwaga. Rozktad 7y zmiennej Xy mozna reprezentowaé¢ poziomym wektorem. Mnozac go przez ma-
cierz przejécia dostajemy kolejne rozklady: m; = m - Pt.

Definicja 48. Rozklad taricucha Markowa 7 o macierzy przejcia P jest stacjonarny, jesli m = wP.

Lemat 10. Dla kazdego skoriczonego, nieprzywiedlnego, nieokresowego tancucha Markowa i jego
stanu ¢ zachodzi

li i () = .
ti}{.lop,” ( ) E [Tl,l]

Twierdzenie 27. Kazdy skoriczony, nieprzywiedlny, nieokresowy taricuch Markowa posiada (jedyny)
rozklad stacjonarny m = (m;);cg. Dla kazdego 4, j € S granica lim;_,o p;; (t) istnieje, a jej wartosé
jest niezalezna od j. Do tego zachodzi

. 1
= tli>r£<>pji <t) a E [Ti,i] ’

Dowéd. Ustalmy stany @i j. Mamy > .-, f;.: (t) = 1, bo w skoficzonym, nieprzywiedlnym lanicuchu
kazdy stan jest powracajacy. Dla kazdego € > 0 istnieje t; takie, ze 221:1 fji(t) >1—¢c. Dlat >t

9. Laricuchy Markowa Strona 30/59



Metody Probabilistyczne Informatyki Maciej Mikotajczak

mamy
t
Pj,i(t)Zij,i(k)pmt— >ijz )pii (t — k).
k=1

Korzystamy z przejscia granicznego:

lim p;; (t) > hm ij i (B)pii(t—k ij g 1ir£10pi7i t)>(1—-¢) tliglopi,i (t).

t—o0

Teraz szacujemy z drugiej strony:

p]z Zf]z pu - <Zf]z P” - Z sz <Zf]z p” —k)-l—E,

k=t1+1

t—o0

ty
lim p;; () < lim (Z Fii (k) pii (t — k) +5> = fii(k) lim py (8) +¢ < lim pi (t) +e.
=1

Wobec dowolnosci € mamy

. 1
tli)m Pj,i ( ) - tllg.lopi’i (t) - E [Ti,i] .

Wezmy 7 jak w wypowiedzi. Suma wyrazéw w wierszu P! wynosi 1, a wiec
=i T ris 0= 3 im0 = e
kes kes kes
Do tego pji (t +1) = >, g Pjk () Pri, co w przejiciu granicznym daje
mi =Y mkPy.
kes

Te dwie réwnosci pokazuja, ze m jest rozkladem i to stacjonarny. Teraz pokazemy jedyno$é. Niech

¢ bedzie drugim rozkltadem stacjonarnym. Rozwazmy x € S taki, ze % jest minimalne. Zachodzi

7@ = L1 0) P = 3 5000) P 2 50 3 000) Pra = 11 30(0) = 7 (2),

yes yGS yES

gdzie pierwsze i przedostatnie przejscie to skorzystanie ze stacjonarnosci, a nieréwnosé to zatozona
minimalnosé. WykazaliSmy, ze tak naprawde jest to rownosé, a wiec 7 jest jakas krotnoscig ¢. Oba
te wektory maja taka sama norme, a wiec sg po prostu réwne. O

Twierdzenie 28. Niech S bedzie (dowolnym) zbiorem stanéw w skoniczonym, nieprzywiedlnym, nie-
okresowym tancuchu Markowa. W rozkltadzie stacjonarnym 7 prawdopodobieristwo opuszczenia
zbioru S jest réowne prawdopodobienistwu wejscia do niego.

Dowdd. Rozwazmy na poczatek S = {i}. Mamy

n n
E Py = m = m; E Py,
j=1 j=1
a wiec mozna skasowaé wyraz m; P;;, czyli mamy
E Wiji = E 7TiPij-
J#i J#i

Sumujac takie rownosci dla réznych i (i zauwazajac, ze z sum po obu stronach powinny zniknaé¢
sktadniki odpowiadajace nowym elementom zbioru, a one sie skroca) dostajemy odpowiednia row-
no$¢ dla dowolnego zbioru S. O
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Twierdzenie 29. Rozwazmy skoriczony, nieprzywiedlny, nieokresowy tancuch Markowa. Niech m =
(m1,...,m,) bedzie wektorem nieujemnych liczb takich, ze > ; m; = 1. Jesli dla kazdych dwoch
stanéw 4, j zachodzi

7TiPij = Fiji,
to 7 jest rozktadem stacjonarnym tego taricucha Markowa. Laricuchy, w ktorych zachodzi ten wa-
runek, nazywamy tancuchami z odwracalnym czasem.

Dowdéd. Dla kazdego j mamy
n n
Z’/Tipij = Zﬂjpji = 7Tj,
i=1 i=1
a wiec TP = m. W polaczeniu z Y., m; = 1 dostajemy, ze 7 jest rozkladem stacjonarnym. O

Algorytm 2 (Znajdowanie rozkfadu stacjonarnego). Mamy m = wP oraz ustalong norme m, a wiec
mozna po prostu rozwigzaé¢ uktad réwnan. Jest to najbardziej brutalne rozwiazanie.

Przyjemniejsza metoda (troche mniej rownan) to skorzystanie z twierdzenia, ze prawdopodobienstwo
wyjscia ze zbioru jest rowne prawdopodobienstwu wej$cia do niego. Dostajemy wtedy réwnania
powstale dla wybranych zbioréw.

Mozna tez zgadnaé wynik i pokazaé jego poprawnosé — to dziala tadnie zwlaszcza w tancuchach z
odwracalnym czasem.

10. Spacery po grafach 024.11.24

Pomyst. Majac zadany graf G mozemy zdefiniowaé¢ tanicuch Markowa, w ktorym stany to wierz-
cholki, a z kazdego wierzchotka mozna przej$¢ do kazdego jego sasiada z réwnym prawdopodobien-
stwem. Taki aricuch nazywamy (losowym) spacerem po grafie. Zauwazmy, ze dla spojnego grafu
taki tanicuch jest nieprzywiedlny.

Lemat 11. Niech graf G bedzie spojny. Lancuch spaceru po nim jest nieokresowy wtedy i tylko
wtedy, gdy graf nie jest dwudzielny.

Dowdéd. ( =) Jesli G jest dwudzielny, to do kazdego wierzchotka v mozna wrocié tylko po parzystej
liczbie krokéw, bo co krok zmieniamy strone, po ktorej jestesmy.

(<= ) W niedwudzielnym G musi istnie¢ nieparzysty cykl. Niech v lezy na tym cyklu. Z jednej
strony mozna wyj$¢ do dowolnego sasiada v i wrocié, co da p,, (2) > 0, a z drugiej mozna przejsé
calym cyklem, czyli p,, (2k + 1) > 0. Zatem okres v (czyli catego spaceru) to 1. O

Uwaga. Dalej bedziemy rozwazaé grafy spdjne i niedwudzielne, a wiec takie, ktérych spacery sa
nieprzywiedlne i nieokresowe. W szczegolnosci majg one rozktad stacjonarny.

Twierdzenie 30. Rozktad stacjonarny 7 = (m,)yev () spaceru po grafie G ma postaé¢ m, = 2?3((%).

Dowdd. Pokazemy, ze tak zadane 7 faktycznie jest rozkladem stacjonarnym. Mamy

d (v) 1
2 ™= 2 sp@-amE 2 ‘=1

veEV(G) VeV (G) VeV (G)

a wiec faktycznie jest to rozklad. Mamy tez

du) 1 d(v)
(Wp)v: 7Tu'Puv: ’ = = Mo,

gdzie drugie przejscie to zastosowanie okre$lenia macierzy P dla spaceru. O
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Definicja 49. Czas pokrycia grafu G to chwila (indeks tanicucha Markowa), w ktorej spacer odwiedzit
juz kazdy wierzcholek. Taka zmienna losowa oznaczamy Cg.

Lemat 12. Dla kazdej krawedzi uv w grafie G zachodzi E [T,,] + E [Tu] < 2E (G).

Dowdd. Majac graf G bedziemy tworzy¢ tancuch Markowa na krawedziach skierowanych. Rozwa-
zamy skierowany graf D, ktory jest grafem G, w ktérym kazda krawedz zostalta przedstawiona jako
dwie krawedzie skierowane. Stanem laricucha beda krawedzie, a z zadanej krawedzi bedzie mozna
przejsé¢ do krawedzi wychodzacych z jej korica (z rownym prawdopodobieristwem).

W takim laricuchu rozklad jednostajny m,, = ﬁ(g) jest stacjonarny. Po pierwsze ), BE(D) Tuv =

ZUUGE(D) ﬁ(c) = 1, wiec jest to rozkltad. Mamy tez

11 dw 1
2. T i) T dm) 2E(G)  2E(G) v

gdzie uv jest pewna krawedzia w D. Z tego wynika, ze rozktad jest stacjonarny.

Ograniczana warto$¢ E [T,,] + F [Tyy] jest oczekiwang liczbg krokow w spacerze u — v — u. W
grafie D mozna patrze¢ na spacer z krawedzi vu do vu. Idzie on tak samo jak przejscie z u do v
i z powrotem do u, ale ma ustalona krawedz, ktora trzeba wrécié¢ do u. Zatem bedzie dtuzszy od
zwyklego spaceru po wierzchotkach i mamy

1
E [Tuv] +E [Tvu] <FE [T(vu)(vu)] = =2F (G) .

Lemat 13. Oczekiwany czas pokrycia grafu jest ograniczony przez
E[Ce] <2]E|- (V] -1),

gdzie E,V to zbiory krawedzi i wierzchotkéow tego grafu.

Dowdéd. Niech T bedzie drzewem rozpinajacym G. Przejdziemy po jego wierzchotkach w kolejnosci
DFSa. Niech vg,v1,...,v2v|—2 beda kolejnymi wierzchotkami odwiedzonymi przez DFSa. Oczeki-
wany czas pokrycia grafu jest ograniczony przez oczekiwany czas kolejnego odwiedzania wierzchot-
kow wypisanych w takiej kolejnosci. Zatem

2|V|=3
E[Cq] < Z E I:T'Ui'Ui+1] = Z Eroy] + Erye] < 21E|- (V] - 1).
=0 zyeT

O

Lemat 14. Zachodzi
E[Cc]<H(n-1)- max E [Tuy]
w,veV,
uFv
gdzie G = (V, E) jest grafem, |V| =n a H (n) to liczba harmoniczna.
Dowéd. Oznaczmy B = maxy vev, F [Tuy]. Wybierzmy losows permutacje wierzchotkow 71, ..., Z,
uFv

i pewien konkretny wierzchotek startowy w. Niech Ti,...,T, beda zmiennymi losowymi takimi, ze

T} oznacza pierwszy moment przejscia przez wierzchotki Z1,...,Z;. Dla j > 2 definiujemy
Y;=FE [Tj —Ti_1 | Zl,...,Zj_l,Xl,...,Xijl] ,

czyli oczekiwany czas miedzy odwiedzeniem odpowiednich wierzchotkéw warunkowany stanem na-
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szego eksperymentu — przez X, oznaczamy stan naszego spaceru w momencie r. Zachodzi

G]Si:}/j‘i‘E[Tl]a

=
bo jest to wartos¢ oczekiwana przejscia po wierzchotkach w niedowolnej kolejnosci.

Jesli Z; = u (co ma prawdopodobienistwo ;) to jest Ty = 0. Inaczej E [Ty | Z1] = E[1y,z,] < B.
Zatem E[T1] < (1 - 1) B.

Jedli Z; nie jest ostatnim odwiedzonym wierzcholkiem sposrod Zy,...,7Z;,t0Y; =0,bo T; =T
Jedli jest, to mamy Y; = E [Tz,“ Zj] < B, gdzie Zj jest ostatnim wierzchotkiem odwiedzonym

sposrod Zi,...,Z;_1. Z; jest ostatnim odwiedzonym wierzchotkiem z prawdopodobiefistwem % a

7

wiee Y; < ?. Zatem mamy

E[Og]gzn:5+(1—1> = 1+Z B—fB H(n—-1)B.

11. Ciaggle zmienne losowe

Definicja 50. Zmienna losowa X jest ciggla, jesli istnieje funkcja f: R — R>¢ taka, ze

Veam P(X € B) = [ f(a)do
B
Taka funkcje nazywamy funkcja gestosci lub gestoscig zmiennej X.

Uwaga. Wtasnosci funkcji gestosci:
L4 vxE]R f ($) >0
o [pf(x)dz=1

e Ply< X <y+9) fyﬂs x)dx = §- f (y). Czyli f(x) moéwi, jak szybko rosnie prawdopo-
dobienstwo przyjmowania Wartosm z przedzialu, gdy przedzial zaczyna sie od .

I Uwaga. Mamy V,crg P (X = z) = 0. W szczegolnosci daje to P (X <z) = P (X < z).

Definicja 51. Dystrybuanta zmiennej losowej X to funkcja F' () = P (X < ). Dla zmiennej ciagtej
jest F(z) = [*__ f(y)dy, a wiec f(z) = F' ().

Definicja 52. Wartos$¢ oczekiwana cigglej zmiennej X to

Przyktad. Mamy

Var(X):E[(X—E{X]f] :/R(x—E[X])2f(x)dx

:/Ra;Zf(m)da:—QE[X]/Rxf(m)dx+/RE[X]2f($)d33

= E[X?] - 2E[X]* + E[X]’ = E [X?] - E[X]*.
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Propozycja 19. Dla ciaglej zmiennej losowej X przyjmujacej wartosci nieujemne jest

E[X] :/OOOP(sz)dx.

Dowdéd. Niech f bedzie gestoscig X. Mamy
00 00 [e%S) oo Yy
| rxzawa= [ [ jwwe=[ [ fwaa
0 T

=0 Jy=z y=0 Jz=0
(o] Yy o) 00
— [t [ aww= [ srma= [ wwa
y=0 =0 y=0 —00
gdzie ostatnie przejscie wynika z nieujemnosci X . O

Definicja 53. Wspolna dystrybuanta zmiennych losowych losowych X, Y to

F(z,y) =P (X <2,Y <y).

Definicja 54. Wspélna gestosé cigglych zmiennych losowych X, Y to funkcja f taka, ze

F(z,y) = /_9; /_ymf(u,v)dvdu,

82

0xdy

a wiec

[l y) = F(z,y).

Definicja 55. Dla dwoch zmiennych X,Y o zadanej wspodlnej dystrybuancie F' (z,y) brzegowa dys-
trybuanta zmiennej X to funkcja

Fx (z) = lim F (z,y) =P (X <xz),

Y—>00

ktorej odpowiada brzegowa gestosé fx (z). Analogiczne pojecia definiujemy dla zmiennej Y.
Definicja 56. Zmienne X,Y sa niezalezne, jesli
Voyer P(X <2,Y <y)=P(X <z2)P(Y <y).
Uwaga. Niezaleznos¢ jest rownowazna odpowiednim réwnosciom dystrybuant i gestosci:
F(z,y) = Fx (z) Fy (y) ,

f(z,y) = fx (2) fy (v).

Definicja 57. Prawdopodobienistwo warunkowe definiujemy jako catke

f(z,y)
Iy (v)

gdzie funkcje fxy = nazywamy warunkows gestoscia.

Definicja 58. Warunkowa wartosé oczekiwana to catka

o0

BX|Y =y = [ afay @y)ds,

— 00

Definicja 59. Rozklad ciagtej zmiennej losowej X nazywamy jednostajnym na [a,b] (krance nie
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maja znaczenia, moga by¢ tez otwarte), jesli jej dystrybuanta przyjmuje wartosci

0 r<a
F(z)=1{ #=2 z€lab]
1 x>b

Gestosé jest wtedy funkcja

Przyktad. Wartosé¢ oczekiwana zmiennej ciaglej X jednostajnej na [a, b] to

oo b 2 2
1 1 b —a a+b
E[X}—/_Ooxf(x)dx—/ax~b_adx—b_a. 5 5

Wariancje dostaniemy z podobnych przeliczen dla drugiego momentu:

E[X?]

> 1 L 1 b —a® b+ ab+d?
2 dz = / 2dz = - = )
/ooxf(x) Thv—a), T ¥ T =0 " 3 3

Propozycja 20. Funkcja tworzgca momentéw zmiennej losowej X o rozkladzie jednostajnym na
[a,b] to

tb ta
e =e_ ¢ 0
Mx (t) _ { t(b—a) 7é -

1 t=0
Dowdd.

0o 1 b et _ete t ?é 0
M =E[eX] = oy = tr qp = ¢ t-a) )
x (¢) [e"*] [mf(x)e dz b—a/ae dx {1 i~ 0

O
Propozycja 21. Niech X ma rozklad jednostajny na [a,b]. Jesli a < ¢ < d < b, to
c—a
P(X<c|X<d)=
(X<eclX<d==2,
czyli wynikowa zmienna ma rozktad jednostajny na krotszym przedziale.
Dowaéd.
P(X<cnX<d) P(X<c¢) c—a b-—a c—a
P(X <d) P(X<d b—a d—a d—a
O
Twierdzenie 31. Niech X;,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie jednostajnym na
[0,1]. Niech (Y1,...,Y,) =sort (X1,...,X,). Wtedy
k
N EYy] = ——.
keln) EVi] = =
Dowdd. Pokazemy to wprost dla k = 1. Mamy Y; = min (X, ..., X,,), zatem

PWizy)=P(Xi2yn..nX,2y)=[[PXizy) =01-y)".

1€[n]
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7 tego mamy dystrybuante i gestosé

Fy)=1-(01-y)",
fly)=nl-y" ",

Teraz mozemy policzy¢ warto$é oczekiwana wprost z definicji:

E[Y1]=/Ryf(y)dy=/0 yn (1 —y)" " dy.

To liczymy przez czedci:!

1
-1
EYi]=—y(l—-y)"e— [ —(1-—y)"dy= 1—y)" T = .
[Y1] y( y)IO/O (1-y)"dy n-l—l( Y) Tt

Lub stosujac przejscie

(o) o0
EY) = P(Y; >y)dy = 1—y)" = )
M= [ Peizay= [T a0t =g
Dla wiekszych k takie przeliczenia sa jeszcze trudniejsze, mozna zastosowaé bardziej pomyslowy ar-
gument: zamiast losowaé¢ na odcinku losujemy jednostajnie punkty Py, ..., P, na okregu o obwodzie
1. Definiujemy X; = P; — Py (odleglosé na tuku idacym zgodnie ze wskazoéwkami zegara). Rozklad
dalej jest jednostajny, a zmienne sg niezalezne.

Jest pelna symetria, a wiec odcinki P;P;+1 sa w oczekiwaniu tej samej dlugosci (mozna wybraé

za Py dowolny z wylosowanych punktéw, wiec dlugosé kazdego odcinka ma taki sam rozklad jak

pierwszego). Zatem maja dtugosé n%rl A teraz nasze zmienne to sumy dlugosci odcinkow. O

IWarto zaznaczy¢, iz prowadzacy wyktad policzy?t te catke samodzielnie.

12. Rozklad wykladniczy

2024-12-10

Pomyst. Mamy kilka okienek w urzedzie, czekamy w kolejce na zwolnienie ktoregos. Czas oczeki-
wania bedziemy mogli modelowaé¢ wlasnie rozkltadem wykladniczym.

. s . .. . )\ -z O
Definicja 60. Dla parametru A > 0 rozklad o funkeji gestosci f(z) = 06 . z 9 nazywamy
z <

rozktadem wyktadniczym. Prawdopodobienistwo spada wyktadniczo wraz ze wzrostem z. Mamy

0 [e'S) R
/ f(z)dz = / Ae ™ dz = lim Ae ™ dz = lim fe*)“”’f = lim —e *f41=1,
—0o0 0

R—o0 /g R—o0 R— o0

wiec jest to poprawna gestosc.

Propozycja 22. Dystrybuanta, wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej X o rozkladzie wyktadni-

czym z parametrem A to
1—e ¢t>0
F(t) = { ;

0 t<0
1
FlX]|=-
x]=1,
1
Var( ):F
Dowdd. .
F(t) = f(z)dz = —e™? g =1-—e7,
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E [X] :/ zf (z)dx :/0 Aze 2 dx = —xe*)“'”|0 —/0 —e M dy = —Xef)‘w =3
0

— 00

E[X7] =/°° me(x)dac:..J:%’

— 00

a wiec Var (X) = 55. O

ICwiczenie dla czytelnika, wymaga podwojnego catkowania przez czesci (adnotacja powstala na prosbe pewnej
osoby z miasta, gdzie sa tylko lasy i tramwaje).

Propozycja 23. Funkcja tworzaca momentéw zmiennej losowej X o rozktadzie wyktadniczym z
parametrem A to
A
o t<A
oo t> A

oo A
_ ) = t< A
0 +oo t> A

My (t):{

Dowdéd.

o0
A
Mx (t) = / e~ Aot g — ﬁem(t—A)
0

O

Lemat 15. Rozktad wyktadniczy ma wlasnosé ,bez pamieci’, czyli dla zmiennej X ~ Exp ()\) i

s,t > 0 mamy
P(X>s+t|X>t)=P(X >5s).

Dowdéd.

P(X>s+t) 1—Fx(s+t) e+t
P(X>t)  1-Fx(t) e
=e™M=1-Fx(s)=P(X>s).

P(X>s+t|X>t)=

O

Lemat 16. Rozklad wykladniczy jest jedynym ciaglym rozkladem bez pamieci, czyli jesli X jest
ciaggla zmienng losowa i zachodzi

Vsiso P(X >s+t| X >t)=P(X >s),

to istnieje takie A > 0, ze X ~ Exp ()).
Dowéd. Niech S (z) =1 — Fx (z). Mamy

S(s+t) _
Tt)fs(s) = S(s+t)=5(s)S ().

Z tego widzimy S (2t) = S (t)* i indukujac mamy S (pt) = S (¢)?, S (lt> =9 (t)%, czyli S (gt) =

q
S (t)g7 a wiec Vyreq., S (rt) = S(t)", teraz dla a € Ry znajdujemy ciag {r,} zbiegajacy do a i
mamy S (r,t) = S (t)™", a wigc z ciagtosci S (at) = S ().
Wstawiajac ¢t = 1 mamy S (a) = S (1). Definiujemy A = —In S (1). Dla € R>g mamy S (z) =
5(1)° = e Sz = =22 czyli rozktad wyktadniczy.

S (z) jest nierosnaca i mamy lim, .o+ S (z) = 1, wiec P (z < 0) = 0, czyli dla liczb ujemnych tez
sie zgadza. O

Lemat 17. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie wykltadniczym z parametrami A

i p. Zachodzi min (X,Y) ~ Exp (A + p). Dodatkowo P (X <Y) = 33
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Dowdd.

Pmin(X,Y)>t)=P(X >tNY >t) =P (X >t) P (Y > t) = e Me#t = ¢~ (OF1)t,

P(X<Y)=P(X,Y) € {(z,y) eR*: 2 <y}) :/OOO/Ony,y(%y)dxdy

o] Yy 00 oo oo
= / / e M pe Y dg dy = / pe M (1 — e_’\y) dy = / pe M dy — / pe~Atmy gy
o Jo 0 0 0

—1- [_Me—(/\-iru)y} U S S
A4 0 Ap o A+p
O
Uwaga. Zeby znalez¢ P ((X,Y) € A) dla A € R? liczymy [, fx,y (z,y) dzdy.
Whiosek. Dla niezaleznych zmiennych X; ~ Exp (A1), ..., X; ~ Exp (A\x) mamy
P (X; = min (X X3)) Aj
i = 1y--+sAk)) = k
Zi:l )\7'
Definicja 61. Definiujemy funkcje gamma jako
T (a) z/ z%le % dx
0
dla kazdego a > 0.
Propozycja 24. Zachodzi I' (a 4+ 1) = al (a).
Dowaéd.
I(a+1) = / x%e *dx = —x“e_xlgo + a/ 2" te ™ dr =04 al (a).
0 0
O

Uwaga. Mamy I' (1) = 1, a wiec I'(n) = (n — 1)!. Zatem funkcja gamma jest w pewnym sensie
uogoblnieniem pojecia silni na liczby rzeczywiste.

Definicja 62. Zmienna losowa X ma rozktad I" (a, 1) jesli jej gestosé jest zadana wzorem

1 a—1_—x >0
z) — F(a)x e T
e { ! o

Propozycja 25. Jesli X ~ T (a,1), to E[X¢] = %

c] _ 1 > a—1+4c_ —x _F<a+c)
E[X]—W/O o1 Hee dx—w.

Dowdéd.

Whiosek. Dla X ~ T'(a,1) zachodzi F [X] = F{fl(l')l) =aiVar(X)=(a+1)a—a*=a.

Definicja 63. Zmienna losowa X ma rozklad T'(a, \), jesli istnieje takie Y ~ I'(a,1), ze X = %
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Taka zmienna losowa ma gestosé

dy 1 a—1 —X\ A 1 —x
= | = >\ wA — a a2
fX (l’) fY(y) dz F(G,)( .’b) e F(G,)x e
Uwaga. Dla X ~ T'(a, \) zachodzi F'[X] = ¢ i Var (X) = 5.

Przyktad (Problem kul i urn ze wzmocnionym feedbackiem). Rozwazamy problem kul i urn, w ktérym
im wiecej kul jest w urnie, tym wicksza szansa na wpadniecie tam. Mamy dwie urny (np. czerwona
i niebieska), zastanawiamy sie, w ktorej bedzie wiecej kul (po dtugim czasie).

Lemat 18 (Feedback bez wzmocnienia). Niech X,,,Y;, beda liczba kul wrzuconych odpowiednio do
czerwonej i niebieskiej urny w momencie czasu n. Zaczynamy z Xo =Yy =1. Jesli X =z i Y =y,

to niech prawdopodobienistwo wybrania kolejnej kuli do czerwonej urny wynosi —2—

Tty ’
Dla z € [n+ 1] mamy P (X, =x) = n%_l (i analogicznie dla Y).
Dowéd. Dowod indukeyjny, baza oczywista. Dla n > 0 jest
z—1 n+1l—-x n 1 1
P(X,=2)= PXp1=2z—-1)+ ——P (Y1 = 1—z)= == ,
( @) n+1 ( p=z-1+ n+1 (Y1 =n+ z) n+1l n n+1l

gdzie pierwsze przejscie to rozwazenie przypadkéw osiagniecia x kul w czerwonej urnie, a drugie to
zatozenie indukcyjne. O

Twierdzenie 32 (Feedback ze wzmocnieniem). Niech X,,, Y}, beda liczbg kul wrzuconych odpowiednio
do czerwonej i niebieskiej urny w momencie czasu n. Zaczynamy z Xo = xg, Yo = yo. Jesli X =«
i Y =y, to niech prawdopodobienistwo wybrania kolejnej kuli do czerwonej urny wynosi dla
ustalonego parametru p.

_a?
P +yP

Dla kazdych zg,y9 € N7 i p > 1 z prawdopodobienistwem 1 istnieje ¢ € N takie, ze jedna z urn
otrzyma mniej niz ¢ kul (przy rzucaniu w nieskoriczono$é). Innymi stowy

P(lim X, = ocon lim Yn:oo)zo.

n—oQ n— o0
Dowdd. Niech T, bedzie zmienng modelujaca czas oczekiwania na (x + 1)-sza kule w urnie czerwonej

majac w niej z kul. W naszym modelu T, ~ Exp (2P), czyli zmienna T, formalnie nie ma nic
wspolnego z kulami i urnami. Podobnie definiujemy U,. Wczeéniej widzielismy, ze zachodzi

P

a wiec te zmienne faktycznie dobrze modelujg nasz eksperyment — szansa na ,skoriczenie” T}, przed Uy,
jest taka, jak wrzucenia kuli do urny czerwonej. W momencie skonczenia T, mozemy ,zrestartowac”
U, (czyli skorzysta¢ z wlasnosci bez pamieci rozktadu wyktadniczego) i zaczaé T,41 — odpowiednia
nieré6wnos¢ bedzie dalej zachodzié. Oczywiscie wszystko dziata tak samo, gdy skoiczy sie U,.

Definiujemy
oo o0
F=)"T;, G=)> U
Jj=xo J=%o0
Te wartosci oznaczaja momenty, w ktorych liczba kul wrzuconych do danej urny staje sie nieogra-
niczona. Mamy

E[F|=> E[Tj]=) ]ip < oo.
Jj=zo Jj=zo

To samo zachodzi dla G. Zatem P (F < o) = P (G < o0) = 11 te liczby sa dobrze zdefiniowane z
prawdopodobienstwem 1 (ograniczona warto$é oczekiwana daje zerowe prawdopodobieristwo tego,
ze zmienna jest nieograniczona). Mamy P (F # G) = 1 (tak zachowuja sie kazde niezalezne zmienne
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ciagte), czyli P(F < GUF > G) = 1. Zalézmy, ze F < G. Mamy zatem (dla pewnego t)

t+1 t t+1

t m
SNU<F<Y U = Y U< <> U
j=1 j=1 j=1 i=1 j=1

dla wszystkich odpowiednio duzych m. To znaczy, ze do niebieskiej urny wpadnie ¢ kul i za-
nim wpadnie kolejna, do czerwonej urny wpadnie nieograniczona liczba kul — czyli w granicy jest
lim, o0 Y, = t.

Analogiczny argument dzialta, gdy G > F'. Zatem z prawdopodobieristwem 1 zachodzi przedstawiona
sytuacja, co konczy dowod. O

13. Proces Poissona
Definicja 64. Rozwazmy ciag zdarzen losowych. Niech N (t) zlicza liczbe zdarzen w przedziale czasu
[0,t]. Proces {N (t) : t > 0} nazywamy stochastycznym procesem zliczajacym.
Definicja 65. Proces Poissona z parametrem A > 0 to stochastyczny proces zliczajacy taki, ze:
1. N(0)=0
2. proces ma stacjonarne i niezalezne przyrosty, czyli
(a) Vsi>0 N (t) 1 N (s+t) — N (s) maja ten sam rozklad — proces nie zmienia si¢ w czasie.

(b) Vi <to<ts<ts N (t2)—N (t1) 1 N (t4)— N (t3) sa niezalezne, czyli zdarzenia na niezaleznych
przedziatach sa niezalezne.

3. limy_,¢ w = A, czyli predkos$¢ pojawiania si¢ zdarzen wynosi A.

4. limg_yq w = 0, czyli wystapienie wiecej niz jednego wydarzenia na raz jest nieprawdo-
podobne.

Twierdzenie 33. Niech {N (¢) : ¢ > 0} bedzie procesem Poissona z parametrem A. Wtedy

()"
n!

vt,sZO,nEN P (N (t I 8) — N (S) = n) = ef)‘t

)

czyli taka zmienna ma rozktad Poissona z parametrem At.
Dowéd. Indukcja po n. Niech P, (t) := P (N (t + s) — N (s) = n). Dowodzimy bazy n = 0. Mamy

Py(t+h)=P(N({t+h)=0)=P(N({t)=0NN(t+h)—N(t)=0)
=P(N(@)=0)-P(N({+h)=N(@{)=0)=P(N(@{)=0)-P(N(h)=0)=F{)- Fo(h),

gdzie najpierw podstawiamy s = 0, potem korzystamy z niezaleznosci i stacjonarnosci. Mamy

Pé(t):}lg%PO(t+h})L_P0(t) :%%Po(t)'Poéh)—Po(t) =P0(t)%i§%)P0(};L)_1
= Ry () Jim L PO =NZ PN 2D 21 (5 —0)= -am ),

gdzie w przedostatnim przej$ciu skorzystaliSmy z obu granic z definicji procesu Poissona. Mamy
iggg = — )\, wiec catkujac obustronnie dostajemy In (P (t)) = —At + C, a wiec

PO (t) = ei/\tJer

a podstawiajac Py (0) = 1 mamy C = 0, wiec jest tak jak chcemy.
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Teraz robimy krok indukcyjny dla n > 1. Mamy
n
Po(t+h)=> Pui(t) Pe(h),
k=0

bo jesli n — k zdarzenn bedzie miato miejsce w ciagu t jednostek czasu, to pozostale k musi sie
wydarzy¢ w kolejnych h. Mamy

P (t+h) = P (t) 2 k=o Pk (t) - P () — P ()

P = i = = i
= lim % (Pn () (Po (h) = 1) + Pu_q () P (h) + ’;Pn,k (t) Py (h))
= P (t) lim %)—1 + Poci (t) Jim Pliih) — P () (=A) + Pa_1 () - A,

gdzie ostatnie przejscie to zastosowanie granicy z poprzednich przeliczen i definicji procesu Poissona,
a przedostatnie wynika z szacowania

TS Pak ()P () < TP (N (1) > 2) 0.
k=2

Rozwiazujemy rownanie rozniczkowe P, (t)+ AP, (t) = AP,—1 (t). Przeksztalcamy domnazajac przez
eM: M (P (t) + AP, (t)) = eMAP,_1 (t), czyli (wzér na pochodna mnozenia):

n—1 n—1
d e At Ay —at (AD) (A?)
—eM P, (t) = AP, 1 (t) = - A =A .
q W =e 1) = e A T S A o
Teraz catkujemy i mamy e* P, (t) = A" - % -t" + C, liczac w t = 0 dostajemy C' = 0. O

Twierdzenie 34. Niech {N (t) : ¢ > 0} bedzie procesem zliczajacym takim, ze
1. N(0)=0
2. proces ma niezalezne przyrosty
3. Vis>0 N (s+1t) — N (s) jest zmienng o rozkladzie Poissona z parametrem At.

Taki proces jest procesem Poissona z parametrem .

Dowdd. Stacjonarno$é przyrostow wynika z tego, ze zawsze maja zadany rozklad Poissona, wiec w
szczegblnosci zawsze maja taki sam rozktad. Pozostaje nam policzyé odpowiednie granice:

P(N(t)=1 e MAL
limi( ®) ) = lim L=
t—0 t t—0 t
P(N(t)>2 1 e
lim M = lim — (1 —e M e_)‘t)\t) = lim € —A=0,
t—0 t t—0 ¢ t—0
gdzie w ostatnim przejsciu skorzystaliSmy z reguty de 'Hospitala i poprzedniej granicy. O

Definicja 66 (Miedzyczasy). Niech {N (¢) : t > 0} bedzie procesem zliczajacym. Definiujemy x; jako
czas pierwszego zdarzenia, a x; jako czas pomiedzy (i — 1)-szym a i-tym zdarzeniem (dla ¢ > 2.)

Twierdzenie 35. Niech {N (¢) : t > 0} bedzie procesem Poissona z parametrem A. Wtedy miedzy-
czasy procesu to niezalezne zmienne o rozkladzie wykladniczym z parametrem .

Dowdd.
P(z1 >t)=P(N(t)=0) =e .
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Mamy P (z; <t) =1 — e *, a to jest dystrybuanta rozktad wyktadniczego.

i—1
P(Ii>ti|(£171,...,Ii_1):(t1,.. o Uig— 1 Zt - N th =0
j=1

=P (N (t;) =0) = e M.

To prawdopodobienistwo jest niezalezne od warunku, wiec rozwazane zmienne sa niezalezne. Wi-
dzimy tez, ze x; jest zadane odpowiednim rozktadem wyktadniczym. O

Twierdzenie 36. Niech {N (¢) : ¢ > 0} bedzie procesem zliczajacym takim, ze
1. N(0)=0
2. miedzyczasy procesu sa niezalezne i maja rozktad wykltadniczy z parametrem .

Taki proces jest procesem Poissona z parametrem .

Dowdd. Stacjonarnosé przyrostéw wynika z tego, ze mozna spojrzeé¢ na aktualny miedzyczas w cza-
sie s i skorzysta¢ z wlasnosci bez pamieci. Zaczynajac zlicza¢ zdarzenia od tego momentu dostajemy
proces taki sam jak poczatkowy proces.

Niezalezno$¢ przyrostéow wyglada tak samo: restartujemy miedzyczasy na poczatkach przedzialow i
korzystamy z niezaleznosci réznych miedzyczaséw oraz wlasnosci bez pamieci.

Zostaly nam granice:

P(N(t) =1 P <t t)
i PN @®=1) . P <tNmtea>t) . 1 // Ae AN dy da = A,
t—0 t t—0 t t—0 t —w
P(N(t) >2 P < t) t-e
limi( ®) 2 ):lim i o7 // e AN dydz = 0.
t—0 t t—0 t t—)Ot

Definicja 67. Dwa procesy zliczajace {Ny (¢) : t > 0} 1 {N2 (¢) : t > 0} sa niezalezne, jesli

Vay>0 N1(x) i Na(y) sa niezalezne.

Twierdzenie 37. Jesli {Ny (t) : t > 0},{ Nz (¢) : t > 0} sa niezaleznymi procesami Poissona z para-
metrami A1 1 Ag, to {7 () + Ny (¢) : t > 0} jest procesem Poissona z parametrem A; + . Do tego

kazde zdarzenie pochodzi z N; z prawdopodobieristwem Al)jrl)q.

Dowdéd. Dowodzimy w oparciu o charakteryzacje procesow Poissona przez zmienne Poissona. Mamy
N7 (0)+ N2 (0) =040 = 0. Niech N (z) = Ny (x) + N2 (z). Dla pokazania niezaleznosci przyrostow
bierzemy dowolne t; < to < t3 < t4 i rozpisujemy

N(tg) = N(tl) =N (tz) — Ny (tl) + No (tz) — Ny (tl)
N (ts) — N (t3) = N1 (ta) — N1 (t3) + Na (ta) — N2 (t3).

Wiemy, ze skladniki zwigzane z tymi samymi procesami sa niezalezne, bo N; i N2 to procesy
Poissona. Niezaleznosé ,na krzyz”’ wynika z zatozonej niezaleznosci procesow.

N (t) ma rozktad Poissona z parametrem ¢ (A1 + A2), bo to suma niezaleznych Poissonéw z odpo-
wiednimi parametrami.

Druga ostatnia czes¢ twierdzenia wynika z charakteryzacji przez miedzyczasy. W dowolnym momen-
cie czasu prawdopodobieristwo, ze miedzyczas pierwszego procesu skonczy sie przed miedzyczasem
drugiego wynosi wtasnie — niezaleznie od stanu procesu, bo zmienne sa bez pamieci. O

1
A1+A2

Twierdzenie 38. Niech {N (¢) : ¢ > 0} bedzie procesem Poissona z parametrem \. Kazde zdarzenie
tego procesu bedziemy niezaleznie etykietowaé jako 1 z prawdopodobienistwem p lub 2 z prawdopo-
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dobienstwem 1—p. Niech {N; (t) : ¢ > 0} i {N3 (¢) : t > 0} beda procesami zliczajacymi odpowiednio
zdarzenia etykietowane 1 i 2. Wtedy sa one niezaleznymi procesami Poissona z parametrami odpo-
wiednio pAi (1 —p)A.

Dowéd. Pokazemy teze dla Ny, dla Ny symetrycznie. Mamy Np (0) = 0, niezalezno$é przyrostow
wynika z niezalezno$ci w oryginalnym procesie i niezaleznosci wyborow. Wystarczy przeliczy¢ war-
tosc

o [e%) 0 ) e—)\t J
f«wa:k>=§quwa>=k|Nu>=ﬁ~Pqu=ﬂ>=§:(Qﬁk“‘py%ﬁﬂj
=k J=k |
_ e M)t i (A=) M)’ ™" e @M 1 _ e (A"
Moo (k) 9 S

Dla pokazania niezaleznosci przeliczamy dla ustalonego czasu ¢ :

P(Ny(t)=mNNy(t)=n)=P(N () =m+nnNz(t)=n)
ZKMWW”.( n%m e PN A" eI (1= p) 3"

(m+n)! m! n!
= P(Ny(t) =m)- P (N2 (t)

Pozostaje nam zauwazy¢, ze dla y > x zmienne N (x) 1 Nz (y) tez sg niezalezne, bo na odcinku
[0, 2] sa niezalezne, a na [z, y] niezaleznosé wynika z niezaleznosci przyrostow wyjsciowego procesu
i niezaleznosci etykietowania. O

Lemat 19. Niech X; bedzie pierwszym miedzyczasem procesu Poissona N z parametrem A. Zmienna
X1 | N (t) = 1 ma rozktad jednostajny na [0, t].

Dowdd.

P(X;<s|N@t)=1)= LH<sONH=1) PWN()=1) PIN{)=N(s)=0)

P(N(t)=1) P(N(t)=1)
67)‘5)\8 . ef)\(tfs) s
e~ M\t Tt
O
Twierdzenie 39. Niech {N (¢) : ¢ > 0} bedzie procesem Poissona z parametrem A. Niech T; bedzie
czasem przyjscia i-tego zdarzenia. Przy warunku N (¢) = n rozklad (T71,...,T,) jest taki sam jak
sort (X1,...,X,), gdzie zmienne X, ..., X,, maja rozklad jednostajny na [0,¢] i sa niezalezne.

Dowéd. Oznaczmy (Y7,...,Y,) = sort (X1,...,X,). Niech (41,...,4,) bedzie permutacja [n]. Za-
uwazmy, ze zdarzenia postaci

Xil SXQ S SXZTLOX“ Sslﬂ...ﬂXin Ssn
sa roztaczne dla réznych permutacji (z doktadnoscia do zbioru miary 0 — moze by¢ tak, ze dwie per-

mutacje pasuja do naszej sytuacji, gdy dwie zmienne przyjelty ta sama wartosé¢). Do tego wszystkie
sa réwnie prawdopodobne. Zatem mamy

P((Y1,...,Y,) < (51,...,80)) = Z P(X;, <...<X;, NX;, <s1N...0X;, < sp)

s1 Sn 1 n
:n!P(X1S...SXnﬂ(Xl,...,Xn)S(sl,...,sn)):n!/ / (t) duy, ... dug
= Unp=Un—1

n' S1 Sn
t u1=0 Un=Un—1

Teraz musimy policzy¢ odpowiednia wartosé dla czaséw przyjscia. Niech Z; oznacza i-ty miedzyczas.
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Mamy

P((Tl,...,Tn)S(sl,...,sn)ﬂN(t):n)

n—1 n
=P 21§510Z2SSQfZlﬁ...ﬂZn§sanZjﬂZn+1>thZj
j=1 j=1

=l
s1 sﬂ,—zyzl zj 0o
st L
= / / / Atle— AR 50 2 dzpt1-..dz
21=0 2n=0 Znp1=t—3 7" 1 2

N S1 Sn—Z;-:f Zj At S1 Sn
= \e” / / dz,...dz; = \"e” / / du,, ... duq,
z1=0 2n=0 u1=0 Up =Up—1

gdzie trzecie przejécie jest policzeniem najbardziej wewnetrznej calki, a pézniej podstawiamy u; =

22:1 zj (catkujemy funkcje stala, wigc znaczenie ma tak naprawde tylko dlugos¢ przedziatu).

=2 n
Wiemy, ze P(N (t) =n) = et%, wiec prawdopodobieristwo warunkowe bedzie takie, jakie ma

by¢. O

14. Rozklad normalny

Definicja 68. Mowimy, ze ciggla zmienna losowa X ma standardowy rozktad normalny (z parame-

trami 0 1 1), jesli jej gestosé to funkcja f (z) = \/%e*%. Taki rozktad oznaczamy N (0, 1).

| Uwaga. Jesli X ~ N (0,1), to —X ~ N (0,1).

Lemat 20. Zachodzi

©0 22
/ e 2 dx = v2m.

— 00

Dowéd. Mamy

[e3) L2 0 22 00 00 24,2 2m oo 2 2m
/ e_sz'/ ez dx:/ / e 2 dzdx:/ / e_TrdrdGZ/ 1d6 = 2,
—oo —oo —oo J —o0 0 0 0

gdzie druga rownosé to przejscie na wspotrzedne biegunowe a p6zniej catkujemy przez podstawienie.
To daje nam teze. O

Lemat 21. Wartosé¢ oczekiwana i wariancja rozkltadu N (0, 1) to kolejno 0 i 1.
Dowéd. Mamy
=0.

— 00

z
e 2

e 1 2 d 1 2
T e 2 dr= —
/_Oo V2T s

Definicja 69. Definiujemy funkcje Phi jako
o1 22
O (z) = / —e 2 dz,

oo V2T

czyli dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.
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I Uwaga. Zachodzi ® (—a) =1 — @ (a).

Definicja 70. Zmienna losowa X ma rozklad normalny N (u, 02) dla p € Rio > 0, jesli istnieje
Z ~ N (0,1) takie, ze X = p+o02Z.
Lemat 22. Jesli X ~ N (p,0?), to zachodzi E [X] = p i Var (X) = o2

Dowéd.
EX|=FE[p+oZl=pu+oE[Z] = p.

Var (X) = Var (u 4+ 0Z) = 0 Var (Z) = o°.

O
Lemat 23. Niech X ~ N (y,0?). Dystrybuanta i gestos¢ X to
z—p
F =&
X(‘T) ( pe )7
1 (=)
T e 2
fx @) =
Dowéd. ¥
FX(:r)_P(X<:s)_P( iy “) @(I“>
g g g
z—p\2
pfr—p\1 11 _ (=)
jéY (x) = ® ( o > P - 0'\/@9%6 2
]

Uwaga. Dla X ~ N (u,0?) zachodzi
P(|X —pl <o)==0,68
P(|X —p| <20)~0,95
P (|X — u| <30) =~ 0,997

Lemat 24. Funkcja tworzaca momentéw rozktadu normalnego N (u, 02) to

2,2
Mx (t) = e Tt

Dowéd
=L [T e (=z4)° 4 owt) , o~ 4
Mx (t) = / et e 2 = / % du
2o V2T
1 ¢ > (u—to-)2 t252 _(u—to)”® tﬂ) t252
= ——e' e 2 du = et 2 / du = ettt =2
v 2T —G3 \/
dzie drugie przejscie to podstawienie u = =£ a ostatnie to zauwazenie, ze ta calka to dystrybuanta
g g ] P
rozktadu normalnego N (to, 1). O

Przyktad. Mamy
t252
My (t) = (p+to?)e 2 T = E[X]= Mk (0)=p

202 202
MY (t) = (p+to?) e F % 4 o2 F 1 — E[X?] = + o2
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Twierdzenie 40. Niech X ~ N (‘Ll,l,(f%) , Y~ N (,ug, Ug) beda niezalezne. Wowczas

X+Y~N(u1+u2,af+ag).

Dowdd.

iQU% tQUg t2(”§+'7§)
MX+Y (t) — o2ttt +tpe fﬂ(mﬂu)’

aWiQCX—I—YNN(/J,l-FLLQ,O'%-FU%). O

=e

Twierdzenie 41 (Nieréwnos¢ Czernowa). Niech X ~ N (u,0?). Wowczas

J— a2
P<‘X u‘>a)<2e2.
o

Dowéd. Zmienna Z = % ma standardowy rozklad normalny. Dla ¢t > 0 mamy

I

M)

P(Z>a)=P(e'? >e") <

eat ’

gdzie ostatnie przejscie to podstawienie ¢ = a.

2
w‘m

P(Z<—a)=P(-Z>a)<e 7,

bo —Z ma taki sam rozktad jak Z. O

Definicja 71. Mowimy, ze ciag dystrybuant Fi, Fs, ... zbiega do dystrybuanty F (wzgledem roz-
ktadu), jezeli
Vaer F jest ciagte w a = lim F, (a) = F (a).

n—o0

Oznaczamy to Fj, = F (zbieznosé punktowa).

Twierdzenie 42 (Lévy'iego o ciagtosci). Niech Y7, Y5, ... bedzie ciagiem zmiennych losowych gdzie
Y; ma dystrybuante F; i funkcje tworzaca momentéw M;. Niech Y bedzie zmienna losowa o dystry-
buancie F' i funkcji tworzacej momentéow M. Jezeli

Y, lim M, (t)= M (t),

n— o0
to B, 2 F.

Twierdzenie 43 (Centralne Twierdzenie Graniczne). Niech X7, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi
losowymi o takich samych rozkladach z wartoécia oczekiwana p i wariancja o2. Dalej potézmy

X, = % Yo, X;. Wowezas dla dowolnych a i b zachodzi

|

g

v
Dowéd. Niech Z; = X"’U_". Woéwezas Z; maja takie same rozklady i E[Z;] = 0, Var(Z;) = 1.

Rozwazmy zmienng losowa Y, = > 1" | ?ﬁ = @ Dy Xl;“ — Xo— Chcemy pokazaé, ze
T

P<ag n A gb) L& (b) — @ (a).

lim E [ety"] = e§,
n—oo

co da nam teze z twierdzenia Lévy’iego. Oznaczajac M (t) = E [etZi]

E[e™] =E [eﬁ z;;lzl} - <M (\}%))n

mamy
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Definiujemy L (t) = In M (t). Przeliczamy:
1. L(0)=InM (0)=In1=0,bo M (0) = E [e"Z] =1

=

_ M'(0
2. I (0) = &

=E[Z]=0

M(0)M” (0)— (M’ (0))*

3. L' (0) = )2

= 5[z =1

7Z ciaglosci logarytmu wystarczy pokazaé, ze

t t2
L|—]— —.
b <\/ﬁ > 2

Korzystajac dwukrotnie z reguty de 'Hospitala dostajemy

t t _3 t _3,9
Co(Ek) (Rt (R e e
lim ———* = lim ————~*—— = lim < =lmL'|—)—==—.
n—soo N n—00 —9In—2 n— 00 —2n—% n—00 n/ 2 2

Twierdzenie 44. Niech X, ..., X,, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych z E[X;] = u;
i Var (X;) = o2. Niech zachodzi

L. 3mso0 Vieqm P(Xi| < M) =1
2. limy, 00 Y 5y 02 = 400.

Wowcezas

P(aﬁWSb) L2, & (b) — @ (a).
2 i1 0;

Twierdzenie 45 (Berry-Esséen). Istnieje taka stata C, ze zachodzi nastepujace: niech Xi,..., X,
beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie ze skoriczona wartoscia oczekiwana

w i wariancja 0. Dalej niech p = F [|Xz — ,u|3] <ooiX,=21%" X; Mamy

P(Xna'uga> — & (a)

P
< . .
A <C 5m

o

Przyktad (Badanie opinii publicznej). Chcemy oszacowaé poparcie dla jakiejs partii. Zakladamy, ze
kazda osoba niezaleznie i z takim samym rozktadem ja popiera lub nie. Zaktadamy, ze licznosé probki
n jest na tyle duza, ze mozemy stosowa¢ CTG. Chcemy znalezé minimalng warto$é n potrzebna do
zagwarantowania, ze oszacowany przez nas utamek poparcia p odbiega od prawdziwej wartosci p o
co najwyzej 0,05 z prawdopodobieristwem 0, 95.

Dowéd. Niech Xj, ..., X, beda indykatorami poparcia partii przez kolejne osoby. Mamy F [Xi]=p
oraz Var (X;) = p(1 — p). Niech X = L 3™ X, To jest wlasnie wartos¢ p. Definiujemy

Z _ Yn_p :\/ﬁ(yn_p)

co z CTG ma rozklad normalny. Teraz wystarczy przeliczy¢

= o (VEEa—p) s ) (x/ﬁ(Xn—P) LV )
P (%=l 24) P(\/p(l—p) VTery o Vel-p ~ Ved-p)

— 9 (1-@ (‘/E(S)) <0,05.
p(1—p)
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To daje nam

p(1—p)

® <W> >0,975 =& (1,96) => n > (1’96 W) ,

bo ® jest monotoniczne. Teraz wystarczy podstawi¢ wartosé ¢ i skorzysta¢ z p (1 —p) < i zeby
dosta¢ n > 385.

15. Sprzeganie lanicuchéw Markowa
2025-01-16

Pomyst. Wiemy, kiedy taricuch Markowa ma rozktad stacjonarny. Pytamy sie, jak szybko taricuch
zbiega do tego rozktadu.

Przyktad. Tasujemy n kart — wybieramy karte jednostajnie, niezaleznie i kladziemy ja na wierz-
chu talii. Stan talii (permutacja kart) tworzy taricuch Markowa. Taki tancuch spelnia warunki na
posiadanie rozktadu stacjonarnego. Mozemy przeliczyé, ze rozktad stacjonarny 7 jest rozktadem
jednostajnym. Zatem takie tasowanie ma sens — w granicy kazda permutacja jest tak samo praw-
dopodobna.

Definicja 72. Niech u, v beda rozktadami prawdopodobienstwa nad skoriczonym zbiorem S. Norma
calkowitego wahania (total variation distance) tych rozkladow nazywamy wartosé

i = vy = x| (4) = v (A)]

Propozycja 26. Niech p, v beda rozktadami prawdopodobieristwa nad skoriczonym zbiorem S. Niech
B={zeS:ux)>v(x)} Zachodz

o= vllpy = p(B) —v(B) = v (B°) — n(B°).
Dowéd. Niech A C S. Zachodzi pu(A) —v(A) < p(ANB)—v(ANB) < u(B) —v(B), gdzie
pierwsza nieréwnosé¢ to wziecie tylko tych elementéw A dla ktorych réznica rozktadow jest dodatnia
a potem rozszerzamy sie na wszystkie takie elementy. Analogicznie mamy v (4) — pu(A) < v (B€) —
w(B®) =1—v(B)—14 u(B). Zatem te wartosci sa rowne i $wiadcza o maksimum. O

Propozycja 27. Niech pu, v beda rozkladami prawdopodobienistwa nad skoriczonym zbiorem S. Za-
chodzi

e =l = 5 3 I0@) — w (@)1

€S

Dowéd. Z poprzedniej propozycji dostajemy, ze dla B ={zx € S: u(z) > v (x)} jest

S (4(B) — v (B) + v (BY) — u(BY) = 3 3 () — v (@)].

[l — V”TV =
2 zeS

O

Propozycja 28. Niech pu, v beda rozkladami prawdopodobienistwa nad skoriczonym zbiorem S. Za-
chodzi

s = vl = ;sup{Zf(x)u(x) ~ Y f @ (@) maxlf (@) < 1}.

€S €S
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Dowéd. (>) Jesli maxyes |f (z)| < 1, to mamy

IN

1 (@) (@) — v (@)

zeS

S IOTIOES SO0

zeS €S

IN

2 (@) — v @) = = vl

€S
(<) Bierzemy B ={x € S: pu(z) > v (z)} i definiujemy funkcje

1 r€eB
* _ 9
f(x)_{l, re B’

ktora daje

DN |

(Z fr@yp@) = f (I)V(z)> > % Yo ln@) —v (@) = llg = vy -

zeS €S €S

O

Przyktad. Wracajac do przyktadu z tasowaniem kart: biorac obecny rozktad D taki, ze |[D — 7|5, <
¢ dostajemy dla A = {z}

E>I£§§|D(A)—7T(A)|> ‘D(m)— .

A wiec D rozni sie od jednostajnego o co najwyzej €.

Notacja. Dalej bedziemy rozwazac taiicuch Markowa (X;), .y (skoriczony, nieprzywiedlny, nieokre-
sowy) o macierzy przejscia P, zbiorze stanéw S i rozktadzie stacjonarnym (7 ) Przez Pt (z,-)
oznaczamy rozktad X, przy zalozeniu Xy = z.

zeS”

Definicja 73. Definiujemy
Ag (1) = [[P* () =7l
Ty (8) =min{t : A, (t) <e}.
Mamy tez maksima tych wartosci:
A () = max A, (),

Tmix () = Iileaé( Tz (€) .

Ostatnia z tych wartosci nazywamy czasem mieszania taricucha Markowa. Bedziemy tez (bez wiek-
szego powodu) oznaczaé Tmix = Tmix (7 )-

Definicja 74. Niech u, v beda rozkladami prawdopodobienistwa nad skonczonym zbiorem S. Sprze-
ganiem p i v nazywamy dowolna pare zmiennych losowych (X,Y) taka, ze X ma rozklad u, a ¥
ma rozklad v. W szczegblnosci te zmienne nie musza byé niezalezne.

Propozycja 29. Niech (X,Y') bedzie sprzeganiem p i v. Zachodzi
I =vlpy < P(X#Y).

Ponadto istnieje sprzeganie dla ktérego zachodzi réwnosé.

Dowéd. Dla dowolnego A C S mamy

p(A)—v(A)=P(X € A)—P(Y €A)<P(XcANY ¢ A)<P(X £Y).
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Analogicznie v (A) — u(A) < P (X #Y). To daje zadana nier6wnoscé.

Teraz skonstruujemy sprzeganie spetniajace rownosé. Niech B = {x € S: u(z) > v (z)}. Niech p; =
(1t (B) = v (B), p2 = v(B°) — p(B°). Mamy p1 = p2 = ||t — vy Niech p3 =1 —p1 =1 — ps.
Rzucamy monety z prawdopodobieristwem orta ps. Jesli wypadnie orzet to ustalamy X =Y = s,
gdzie s wybieramy z S z rozkladem (pl

oomin(u(s),v(s) s € S). Jesli wypadnie reszka ustalamy
X =x1Y =y, gdzie x jest wybierany losowo z S z rozktadem (p% max (u (z) —v(x),0) :z € S),

a y z rozkladem (p% max (v (z) — p(x),0) 1z € S). W przypadku reszki jedna zmienna przyjmuje

tylko te wartosci, na ktorych p jest wieksze, a druga tylko te, na ktorych v jest wieksze. Mamy
wiec P(X #Y) =1—-ps = || — vy, a (X,Y) faktycznie jest sprzeganiem p i v — zmienne maja
odpowiednie rozktady. O

Definicja 75. Sprzeganiem tanicuchéw Markowa X, Y o macierzy przejscia P i zbiorze stanéw S jest
dowolny tanicuch Markowa (Z; = (X¢,Y})),cy na przestrzeni stanow S x S taki, ze

P(Xyp1=2"| Z¢ = (v,y)) = P (2,2)

P (Y1 = y | Zt = (z,y)) = P(y,y/)
dla kazdego t > 0,xz,y,2',y € S.

Sprzegane tancuchy to dwie réwnolegte kopie jednego procesu. Nie zawsze maja one te same stany,
ale tez nie zawsze sa niezalezne. Nie ustalamy nic o stanach poczatkowych. Beda nas interesowaé
takie sprzegania, ktére sprowadzaja obie kopie do tego samego stanu i potem je tak utrzymuja.

Lemat 25. Niech ((X4,Y}:)),cy bedzie sprzeganiem taricuchéw (skoniczonych, nieprzywiedlnych, nie-
okresowych) z macierza przejscia P i zbiorem stanéw S. Niech T' € N i ¢ > 0 beda takie, ze dla
kazdego x,y € S zachodzi

P(XT#YT|X0:.’E,Y0=Z,/)SE.

Wtedy czas mieszania tancucha z macierza P jest ograniczony:
v3665‘ Ax (T) <e

Tmix (€) < T.

Dowdd. Zauwazmy, ze sprzeganie spelnia zalozenia niezaleznie od tego, w jaki sposob ustalimy
Xo i Yp. Ustalmy dowolne x € S. Niech Xy = x i niech Y{ bedzie wybrany losowo z rozktadu
stacjonarnego m. Wtedy Y; ma rozklad 7 dla kazdego t.

Niech A C S. Mamy

P(XTGA)ZP(YTEAOXT:YT):].*P(YT¢AUXT%YT)
EI—P(YTgéA)—P(XT?éYT)EP(YTEA)—€:7T(A)—€

Analogicznie P (X1 € A°) > w(A°) —¢, czyli P(Xr € A) <7 (A) +e.

Mamy zatem
_ T
Vaes As (T) = max [P (2, 4) — 7 (4)| <e,
a z tego wynika
Tmix (8) S T.

O

Przyktad. Wracamy do przyktadu z kartami. Niech P bedzie macierza przejscia dla tasowania. X
to oryginalny taiicuch Markowa, a Y; definiujemy tak: mamy ustalony stan poczatkowy y i jesli X,
powstalo z X;_; przez przelozenie karty C' na szczyt, to Y; powstaje z Y;_1 przez przelozenie tej
same] karty. W takiej sytuacji ((X¢,Y;)),cy jest sprzeganiem.
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Jesli karta C zostata polozona na szczyt w pewnym kroku, to potem bedzie w tym samym miejscu
w obu lanicuchach. Zatem liczba krokéw T po ktoérej tancuchy sie schodza ma rozklad jak kolek-
cjoner kuponéw. Prawdopodobieristwo, ze karta C' nie zostala przetozona po nlnn + cn krokach to

(1 — %)nln nhen < g (Innte) — en: Zatem z union bounda lancuchy nie zejda sie¢ z prawdopodo-

biefistwem co najwyzej e~ °.

Lemat 26 (O monotonicznosci). Niech P bedzie macierza przej$cia skoriczonego, nieprzywiedlnego
i nieokresowego taricucha Markowa ze zbiorem stanéw S i rozkladem stacjonarnym 7. Dla kazdych
t >0,z € S zachodzi

Ag (t+1) <Ag(2).

Dowéd. Ustalmy ¢ > 0 i z € S. Niech (X;,Y;) bedzie sprzeganiem rozktadéw P! (z,-) i m spelnia-
jacym P (X; #Y;) = A, (t) (przedtem pokazaliSmy, ze istnieje sprzeganie, dla ktorego ta rownosé
zachodzi). Definiujemy (X;41,Y:11) w nastepujacy sposob: jesli X; = Y;, wykonujemy krok taricu-
cha zgodnie z macierza P (na obu wspohrzednych taki sam), a w przeciwnym wypadku wykonujemy
dwa niezalezne kroki. Zauwazmy, ze Y41 dalej ma rozktad 7. Mamy

Ay (t) = P(Xt 7é }/t) 2 P(XtJrl 7& Y;erl) 2 HPt+1 (.’B, ) - TrHTV =A; (t+ 1) :

O

Twierdzenie 46 (O geometrycznej zbieznosci). Niech P bedzie macierza przejscia skoriczonego, nie-
przywiedlnego i nieokresowego taricucha Markowa ze zbiorem stanéw S i rozkladem stacjonarnym
. Wtedy istnieja o € (0,1) i C > 0 takie, ze

Vnen A (n) < Ca™.

Dowdd. Ustalmy r > 1 takie, ze dla kazdych z,y € S jest P" (z,y) > 0 (dla konkretnych dwoch
istnieje, bo taficuch jest nieokresowy i nieprzywiedlny, a ze skoriczono$ci mozna wzigé maksimum).

Niech m, = mingeg P" (z,y) dla y € S. Jest to najmniejsze z prawdopodobienistw, z jakimi da sie
przejs¢ do y krokiem macierzy P". Niech m = > _om, < 1 (ta suma ogranicza z dolu dowolny
wiersz, a wiersz sumuje sie do 1).

Niech ((X¢,Y})),cn bedzie sprzeganiem taricuchéw o macierzy przejscia P" zadanym w nastepujacy
sposob: majac zadane X; = x,Y; = y (poczatkowe wartosci wybieramy dowolnie) oznaczamy p =
P (I,'),I/:PT(y,') 1B = {I €5: ,u(l’) > V(SC)} Niech p; :/L(B)*I/(B),])Q = V(Bc)ilu(Bc)
ips=1—-p1=1—pa.

yeS

Rzucamy moneta z prawdopodobienistwem orla ps. Jesli wypadnie orzet, to ustalamy X, = Y41 =

s, gdzie s wybieramy z S z rozkladem (p%

min (u (s),v(s)):s € S). Jesli wypadnie reszka ustalamy
Xi41 = x 1Y =y, gdzie x wybieramy losowo z S z rozkladem (p% max (4 (z) —v(z),0):z € S),
a y z rozkladem (p% max (v (x) —p(x),0):x € S).

W ten sposob skonstruowaliSmy sprzeganie, dla ktoérego zachodzi

1 .
Visoyes P (Xey1 =Yiq1 =) > ps3- ), min ((y),v(y) >my.
Mamy wiec

Vi1 P(X; =Y) =) P(X,=Y,=y) > ) my=m,
yeS yeSs

a z tego wynika P (X; #Y;) < (1 —m)". Teraz majac zadane n = rt + j dla j € {0,...,r —1}
mozemy zapisac

Ag(n) <A (rt) = ||P™ (z,) = || py SP(X #Y) < (1-m)' =a™ < Ca™,

gdzie potozylismy o = (1 — m)% iC=a". O
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Twierdzenie 47. Rozwazmy graf G o n wierzchotkach i stopniu maksymalnym A. Definiujemy na-
stepujacy taiicuch Markowa: niech M, bedzie ustalonym k-elementowym zbiorem niezaleznym w G.
W kroku taricucha losujemy wierzchotek v jednostajnie z M; i w jednostajnie z V (G). Ustalamy
M1 = My \ {v} U{w}, jesli taki zbior jest niezalezny i ma k wierzchotkéw. Inaczej M1 = M;.

Jesli £ < ﬁ, to taki tancuch jest skoriczony, nieprzywiedlny i nieokresowy a jego rozklad
stacjonarny jest jednostajny po wszystkich k-elementowych zbiorach niezaleznych. Do tego jego
czas mieszania jest ograniczony: Tmix < In (4k) - W.

Dowdéd. Nieokresowosé wynika z tego, ze tancuch moze sta¢ w miejscu. Niech A # B beda k-
elementowym zbiorami niezaleznymi i u € B\ A. Pokazemy, ze z A da sie doj$¢ do zbioru zawiera-
jacego u bez usuwania zadnych wspoélnych elementow A i B, co indukcyjnie pozwoli nam na dojscie
do B — w ten spos6b pokazemy nieprzywiedlnosé.

Jesli |N (u) N A| =0, to przejscie A — A\ {v} U{u} dla dowolnego v € A\ B jest tym, co chcemy.
Jesli N (u) N A = {v}, to v ¢ Bimozna przejs¢ A — A\ {v} U {u}.

Jesli N(u) N A = {vy,...,u}, to v1 ¢ B. Mozemy wyrzuci¢ v; i zamiast niego wzia¢ dowolny
element W =V (G)\ (UweA\{Ul} N [w]UN [u]) Powtarzajac ten proces az do ve znajdziemy sie w
konicu w poprzednim przypadku i bedziemy mogli doda¢ u do naszego zbioru. Pozostaje wykazaé,

ze W # (0. Mamy [W|>n—(k—1)(A+1)— (A+1)+1> 2n+1 > 0, gdzie jedynka wynika z
tego, ze u zostalo policzone w sasiedztwie swoim oraz vs.

Niech P bedzie macierza przejscia tego tancucha. Mamy P (x,y) = P (y, z), bo albo miedzy stanami
da sie przej$¢é wybierajac odpowiedni wierzcholek ze zbioru i calego grafu (czyli z prawdopodobien-
stwem ﬁ), albo sie nie da i obie strony to 0. Z tego wynika, ze dla rozkladu jednostajnego 7 jest

7w (z) P(x,y) =7 (y) P (y,x), a z tego wynika jego stacjonarnosc.

Zdefiniujemy sprzeganie ((Xt,Y:)):eny W nastepujacy sposob: X; jest juz opisanym lanicuchem, czyli
w kroku losujemy wierzchotki v, w. Jedli v € Y;, to Y; wykonuje krok dla wierzchotkow v, w. W
przeciwnym wypadku losujemy v jednostajnie z Y; \ X; 1 wykonujemy krok dla v, w. Wierzcholki
nalezace do Y; N X; maja szanse % na bycie wybranym, a pozostale k_lyfcmX“

wiec drugi taiicuch tez ma macierz przejscia P.

1 _ 1
RN T k0 @

Zdefiniujmy d; = |X; \ Yi|. Oczywiscie diyq1 € {d: — 1,ds,d; + 1}. Pokazemy, ze jesli d; > 0, to
przejécie —1 jest bardziej prawdopodobne od +1. Mamy

k—dt'th(A+1)
k n
di n—(k+d;—2)(A+1)

P(dipz1=d;—11d 0)>—-
(di1 t |t>)_k " )

bo w pierwszym przypadku musimy wybraé¢ wspoélne v i takie w, ze doktadnie jeden z tancuchow
zmieni stan — szacujemy z gory przez sume sasiedztw niewspoélnych wierzchotkéw z obu taicuchow
(moze by¢ tak, ze te sasiedztwa sie pokrywaja i oba nie zmienig stanu, ale to szacowanie z gory wiec
jest dobrze). W drugim przypadku musimy wybra¢ rozne v, v’ i takie w, ze oba laricuchy zmienia
stan — odejmujemy najwieksze mozliwe sasiedztwa wszystkich wierzchotkéw w obu taricuchach poza
v iv'. Teraz zakladajac d; > 0 mozemy przeliczyé

P(dt+1=dt+1|dt>0)§

E[dt+1 | dt} = dt 7P(dt+1 = dt - 1) +P(dt+1 = dt + 1)

Sdt_@.n—(k+dt—2)(A+1)Jrlg—dt'2clt(A+1) 4, | = Bk-d-2)(A+1)
k n k n kn
s (1= 2RO,
kn

n—3(k—1)(A+1)

gdzie druga nieré6wnosé¢ to zastosowanie d; > 1. Oznaczmy C = T .

Mamy E [dy4+1 | d¢ = 0] = 0, zatem

Eldii1] = E[E[dey1 | de]] < Ede] (1 — C) < do (1 — C)" < dpe=HDC < e~ (D,
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7 nieréwnosci Markowa
P(d;>1) < Eldy] < ke '® = P(X; #Y:) < ke ™.

Dla t > In (4k)- & mamy Tix (3) < ¢ (W tym momencie wazne jest C' > 0, ktére wynika z zalozenia
o wartosci k). O

Twierdzenie 48. Rozwazmy graf G o n wierzchotkach i stopniu maksymalnym A. Definiujemy naste-
pujacy tanicuch Markowa: niech M, bedzie ustalonym poprawnym c-kolorowaniem wierzchotkowym
G. W kroku tarnicucha losujemy wierzcholek v jednostajnie z V (G) 1 kolor ¢ jednostajnie z [c]. Jesli
N (v) nie zawiera wierzcholtkow koloru £, to zmieniamy kolor v na ¢. Inaczej tanicuch stoi w miejscu.

Jesli ¢ > 2A + 1, to taki tancuch jest skoriczony, nieprzywiedlny i nieokresowy a jego rozklad
stacjonarny jest jednostajny po wszystkich poprawnych c-kolorowaniach wierzchotkowych. Do tego

jego czas mieszania jest ograniczony: Timix < In (4n) - —“0x.

Dowdéd. Nieokresowo$é wynika z tego, ze tancuch moze sta¢ w miejscu. Rozwazmy kolorowania X, Y
i pewien dowolny porzadek na wierzchotkach. Mozemy po kolei poprawia¢ kolory wierzchotkéw z
X tak, zeby uzyska¢ Y. Jesdli pewien wierzcholek v nie moze zmienié¢ koloru, to z powodu jakiegos
v/, ktory jest dalej w tym porzadku. Mozemy zmieni¢ kolor v’ na jaki$§ niekonfliktujacy, bo ¢ >
A + 2. Robimy tak ze wszystkimi konfliktami i w konicu poprawiamy samo v. Przedstawiony proces
dowodzi, ze tanicuch jest nieprzywiedlny.

Niech P bedzie macierza przejscia tego tancucha. Mamy P (x,y) = P (y, z), bo albo miedzy stanami
da sie przej$¢ wybierajac odpowiedni wierzchotek i kolor (czyli z prawdopodobieristwem #), albo
sie nie da i obie strony to 0. Z tego wynika, ze dla rozkladu jednostajnego 7 jest 7 (z) P (z,y) =
7 (y) P (y,z), a z tego wynika jego stacjonarnosé.

Zdefiniujemy sprzeganie ((Xt,Y:)),cn W nastepujacy sposob: wybierzmy jednostajnie wierzchotek v
ikolor . Niech D; ={v e V(G) : X; v) ZY: (v)},A: ={v € V(G) : X; (v) = Y; (v)}. Jesliv € Dy,
to oba X; i Y; wykonuja krok z v,¢. W przeciwnym wypadku X; dalej wykonuje taki sam krok,
natomiast krok Y; jest bardziej przemyslany. Definiujemy Sx (v) = X; (IV (v)) \ Yz (N (v)) oraz
Sy (v) = Y, (N (v)) \ X¢ (N (v)). Sa to zbiory koloréw, ktore wystepuja na sasiedztwie v tylko w
jednym z kolorowaii. Do tego definiujemy Bx (v) = [c] \ X (N (v)), By (v) =[]\ Y (N (v)).

(
Ustalmy porzadki Sx (v) = {z1,...,2a}, Sy (v) = {v1,...,ys}, Bx (v) = {z1,...,2y}, By (v) =
{wy,...,ws}. Zauwazmy, ze X (N (v)) \ Sx (v) =Y (N (v)) \ Sy (v).

Jesli a < 3, to definiujemy bijekcje f : [c] — [¢] jako

t, te X (N (w))\Sx (v)
_ Yis t:l‘i
f(t)_ Yitas t:Z%Z_'_O[Sﬁ

Wi—Bray, t=2;i+a>p

Jesli a > B, to definiujemy ja jako

‘) te X (N (v)\Sx (v)
o Yi, t= l’i,i S ﬁ
)= w;_g, t=ux1> 0

Wita—p, t=2%

Intuicyjnie znaczy to, ze przypisujemy kolorom z Sx (v) kolory z Sy (v) az ktorys zbior sie skoniczy.
Y; wykona krok z v, f (¢).

|N(’U)ﬂAt|, UGDt

. Zauwazmy, ze mam d (v) =
IN ()N Dy, veA g ¥ Zvea, ¢ (V)

Oznaczmy d; = |Dy| 1 d' (v) = {

15. Sprzeganie laiicuchéw Markowa Strona 54/59



Metody Probabilistyczne Informatyki Maciej Mikotajczak

/

m' =3 cp, d' (v), gdzie m’ jest liczbg krawedzi miedzy wierzchotkami Dy a A;. Zachodzi

1 c—2A+d (v) 1
P(dt+1:dt—1|dt>0)2gv; %:5((0—2A)dt+m/)

/!

1 o max(|Sx (v)],]Sy @))) _ 1 m
P(dt+1=dt+1|dt>0)sﬁz SaZd’(v)za,

C
vEA,L vEA,

bo w pierwszym przypadku musimy wybraé¢ wierzcholek, na ktérym kolorowania sie nie zgadzaja a
potem wybraé kolor, ktéry pasuje do obu kolorowan — od wszystkich koloréw odejmujemy maksy-
malng liczbe sasiadow v (razy dwa, bo moga mieé¢ rozne kolory w réznych kolorowaniach) i bierzemy
poprawke na kolory, ktore wystepuja w obu kolorowaniach (zliczylismy je podwojnie). W drugim
przypadku bierzemy wierzchotek, na ktérym kolorowania sie zgadzaja i kolor, ktéry nie pasuje do
doktadnie jednego kolorowania. W naszym sprzeganiu powiazaliémy ze sobg te kolory, wiec mozna
je ograniczy¢ przez wieksza z wartosci |Sx (v)], |Sy (v)|. Oczywiscie jest E[di+1 |dy =0] = 0, a
wiec pozostaje nam przeliczyé

1 m/ c—2A
< —_— — 4 —_— = — .
E [dtJrl | dt] S dt on ((C 2A> dt +m ) + o dt (1 on )

Zatem mamy

Elds1] = E[E[des1 | di]] < Bdy] (1 = c_2A> < dy (1 - C_2A>t+1 < (1 - c—2A>t+17

cn cn cn
czyli
—2A\° .
P(dtZl)SE[dt]§n<1—c ) < ne? ciA,
cn
codlat >1In(4n) - 55 daje Ty <t (korzystamy w tym momencie z ¢ > 2A). O
16. Metoda Monte Carlo 20250007

Definicja 76. Zmienna losowa X (randomizowany algorytm) daje (e, d)-aproksymacje wartosci V,
jesli
P(IX-V|<eV)>1-04.

Przyktad. Liczba 7 jest niewymierna, ale mozemy ja przybliza¢. Losujemy punkt (X, Y") w kwadracie
o boku 2. Niech Z bedzie indykatorem zdarzenia, ze wylosowany punkt lezy w kole wpisanym w ten
kwadrat. Mamy P (Z = 1) = §. Powtarzamy taki eksperyment m razy i definiujemy W = S Zi.
Teraz E [W] = 22 a wiegc W = LW jest naturalnym oszacowaniem 7. Z nieréwnosci Czernowa
dostajemy

&2
P(W' —x|>em)=P (‘W = %7‘(‘ > e%w) < 2eMTTE,

121n(%)

a wiec dla m > —

W’ jest (e, 0)-aproksymacja .

Definicja 77. Majac dany problem obliczeniowy  — R (z) méwimy, ze mamy w pelni wielomia-
nowy randomizowany schemat aproksymacji (FPRAS — fully polynomial randomized approximation
scheme), jesli dla wejscia x i parametrow e, § umiemy generowac (g, 6)-aproksymacje R (z) w czasie
wielomianowym od z, %, In (%)

Algorytm 3 (Metoda Monte Carlo). Mamy problem & — R (x) i chcemy znalez¢ jego FPRAS. W tym
celu projektujemy zmienng losowa X o E [X] = R (z), powtarzamy jg tak duzo razy, az ograniczenie
Czernowa da nam odpowiednia aproksymacje.

w

In(%)

Zakltadajac, ze X jest indykatorem, chcemy iterowaé¢ zmienng m > R(z)ez TaZY. Ta liczba jest
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wielomianowa od % iln (%), ale R(lx) niekoniecznie jest wielomianowe od x. Jesli jednak jest, to

znalezliSmy dobra, aproksymacije.

Definicja 78. Dysjunktywna postac¢ normalna (DNF — disjunctive normal form) formuty boolowskiej
to postaé, ktora jest alternatywa klauzul sktadajacych sie z koniunkcji literatéow, np.

(k1 ANT3 Ax2) V (TT Ax3) V (TT AT ATy A Ts) .

Latwo jest sprawdzié, czy taka formula jest spelialna — wystarczy, ze jakas formula nie zawiera
wyrazenia postaci x A .

Przykfad. Chcemy znalezé FPRAS dla problemu zliczenia warto$ciowan spelniajacych formute lo-

giczna F' o n zmiennych. Oznaczmy te wartosé przez C (F) i zdefiniujmy R (F) = 02(5 ), Mozemy

podej$¢ do sprawy naiwnie: losujemy jednostajnie wartoSciowanie i oznaczamy przez X indykator
2

tego, czy spelnia ono F. Mamy E[X] = R(F) i po powtorzeniu eksperymentu m > % razy

dostaniemy (e, §)-aproksymacje. Wartosé ﬁ = % jest wielomianowa od n dla C (F) = #n(n),

ale dla mniejszych juz niekoniecznie. Zatem przedstawione podejscie nie zawsze daje nam FPRAS.

Algorytm 4. Majac zadana formute w postaci DNF F = C; V Cy V ...V C; o n zmiennych
mozemy wyznaczy¢ liczbe wartosciowan ja spelniajacych C (F) za pomoca nastepujacego algo-
rytmu: pozbywamy si¢ klauzul zawierajacych wyrazenia postaci x AT i definiujemy SC; jako zbiér
wartosciowan spetniajacych C;. Do tego S = {(i,a) : i € [t],a € SC;}, RC; = SC; \ U;; SC;,
R ={(i,a) :i €[t],a € RC,}.

Wybieramy i € [t] z prawdopodobieristwem |5"§"'| a nastepnie wybieramy jednostajnie warto$ciowa-

nie a € SC;. Niech X bedzie indykatorem tego, czy a € RC;. Mamy F [X] = C‘(SIT) i taki algorytm

daje nam FPRAS.

Dowdéd. Zauwazmy, ze pozbycie sie klauzul zawierajacych x AT mozna wykonaé liniowym przejsciem
po klauzulach. Jegli C; ma ¢; literatéw (czyli £; zmiennych), to spetnia ja doktadnie 2"~ warto-
Sciowan (ustalamy zmienne w klauzuli, reszta dowolnie). Mamy |S| = 22:1 |SC;| = 22:1 on—ti,
a wiec te liczbe da sie latwo wyznaczyé. RC; jest zbiorem wartosciowan, ktore spelniaja C;, ale
nie speliaja zadnej poprzedniej klauzuli. Jasne, ze C (F) = |R| (kazde wartosciowanie liczymy
raz). Nasz algorytm wlasciwie losuje pare (i,a) € S i sprawdza, czy (i,a) € R. Co wiecej, robi to

jednostajnie: najpierw wybieramy ¢ z prawdopodobieristwem ‘Tgl"'l , a nastepnie a z prawdopodobieni-

stwem W%I — razem |—é‘ Zauwazmy, ze wylosowanie a da sie zrobi¢ latwo — losujemy jednostajnie
K

wartosci literalow nie ustalonych przez C;. Dla R (F) = % = % mamy E[X] = R(F). Aby
n(2
dosta¢ (e,0)-aproksymacje musimy powtorzy¢ losowanie % razy. Mamy ﬁ = % < t, bo

kazde warto$ciowanie z R wystepuje w S co najwyzej t razy. Zatem ﬁ jest wielomianowe od F' i
faktycznie mamy FPRAS. O

Definicja 79. Zmienna losowa X (randomizowany algorytm) na skonczonej przestrzeni 2 daje e-
jednostajng probke , jesli dla kazdego S C € jest

P(XeS)—||QS|| <e.

Innymi stowy: dla rozktadu jednostajnego U i Px bedacego rozkltadem X jest ||Px — Ul <e.

Definicja 80. Majac dany problem obliczeniowy & — Q (x) (gdzie Q (x) to zbiér rozwiazar) méwimy,
ze mamy w pelni wielomianowy prawie jednostajny schemat probkowania (FPAUS — fully polyno-
mial almost uniform sampler), jesli dla wejscia x i parametru & umiemy generowaé e-jednostajng
probke Q (z) w czasie wielomianowym od z,In (%)
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Pomyst. Majac zadany FPAUS dla jakiejs przestrzeni bedziemy chcieli znajdowa¢ FPRAS oblicza-
jacy wielko$é tej przestrzeni.

Twierdzenie 49. Niech Q) (G) oznacza rodzine zbior6w niezaleznych w grafie G. Zakladajac, ze mamy
dla niej FPAUS, istnieje FPRAS jej rozmiaru.

Dowdd. Bedziemy cheieli znalezé (e, §)-aproksymacje |Q (G)|. Ustalamy porzadek ey, ..., e, na kra-
wedziach G 1 oznaczamy G; = (V (G),{e1,...,€;}). Go nie ma krawe;dzi a wiec |Q(Go)| = 27,
gdzie n = |V (G)]. Do tego Gy = G. Niech r; = %, g =5,0=

Zauwazmy, ze mamy | (G)| = |§‘2§(Zéfk)ll)‘ Ig gé - (G0)| =7k ... 112" Bedziemy chcieli

znalezé s; bedace (&', ¢')-aproksymacja 7;. Niech W = sp ... 81 -2™. Majqc P(|s; —ri| >er) <&

dostajemy
k k
P (U {|5Z = 7’1" > 6’7‘,’}) < ZP(|51 = Ti| > 6,7’i) <k-8=6.

i=1 =

Teraz mozemy przeliczy¢

k
PW - 12(@ < [2(@)]e) =P (1-£ < o <1+ = (1—E<Hj< >>

k k
P(ﬂ {1—€’<Si<1+6'}> =P<m{|3i—7”i<€'7“i}> >1-4,
Ti !
i=1 i=1

gdzie pierwsza nieré6wnosé jest konsekwencja ciagu nieréwnosci

e\F S; eNF
1—e< (1—7) <12 < (1+—) <l+e.
- 2k B H 7y 2k -
=1
Pierwsza z tych nierownosci wynika z nieréwnosci Bernoulliego (1 ik) — 5, a ostatnia to

szacowanie (1 + i)k = Zf 0 ( ) (& ) < Zl ok kal < lJrZi,C 15 <14 gdzw w przedostatnim
kroku zalozylismy € <'1

Z tego wynika, ze jesli znajdziemy FPRAS dla wartosci R = %, gdzie H = H' + e dla pewnej
krawedzi e, to uzyskamy nasza teze. Wykorzystamy do tego FPAUS. Bierzemy %—jednostajnie zbiér

I € Q(H') i ustalamy indykator X = [[ € Q(H)]. Powtarzamy taki eksperyment m razy: ¥ =
L5 X;. Niech p = E[Y].

Zauwazmy, ze mamy R > 1 — kazdy zbiér niezalezny w Q (H') \ Q (H) mozna jednoznacznie przy-
pisa¢ do zbioru w Q(H) odejmujac od niego v bedace ustalonym koncem e. Zatem w Q(H’)
jest co najwyzej dwa razy wiecej zbioréw. Z okreslenia naszego probkowania mamy |u— R| =
|[P(I€Q(H))—R| < %/ Z tego mamy p > 1, bo mozna zalozy¢ &’ < 3. Do tego

2¢’ € 1 e’ 2¢’
l]—-——<1—-—< =<1+ —<1+ —.
3 ~ 3R — R — + 3R — + 3
. 91n(%) 31n (%) . ., L . e Y e ’
Biorac m > € 352 (e ) dostajemy z nieréwnosci Czernowa P (1 =& < m <1+ g) >1-0
T T
W polaczeniu z poprzednim daje nam to

e 2¢’ Y u e 2e ,
. i I o = Z))>1-¢6.
P((-5) (-5 s = (5) (+5)) 210
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i podobnie dla prawej strony. Mamy zatem

P(l—s’<;<1+5’> >1-¢,

czyli przedstawiony proces daje dobra aproksymacje R. Zauwazmy jeszcze, ze m jest wielomianowe
od wejscia, a wiec mamy FPRAS. O

Pomyst. Wiemy, ze taricuch Markowa zbiega do rozktadu stacjonarnego. Mozemy to wykorzystaé
do znajdowania FPAUS roznych probleméw.

Twierdzenie 50. Rozwazmy graf G z A (G) < 4, w ktérym do tego nie ma trojkatow!. Niech Q (G)
bedzie rodzing zbioréw niezaleznych w G. Istnieje FPAUS dla Q (G).

LW ksiazce Probability and Computing nie ma tego zalozenia. Jest ono jednak potrzebne w czesci dowodu, w
ktorej rozwazamy przypadki.

Dowéd. Mozemy zatozy¢ bez straty ogdlnosci, ze G jest spojny — inaczej mozna probkowaé z kazdej
sktadowej osobno. Zdefiniujemy laricuch Markowa o stanach z Q (G) w nastepujacy sposob: jego
krok KP? (I) polega na wylosowaniu jednostajnie e = wv z E(G) (ustalamy jaki§ porzadek na
wierzchotkach, zeby méc mowié o pierwszy i drugim wierzchotku krawedzi) i p € {1,2,3}. Teraz
mamy przypadki

p=1—=1=1\{u,v}

p=2->I=I\{u}U{v} .

p=3—>I=T\{vIU{u}

Jesli I' € Q(G), to KP(I) = I', inaczej KP (I) = I. Tak zadany lancuch jest nieprzywiedlny i
nieokresowy — mozna usuwaé¢ odpowiednie wierzchotki az osiggnie sie zbior pusty, a potem dodawaé
odpowiednie wierzcholki i otrzymaé¢ dowolny zbior. Nieokresowos¢ wynika z tego, ze mozna staé
w miejscu. Rozklad stacjonarny tego tancucha jest jednostajny, bo prawdopodobienstwo przejscia
I — J jest takie samo jak J — I.

Rozwazmy sprzeganie ((X¢,Y:)), oy tanicuchow takie, ze w kroku losujemy jednostajnie py, e; i usta-
lamy (X¢41,Yiq1) = (KP (X,), KP* (Y;)). Skracamy zapis K = KP*. Oznaczmy d; = |X;AY,],
gdzie A oznacza réznice symetryczng. Pokazemy, ze E [dyy1 | di] < di. Zwykle wykazywaliSmy ostra
nieré6wnos¢ i z niej wynikato ograniczenie na czas mieszania. Z nieostrej tez wynika szybkie mieszanie
sie tanicucha, ale nie bedziemy tego pokazywac.

Jesli dy = 0, to dyy1 = 0. Rozwazmy teraz przypadek d; = 1 — mamy I,J € Q(G) takie, ze
J = IU{z} i chcemy pokazac, ze dla D = |K (I) AK (J)| zachodzi E[D] < 1. Niech e = wuw.
Jesli u,v ¢ N (z), to D = 1, bo oba zbiory zachowaja sie tak samo podczas przejscia. Zalozmy, ze
u € N (z). Skorzystamy teraz z zalozen i rozpatrzymy przypadki.

1. |N (u) N I| > 2. Tutaj zawsze D < 1, co sprawdzamy rozpatrujac wszystkie przypadki.

2. |N (u) N I| = 1. Patrzac na rysunek: jesli v € {vs,v3}, to D = 1, bo w obu zbiorach zrobimy
to samo (m.in. tu wazny jest brak trojkatow — v nie jest polaczone z z). Jesli v = z, to
p € {1,2} — D = 0 (usuwamy albo dodajemy z do obu) a p =3 — D = 1, bo ruch sie nie
uda. Jesli v = vy, to p € {1,2} - D =1, ale p =3 — D = 3, bo ruch nie uda sie dla J, ale
uda si¢ dla I. Widzimy, ze wartos¢ oczekiwana D w tej sytuacji to 1.

3. [IN(u)NI|=0.Jesliv=ux,to0D=0.Jesliv=uv;dlav; € N(u)\{z},tope {1,2} - D=1,
ale p=3 — D = 2, bo u zostanie dodane do /. Mamy

1 AG) -1 (2 1\ AG) -1 4
E[D|e€{ux,uvi}}§A(G)-O+ A(G) (3.1+3.2>_.3§1'
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U1
T U E

V2

U3

Rysunek 2: Przypadek, gdy I ma w sobie jednego sasiada u.

Pozostato nam rozwazyé przypadek d; > 1. Zastosujemy metode path coupling — potaczymy X; z
Y; Sciezka”. Niech X; \'Y: = {z1,..., 2.}, Vs \ X¢ = {91, ...,ys}. Oznaczmy

Z():Xt,Zl :Xt\{:vl},...,Zr:XtﬁYt,Zr+1 = (XtﬂY,'g)U{yl},...,Zr+s :Zdt :th
Mamy |Z;_1AZ;| = 1, a wiec E[|K (Z;—1) AK (Z;)|] < 1. Korzystajac z nier6wnosci |A\ B| <
|A\ C|+|C\ B| dostajemy

dy
1K (Zo) \ K (Za,)| < |K (Z0) \ K (Z0)| + K (Z0)\ K (Za)| < ... <D K (Ziia) \ Zil,
=1

a wiec

|K (Z0) AK (Za,)| = | K (Z0) \ K (Za,)| + |K (Za,) \ K (Z0)|

d dy
< Z K (Zi1) \ K (Zi)| + | K (Zi) \ K (Zi—1)| = Z |K (Zi—1) AK (Z)].
=1 =1
To daje nam
dy
i1 = | X1 A1 | = |K (Z0) AK (Za,)| < YK (Zio1) AK (Z3)).-
i=1
Ostatecznie .
Eldiy1 | di] <Y E[K (Zic1) AK (Z)]] < dy.
i=1
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