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1. Jezyki

2025-02-18

Notacja. Bedziemy rozwazaé alfabet ¥ i stowa zbudowane z jego elementéw. Zazwyczaj interesuje
nas X = {0,1}. Wprowadzamy oznaczenia:

e X — zbior stow dlugosci i.
o ¥ =J;2, X% — zbi6r wszystkich stéw nad .
e Yt =J;2; B¥ — zbi6r niepustych stow.
e ¢ — puste slowo (czyli £° = {e}).
Definicja 1. Jezykiem nad ¥ nazywamy dowolne L C ¥* — podzbior stéw. Bedzie nas interesowac,

ktore nieskoniczone jezyki da sie opisa¢ w skoniczony sposob (to znaczy stworzy¢ program, ktory dla
danego stowa stwierdza, czy nalezy ono do jezyka).

Uwaga. Programy sa skoniczone, wiec jest ich przeliczalnie wiele. Jezykow jest natomiast nieprzeli-
czalnie wiele. Zatem muszg istnie¢ jezyki, ktorych nie da sie opisac.

Przyktad. Mamy problem decyzyjny: czy liczba x jest parzysta. Zapisujac liczbe w postaci binarnej
widzimy, ze liczby naturalne sg podzbiorem Y¥* (jezykiem), a nasze pytanie sprowadza si¢ do spraw-
dzenia, czy dane slowo nalezy do tego jezyka. Podobnie mozemy méwi¢ np. o problemach grafowych
kodujac graf jako macierz incydencji.

Notacja. Stowa z X" sa wlasciwie (na co wskazuje notacja) funkcjami n — X. Bedziemy zatem
czesto pisa¢ v (i) dla v € £ 14 € n. Wprowadzamy tez oznaczenie na rozmiar stowa |v|.

Definicja 2. Konkatenacjg stow nazywamy funkcje - : ¥* x ¥* — ¥* zadang przez

) (§) = {v(z‘), i< ol

w(i—vl), |vl<i<|o|+|w|
Jest to po prostu sklejenie dwoch stow. W zapisie czesto pomijamy kropke i piszemy vw.

Definicja 3. Stowo x jest prefiksem stowa v, jesli istnieje takie y € ¥*, ze xy = v. Oznaczamy to
x C v. Prefiks jest wlasciwy, jesli nie jest pelnym stowem — to oznaczamy x C wv. Analogicznie
definiujemy pojecie sufiksu.
Propozycja 1. Konkatenacja spelnia wlasnosci:

e tacznosé (ab) ¢ = a (be).

e ¢ jest elementem neutralnym ea = ae = a.

o labl = [a] + o]

Zatem (X, -, ¢) jest monoidem.

Definicja 4. Definiujemy potege stowa w jako

e n=20
wn: ? 1 .
w'rw, n>0

Notacja. Na jezykach Lp, Ly mozemy wprowadzi¢ operacje teoriomnogosciowe sumy Lj U Lo, prze-
ciecia L1 N Lo i dopelnienia ¥* \ L.

Definicja 5. Katenacja jezykow L1, Ly nazywamy zbior (jezyk) L1-Lo = {wiws : wy € Ly, wa € Lo}.
Mamy L0 =0L =01 L{e} ={e} L = L.
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Definicja 6. Definiujemy potege jezyka L jako

" = .
L"'L, n>0

Definicja 7. Gwiazdka Kleene’ego nazywamy operacje

> .
L =Jr,
i=0
gdzie L jest jezykiem. Definiujemy tez operacje
o0
L= J
i=1

Lemat 1 (Lemat Ardena). Niech A, B, X C ¥* beda zwigzane rownaniem AX UB = X (XA U
B = X). W takiej sytuacji jezyk X = A*B (X = BA*) jest najmniejszym (w sensie inkluzji)
rozwigzaniem tego rownania. Jesli € ¢ A, to jest to jedyne rozwiazanie.

Dowéd.
A(A*'B)UB=A((AT"U{e}) B)JUB=A(ATBUB)UB = AA*BUABUB = A*B.

Niech X bedzie rozwigzaniem. Mamy A*B = (J;°, A’B. Indukcja po i pokazemy, ze A'B C X.
Mamy A’B = B C X. Jesli A°’B C X, to z naszego rownania mamy AA‘B = A"1B C X. Z tego
wynika minimalnosé naszego rozwiazania.

Zalozmy, ze € ¢ Aiistnieje v € X\ A* B bedace najkrotszym stowem w tym zbiorze. W szczegolnosei
v ¢ B, awiec v =wuw, gdzie u € A, w € X. Mamy w ¢ A*B, bo inaczej v € AA*B C A*B. Zatem
w spelnia te same zalozenia co v i jest ostro krotsze, bo e ¢ A. Uzyskana sprzecznosé konezy dowod.

Druga wersje lematu dowodzimy analogicznie. O

I Notacja. Wprowadzamy oznaczenie a < b oznaczajace a + b = b.

Definicja 8. Algebra Kleene’ego nazywamy krotke (A, +, -, *,0, 1) spelniajaca wtasnosci:
1. (a+b)+c=a+ (b+c).

a+b=>b+a.

a+a=a.

a+0=a.

(ab) ¢ = a (bc).

a-1=1-a=a.

a-0=0-a=0.

(b+¢)a = ba + ca.

CRNOOR N S EROUR = RSB

a(b+c)=ab+ac.

,_.
e

1+ aa* < a*.

—_
—

.14+ a*a<a”.

—_
[\

.ar+b<xr = a*b <z

13. za+b<x — ba* <uzx.

I Propozycja 2. Krotka (P (X*),U, -, *,0,{e}) jest algebra Kleene’ego.
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Twierdzenie 1 (Kozen). Kazde rownanie prawdziwe w algebrze Kleene’ego jest dowodliwe z jej
aksjomatow.

Propozycja 3. < w algebrze Kleene’ego jest porzadkiem czeSciowym. Ponadto wszystkie operacja
sa wzgledem niego monotoniczne: dla dowolnych a, b, ¢ bedacych elementami algebry Kleene’ego
zachodzi

a<b = ac<bc,

a<b = ca < ch,
a<b = a+c<b+eg,
a<b = a* <b".

Dowdd. Zwrotnosé daje nam aksjomat a + a = a. Zakltadajac z < y < z mamy
r4+z=z+y+z)=(x+y)+z=y+z=z,
a wiec x < z — przechodnioéé. Zakladajac ¢ < y,y < z mamy
y=r+y=y+z=uz,
a to jest antysymetrycznosé. Teraz rozpisujemy
ac+bc = (a+b)c=be,

cat+cb=c(a+b)=cb
at+c+b+c=(a+b)+(c+c)=b+c,

To sa trzy pierwsze wynikania. Z nich mamy pierwsza nieréwnosé w 1 + ab* < 1+ bb* < b*, a to
daje nam a* = a* -1 < b*. O

Lemat 2. W algebrze Kleene’ego mamy

ar < b — a*z < zb*.

Dowdéd. Z zalozenia dostajemy axb* < xbb*, a wiec
x4+ a(zb*) <z +abb* =z (1+bb*) < xb*.

Nierownos¢ x + a (xb*) < zb* daje nam a*z < xb*. O

2. Automaty skoiiczone
2025-02-20

Definicja 9. Deterministyczny automat skonczony (DFA — deterministic finite automaton) to krotka
A=(Q,%,6,s, F), gdzie:

e () — skonczony zbiér stanow,

e > — skoniczony alfabet,

e §:(Q x X — @Q — funkcja przejscia,

e s € () — stan poczatkowy,

e F' C @ — stany koricowe (akceptujace).

Automat zaczyna od zadanego stanu s i dostaje kolejne litery alfabetu, na podstawie ktorych prze-
chodzi do nowych stanéw w sposob zadany przez §. Beda nas interesowaé sytuacje, w ktorych
ostatecznie znajdziemy sie w stanie nalezacym do F'.

Przyktad. DFA tatwo przedstawia sie za pomoca grafu, na przyklad takiego jak na Rysunku 1.

2. Automaty skoriczone Strona 4/32



Modele Obliczen Maciej Mikotajczak

a

b C@/_\OQ ’

q0 \_/ql

a

Rysunek 1: Graf DFA o stanach {qo, ¢1 } 1 alfabecie {a,b}. Mamy stan poczatkowy qo i zbior stanow
kOﬁCOWyCh {qO} Jest tez § = {((Io, b, qO) ) (qlv ba Q1) ) (QO, a, C]1) ) (q17 a, qO)}

Pomyst. Dla zadanego DFA bedziemy rozwazaé stowa, ktore po przepuszczeniu przez DFA produ-
kuja stan koricowy. Bedziemy zajmowaé si¢ jezykami opisanymi w taki sposéb.

Definicja 10. Definiujemy funkcje 5 Q x X* = @ w nastepujacy sposob

3 q, w=e
,Ww) = - .
(g,w) (5((5((],x),(z>7 w=zxa,a € X, x X
Jest to funkcja okreslajaca stan automatu po wielu krokach (zadanych danym stowem).

Definicja 11. Niech A = (@, X%, 9, s, F') bedzie DFA. Jezykiem akceptowanym przez A nazywamy
jezyk L (A) = {w ex*:d(s,w) € F}

Przyktad. Dla DFA z Rysunku 1 zachodzi L (4) = {w € {a + b}" : #, (w) =0 (mod 2)}.

Dowéd. Oznaczmy L' = {w € {a+ b}" : #, (w) =0 (mod 2)}. Indukcja po liczbie a w stowie w €
L' dowodzimy, ze 5(q0,w) = qp oraz 5(q1,w) = q1. Z pierwszej rownosci wynika L' C L (A). Z
drugiej natomiast wynika, ze L' N L (A) = (). To daje nam teze.

Definicja 12. Niedeterministyczny automat skoriczony (NFA — nondeterministic finite automaton)
to krotka A = (Q, %, 4,5, F), gdzie:
e () — skonczony zbior stanow,

e Y — skoriczony alfabet,

6 CQ x X xQ — relacja przejscia,
e S C (@ — zbidr standéw poczatkowych,
e F C @ — stany koricowe (akceptujace).

Automat niedeterministyczny rézni sie od deterministycznego tym, ze zaczyna w wielu stanach
poczatkowych i wykonuje przejscia zgodne z §, ktora tym razem jest relacja — dla zadanego stanu i
litery moze by¢ wiele poprawnych przej$é (lub nie by¢ zadnego).

Definicja 13. Definiujemy funkeje 6 : P (Q) x & — P (Q) w nastepujacy sposob

0(B,a) ={q¢€Q:3yeB (a,a,q) € 5}.

Jest to funkcja okreslajaca mozliwe stany dla zadanych stanéw poczatkowych i litery.
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Definicja 14. Analogicznie jak przedtem definiujemy funkcje 6 : P (Q) x ©* — P (Q).

& B, w=E¢
(B,w) = S(S(B,x),a), w=za,a€X,x N

Definicja 15. Niech A = (Q, %, 4,5, F') bedzie NFA. Jezykiem akceptowanym przez A nazywamy
jezyk L (A) = {w eX*: 4 (S,w)NF # (Z)}.

Twierdzenie 2. Niech L C ¥*. Mamy L = L (Ap) dla pewnego DFA Ap wtedy i tylko wtedy, gdy
L =L (Ay) dla pewnego NFA Ay.

Dowéd. ( =) Jesli DFA (Q, X%, 4, s, F') akceptuje L, to NFA (Q, X, 0, {s}, F) rowniez (kazdy DFA
jest NFA z minimalna roznica typu krotki).

( <) Koustrukcja potegowa — jesli Ay = (Q,%, 6,5, F) akceptuje L, to akceptuje je tez DFA
(P(Q),%,0p,S,F), gdzie dp = ¢ (czyli 6p = 0) oraz F = {B € P(Q) : BN F # (}. O

Twierdzenie 3. Dla kazdego n € N, istnieje NFA A, o n + 1 stanach taki, ze DFA akceptujacy
L (A,) ma co najmniej 2" stanow.

Dowéd. Ustalmy alfabet ¥ = {0,1}. Niech A, bedzie NFA akceptujacym jezyk, w ktorym n-ta
litera od korica to 1. Jest on zadany grafem jak na Rysunku 2 i ma doktadnie n + 1 stanow.

0,1 i1
\0L0~0 """""""""""""""""" 00%@

0,1

Rysunek 2: Graf omawianego NFA. Strzaltka bez litery oznacza stan poczatkowy.

Zalozmy, ze istnieje DFA Ap taki, ze L (Ap) = L (A,,) oraz liczba jego standw jest ostro mniejsza od
2". n-bitowych ciagow jest 27, a wiec musza istnie¢ takie dwa rézne ciagi @, b € {0,1}", ktérym Ap
przypisuje ten sam stan. Niech ¢ bedzie pewnym indeksem takim, ze a; # b;. Bez straty ogoélnosci
a; = 11ib; =0. Rozwazmy ciagi o/, b’ powstale z poprzednich ciggéw poprzez dopisanie do nich
i zer. Takim ciagom Ap rowniez przypisze ten sam stan (bo przypisze ich prefiksom, a potem nie
moga sie rozej$¢, bo automat jest deterministyczny). Do tego litera, na ktorej sie roznia, jest n-ta
od korica. Zatem a’ € L(A,) iV ¢ L(A,) — sprzecznoéé, bo Ap daje im ten sam stan. O

Uwaga. Widzimy, ze DFA i NFA sa tak samo mocne — akceptuja doktadnie takie same rodziny
jezykow. Jednak DFA wymaga wykladniczo wiecej stanow.

Definicja 16. Definiujemy e-NFA tak samo jak NFA, z tym, ze relacja przej$cia ma sygnature
Q x (XU{e}) x Q (zakladamy, ze ¢ ¢ X). Oznacza to, ze e-NFA moze wykonywaé przejscia na
stowie pustym, czyli zmieni¢ stan bez ,zuzycia” litery z wejscia.

Funkcje 4 definiujemy identycznie jak dla NFA.

Definicja 17. Definiujemy e-domkniecie zbioru stanéw B w automacie A jako zbior B4 taki, ze

oo

Ae __ Ae

pre = ()
1=0
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gdzie

Lae_ B i=0
i = 5(3;“_’35), i>0

Intuicyjnie, sa to wszystkie stany, do ktorych da sie doj$é¢ z B za pomoca przejsc e.

Definicja 18. Analogicznie jak przedtem dla e-NFA A definiujemy funkcje 6 : P (Q) x £* — P (Q).

R B4®, w=¢€

1) (B, w) =9 ~ /a Ae 0

5(5(B,x),a> , w=zxa,a€ X e

Jest to taka sama funkcja jak dla NFA z tym, ze po zuzyciu kazdej litery dokonujemy e-domkniecia.

Jezyk akceptowany przez e-NFA definiujemy identycznie jak dla zwyklego NFA.

Twierdzenie 4. Niech L C ¥*. Mamy L = L (Ap) dla pewnego DFA Ap wtedy i tylko wtedy, gdy
L =L (Ay) dla pewnego e-NFA Ay.

Dowdd. ( = ) Podobnie jak w przypadku NFA, kazde DFA jest NFA, ktore z kolei jest e-NFA.

(<) Jesli Ax = (Q,%,6,S, F) akceptuje L, to akceptuje je tez DFA (P (Q),%,dp, SAN<, F),
gdzie 6p = 64 (czyli dp = 0) oraz F = {B € P(Q): BN F # {}. O

3. Wyrazenia regularne
2025-02-22

Definicja 19. Wyrazenia regularne nad ¥ to najmniejszy jezyk REsx nad alfabetem ¥ = ¥ U
{+a 0k, 07 17 (, )} taki, Ze

e 0,1 oraz wszystkie a € ¥ sa elementami REsy;.

o jesli a, aq, s € REy, to rowniez o + ag, a1 - ag,a*, (a) € REy.

Definicja 20. Interpretacja wyrazen regularnych jest funkcja L : REyx;, — P (X*) zadana przez
L(0)=0,L(Q1)={e},Vaex L(a) = {a}.

L(a+p)=L(a)UL(p).

L(oa-B)=L(a)-L(B).

L(ar) = (L(a))".

L((a)) = L(e).

Intuicyjnie wyrazenia regularne okreslaja jezyk — budujemy stowa za pomoca konkatenowania, su-
mowania i wielokrotnego powtarzania blokéw, gdzie blokami atomowymi sa pojedyncze litery.

Kolejnosé¢ wykonywania operacji ustalaja nawiasy. W przeciwnym wypadku wyglada tak: najpierw
gwiazdka Kleene’ego *, potem konkatenacja -, na koniec suma +.

Twierdzenie 5. Niech L C ¥*. Mamy L = L (R) dla pewnego wyrazenia regularnego R wtedy i
tylko wtedy, gdy L = L (A) dla pewnego DFA A (lub rownowaznie NFA, e-NFA).

Dowdéd. ( =) Stosujac indukcje po diugosci wyrazenia regularnego wykazemy, ze istnieje e-NFA,
ktore akceptuje ten sam jezyk. Bedziemy konstruowaé e-NFA, ktore maja doktadnie jeden stan
poczatkowy i koricowy takie, ze nie istnieja zadne przejscia do stanu poczatkowego ani ze stanu
koricowego. Do tego beda istniaty co najwyzej 2 przejécia z kazdego stanu, a rozmiar catego e-NFA
bedzie liniowy od rozmiaru wyrazenia regularnego.

Zaczniemy od przypadkéw bazowych. Jesli R = 0,1, a, to konstruujemy automat, ktoéry odpowied-
nio: ma sam stan startowy, ma e-przejscie ze stanu startowego do konicowego, ma przejscie ze stanu
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startowego do konicowego z litera a. Teraz przechodzimy do kroku indukcyjnego:

e Jesli R = a1 + aa, to istnieja e-NFA Ay, As takie, ze L (A1) = L (1), L (A2) = L (ag). Two-
rzymy automat Az, w ktérym mamy wszystkie stany z A; i Ao, stan startowy ma e-przejscia
do stanow startowych A; i A, a ich stany koncowe majg e-przejscia do stanu koricowego.

e Jesli R = ag-aq, to ponownie rozwazamy automaty A, As i tworzymy Az — stanem startowym
jest stan startowy Aj, jego stan koricowy ma e-przejécie do stanu startowego As, a stanem
konicowym jest stan koricowy As.

o Jesli R = o, to istnieje e-NFA A takie, ze L (A) = L (o). Tworzymy automat B, w ktérym
stan startowy ma e-przejscia do stanu startowego A i stanu koricowego, a stan koncowy A ma
e-przejscia do stanu koncowego i swojego stanu startowego.

(<) Niech DFA A = (Q,X%,4, s, F). Wprowadzmy porzadek na stanach @ = {q1,...,q,}. Za-
uwazmy, ze w € L (A) jest rownowazne istnieniu $ciezki na stanach s ~» ¢; € F, ktora automat
przechodzi dla tego stowa. Skonstruujemy wyrazenie regularne, ktére generuje doktadnie takie stowa.

Niech Rg,kj) bedzie wyrazeniem regularnym, ktorego jezykiem sa stowa, ktore generuja w A Sciezke
od stanu ¢; do ¢; i korzystaja pomiedzy tylko ze stanéw {qi,...,q;}. Zdefiniujemy takie wyrazenie

indukcyjnie. Mamy
) _ § :
Ri,j - 5%’,]’ + a,

a€X:8(q;,a)=q;

0. it
gdzie /Bi,j:{ ’ Héj
1, 1=

*
Teraz dla 0 < k& < n mozemy zdefiniowac Rg)kj) = R§f§‘1) + RE,’;‘U (R,(ckk_ 1)) R,(lejfl) — majac do
dyspozycji nowy stan g mozemy albo znalezé Sciezke bez niego, albo doj$¢ do niego korzystajac
tylko z mniejszych stanéw, potem wroéci¢ do niego dowolng liczbe razy i ostatecznie wyjsé z niego i

dojsé do korica pozostalymi stanami.

Ostatecznie szukane wyrazenie to R =Y R;’;), gdzie ¢; = s. O

g EF

Definicja 21. Jezyk, ktory jest akceptowany przez jakies wyrazenie regularne (lub — réwnowaznie —
skoriczony automat) nazywamy jezykiem regularnym.

Definicja 22. Wyrazenia regularne a1, as nazywamy rownowaznymi, jesli L (o) = L (ag). Ozna-
czamy to a; = as.

Propozycja 4. Dla wyrazen regularnych L, M, N zachodzi:
1. L+ M =M+ L.

(L+M)+N=L+ (M+N).
(LM)N = L(MN).
0+L=L.

G = J5il = 6,

0L =L0=0.

L(M+N)=LM + LN.
(M+N)L=ML+NL.
L+L=L.

2 gL N e & o N

4. Jezyki regularne
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Lemat 3 (O pompowaniu). Jesli L jest jezykiem regularnym, to istnieje takie n > 0 (zalezne od L), ze
dla kazdego w € L z |w| > n istnieje postaé¢ w = xyz taka, ze |vy| < n, |y| > 11 Vien 23’z € L. Ina-
czej moéwiac: musi istnieé takie niepuste y bedace blisko poczatku stowa, ze mozna je ,napompowac”
— powtorzyé dowolng liczbe razy.

Dowdd. Niech A = (Q, X, 4, s, F) bedzie DFA akceptujacym L. Ustalmy n = |Q| i wezmy dowolne
stowo w € L takie, ze m = |w| > n. Niech w = ag ... am_1.

Stowo jest akceptowane, a wiec istnieje ciag stanéw qq, . . . , ¢, taki, ze gg = s1i ¢ € F. Jego dhugosé

jest wieksza niz n, a wiec jakis stan musi sie powtarzaé. Niech ¢; bedzie tym stanem, ktorego pierwsze
powtérzenie wystepuje najwczesniej — niech bedzie to g;. Ustalamy

r=ap...-0j—1, Y=0a;...05-1, 2 =05 ...0m—1-

Mamy |zy| < n, bo inaczej ¢; nie powtarzalby sie najwczesniej. Do tego z ¢; = ¢; wynika, ze
stowo y moze wystapi¢ w akceptowanym stowie dowolna liczbe razy — mamy cykl stanéw. Zatem
Vien xy'z € L. Oczywiscie y jest niepuste. O

Twierdzenie 6. Jezyk

L={a"b":neN}
nie jest regularny.
Dowéd. Pokazemy, ze L nie spelnia lematu o pompowaniu. Ustalmy dowolne n > 0 i rozwazmy stowo
w = a?"b*". Dla kazdego podziatu w = zyz takiego, ze |ry| < n zachodzi zy = a* dla pewnego
k. Wobec tego mamy y = a' dla pewnego [ > 0. Gdyby lemat o pompowaniu byt spetiony, to

a?"~'b?" musialoby naleze¢ do jezyka, a tak nie jest. Zatem L nie spetnia lematu o pompowaniu i
nie jest regularny. O
Definicja 23. Odwroéceniem stowa w = aj ...a, nazywamy stowo wf® = a,...a;. Odwréceniem

jezyka L nazywamy jezyk LT = {wR Tw E L}.

Definicja 24. Homomorfizmem stow nazywamy funkcje h : 3* — ¥'* ktora dla zadanego stowa w
zamienia kazda jego litere na ustalone stowo: dla w = a; ... a, mamy h(w) = h(ay)...h(ay).

Homomorfizm mozemy tez zastosowac na jezyku: h (L) = {h (w) : w € L}.

Twierdzenie 7. Jezyki regularne sa zamkniete na
1. sume, konkatenacje i gwiazdke Kleene’ego.
2. przeciecie, dopelnienie i réznice.

3. odwrbdcenie.

Dowdd. Pierwszy punkt wynika z definicji wyrazen regularnych.

RozwaZmy DFA A1 = (Ql,E,él,sl,Fl),Ag = (Qg, 2752, SQ,FQ). Zdeﬁmujmy DFA
B = (Ql X Q27276/a(81782)7F1 X F2)7

gdzie &' ((q1,¢2) ,a) = (61 (q1,a),02 (¢g2,a)). Jest to automat, ktory symuluje chodzenie w obu au-
tomatach na raz. Wida¢, ze akceptuje dokladnie te stowa, ktore akceptuja oba automaty A;, As.
Zatem L (B) = L (A1) N L (As), czyli jezyki regularne sa zamkniete na branie przecieé.

Dla DFA A = (Q,%, 9, s, F) automat B = (Q, %, 9, s, F) akceptuje dokladnie te stowa, ktérych nie
akceptuje A. Zatem L (B) = L (A)°, czyli jezyki regularne sa zamkniete na branie przecigé.

Zamkniecie na réznice wynika z réwnosci L\ M = L N M°€.

Zamkniecie na odwrdcenie pokazujemy indukcja po dtugosci wyrazenia regularnego. Jesli jezyk L
jest generowany przez wyrazenie regularne E, to konstruujemy E speliajace L (ET) = L*:

e jesli £ € {0,1,a}, to L = L { ER = E.
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o jesli E = Ey + Eo, to ER = EF + ER.
e jesli E = Fy By, to B = EJ'ER.
o jesli E = Ef, to EF = (ER)".
O

Twierdzenie 8. Jesli h : ¥* — ¥'* jest homomorfizmem, to dla jezyka regularnego L C ¥* jezyk
h (L) C ¥ tez jest regularny. Podobnie dla regularnego L' C ¥'* jezyk h™!(L') C X* tez jest
regularny.

Dowdd. Dla wyrazenia regularnego R oznaczmy przez h (R) wyrazenie regularne, w ktérym kazde
wystapienie a € ¥ zostaje zastapione przez h (a) € REy (jest to poprawne wyrazenie regularne, bo
jest konkatenacja poprawnych wyrazen regularnych). Mamy L (h (R)) = h (L (R)), co dowodzimy
indukcja po dlugosci wyrazenia regularnego. Jesli R € {0,1,a}, to homomorfizm robi doktadnie to,
co chcemy. Jesli R = Ry + Ra, to

L(h(R)) =L (h(R1)+h(Rz)) = L(h(R1))UL(h(Rz)) =h(L(R1))Uh(L(Rz))=h(L(R)),
gdzie pierwsze przejécie wynika z tego, ze h zmienia tylko litery. Pozostate przypadki wygladaja
podobnie. Zatem dla L = L (R) znalezliSmy wyrazenie regularne akceptujace jezyk h (L).

Dla dowodu drugiej czesci rozwazmy DFA A = (Q,Y,d, s, F) akceptujace jezyk L'. Zdefiniujmy
DFA B = (Q,X,,s, F), gdzie v(q,a) = 5(q, h(a)). B symuluje zachowanie A na literach z ¥ —
przepuszcza je przez homomorfizm i zachowuje sie jak A na otrzymanym stowie. Latwo zauwazy¢,
ze Y (s,w) = 5(8, h(w)) (indukcja po dlugosci stowa). Zatem B akceptuje stowo w wtedy i tylko
wtedy, gdy A akceptuje h (w) — zatem L (B) = h=! (L'). O

Definicja 25. Dla ustalonego DFA A = (Q, X, 6, s, F') mowimy, ze jego stany ¢i, g2 sa A-rownowazne,
jesli . .
Vwes+ 0 (q1,w) € F < 0(q2,w) € F.

Jesli stany nie sg A-réwnowazne, to sg A-rozréznialne, czyli

e~ S(ql,w) cF — S(qg,w) ¢ F.

I Propozycja 5. A-réwnowaznosé jest relacja rownowaznosci.
I Notacja. Dla DFA A i stanu g przez [g]a oznaczamy klase A-rownowaznosci, do ktorej nalezy q.

Algorytm 1. Dla zadanego DFA A rozwazmy nastepujacy algorytm: tworzymy macierz Boolowska,
M, w ktorej M;; =1 <= ¢;,q; sa A-rozroznialne. Robimy to zaczynajac od macierzy zerowej i
ustalajac M,;; =1dlag; € F,q; ¢ F.

Krok algorytmu wyglada tak: dopoki macierz si¢ zmienia dla kazdych dwoch stanéw ¢;, g; i kazdej
litery a, jesli d (g;,a) = qx 16 (gj,a) = q oraz My, = 1, to ustalamy M,; = 1.
Tak zadany algorytm zwraca poprawny wynik.

Dowdd. Ten algorytm dziala mniej wiecej jak Floyd-Warshall, zaczynamy od stanoéw ktore rozroznia
puste stowo i budujemy dalej — jesli jakas litera prowadzi do standéw, ktore sg rozrozniane przez
krotsze stowo, to mozna do niego dopisaé te litere i znalezé stowo rozrézniajace nasze stany.

Jesli mamy M;; = 1, to g; i ¢; sa A-rozréznialne, bo algorytm skonstruowat stowo, ktére je rozréznia.
Zalézmy nie wprost, ze stany ¢;,q; sa rozroznialne, a algorytm stwierdzil M;; = 0. Do tego stowo
w $wiadczace o rozrdznialnosci jest najkrotszym, dla ktérego ta sytuacja moze zajsé. Jesli w = g,
to z bazy algorytmu te stany beda rozréznione. Zatem w = av i mamy

(8(q1,w)eF — 5(QQ,w)¢F) — (5(5(q1,a),v)eF — 5(§(q27a),v)¢F).

Stany gr = 6 (q1,a) 1 g = 6 (q2,a) sa rozrozniane przez v, a wiec My, = 1, bo |v| < |w|. Widaé, ze
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gdy algorytm ustali M}, = 1, to w nastepnym kroku stwierdzi M;; = 1 — sprzecznosc. O

Twierdzenie 9. Rozwazmy DFA A = (Q, %, 4, s, F'). Skonstruujmy automat D kolapsujac stany A,
ktore sa A-rownowazne — mamy D = (Q,X,0p, [s]a, F), gdzie Q i F oznaczaja rodziny klas A-
rownowaznosci, do ktorych naleza elementy odpowiednio @ i F', a dp jest relacja Q X ¥ X Q, w
ktorej

(lgla,a,[g]a) € 6p <= Fg,qicq@ @1 € ldla A @2 € [9la Ad (q1,a) = go.

Nastepnie zmodyfikujmy D, usuwajac stany, do ktérych nie da sie dojsé ze stanu startowego. W
takiej sytuacji D jest DFA i do tego jest najmniejszym na liczbe stanéw DFA akceptujacym ten
sam jezyk, co A.

Dowéd. D mogtby nie by¢é DFA, gdyby istnialy jakie§ A-réwnowazne stany qi,¢qo i litera a takie,
ze q1 przechodzi z nia do g3 a g2 do q4 i q3 oraz q4 sa A-rozroznialne. Wtedy jednak stowo a
swiadczyloby o A-rozroznialnosci q; i ¢o, co daje sprzecznosé. Jasnym jest, ze D akceptuje ten sam
jezyk, co A (mamy 0p ([gla, w) = [6 (¢, w)] ). Pozostalo wykazaé jego minimalnosé.

Zalozmy, ze istnieje DFA B = (Qp, 2,05, sp, Fp) takie, ze L (B) = L(A) i B ma mniej stanoéw
niz D. Zdefiniuyjmy DFA C = (QU @B, %,0p Udp, sp, F U Fg). Zauwazmy, ze dla kazdego stanu
qp € Q istnieje gp € @p taki, ze qp i gp sa C-rownowazne — D i B akceptuja te same jezyki, a
wiec na pewno [s]4 i sp sa C-rownowazne (gdyby nie byly, to jakie§ stowo roznitoby te stany, a
wiec 1 jezyki). Z tego wynika, ze dla kazdego a € ¥ stany 0 ([s]a,a) i 6 (sp,a) sa C-rownowazne (i
tak dalej dla dtuzszych stow).

Zatem kazdy stan D (jako osiagalny ze stanu startowego) ma stan B, ktoremu jest C-réwnowazny.
Stanéw B jest mniej, a wiec istnieja takie stany g1, g2 € 9, ze oba sg rownowazne pewnemu g3 € Q3.
C-rownowazno$é jest przechodnia, a wiec ¢ i g2 sa C-réwnowazne, czyli tez D-réwnowazne. To
jednak jest niemozliwe, bo w naszej konstrukcji skolapsowaliSmy wszystkie rownowazne stany w
jeden. Uzyskana sprzecznosé konczy dowod. O

Uwaga. Powyzsze twierdzenie i algorytm daja nam metode konstrukeji najmniejszego DFA akcep-
tujacego dany jezyk.
Definicja 26. Mowimy, ze relacja = jest L-kongruentna dla pewnego jezyka L C ¥*, jesli

1. Vpess x =y = v = yo.

2.2=y = (€Ll < yel)

Twierdzenie 10 (Myhill, Nerode). Jezyk L jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje relacja
réwnowaznosci =C X* x ¥* o skoniczenie wielu klasach rownowaznosci, ktora jest L-kongruentna.

Dowéd. ( = ) Regularny jezyk L ma swoje DFA A, na podstawie ktoérego definiujemy
=y <= 6(s,2)=0(s,y).
Ta relacja jest rownowazno$cia, a do tego dla kazdego v € ¥* i dowolnych z,y € ¥* zachodzi
T=y < §(s,2) =6(s,y) = b(s,zv) =0 (s,yv) <= v =y,

r=y < 6(s,2) =6(s,y) = (ze€Ll < yel).

Zatem nasza relacja jest L-kongruentna. Do tego ma skoniczenie wiele klas réwnowaznosci, bo co
najwyzej tyle, ile A ma stanéw.

( <) Tworzymy automat, w ktorym stany to klasy rownowaznos$ci naszej relacji = (tutaj wazna
jest ich skoriczona ilosé). Jako stany koricowe przyjmujemy te klasy, ktorych elementy naleza do je-
zyka (drugi warunek z definicji L-kongruentnosci). Stanem poczatkowym jest klasa, do ktorej nalezy
. Funkcje przejscia definiujemy w nastepujacy sposob: dla zadanej klasy i litery konkatenujemy te
litere do dowolnego stowa z tej klasy i tworzymy przejscie do klasy, do ktérej nalezy wynik. Z pierw-
szego warunku z definicji L-kongruentnosci bedzie to poprawna funkcja. W ten sposéb stworzylismy
DFA.
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Zauwazmy, ze ) (s,w) jest klasa rownowaznosci, do ktorej nalezy w — dowdd indukeja po dlugosci
w, dla stowa pustego wszystko sie zgadza z definicji stanu poczatkowego. Dla w’' = wa wiemy z
zatozenia indukcyjnego, ze S(S,w) jest klasa, do ktorej nalezy w. Przejscie po literze a powoduje
przejscie do klasy wa, bo tak zdefiniowalismy 9.

Z tego mamy L (A) = L, bo A akceptuje doktadnie te stowa, ktérych klasy rownowaznosci zawieraja
siew L. O

5. Problemy decyzyjne 2025.02-24

Pomyst. Dla zadanej reprezentacji jezyka chcemy znalezé algorytmy, ktore stwierdzaja roézne rzeczy
o tym jezyku.

Uwaga. Rozwiazujac jakis problem decyzyjny dla jezyka regularnego najlepiej méwi¢ o postaci e-
NFA: NFA i DFA to jej szczegdlne przypadki, a wyrazenie regularne da sie liniowo przeksztalcié¢ do
e-NFA.

Definicja 27. Majac zadany jezyk L i stowo v problem MEMBERSHIP polega na stwierdzeniu, czy
v € L.

Twierdzenie 11. Dla jezykow regularnych problem MEMBERSHIP jest wielomianowy.

Dowdéd. Pamietamy zbiér stanéw osiggalnych dla kolejnych prefikséw stowa — zaczynamy od e-
dopetnionych stanéw poczatkowych, nastepnie przechodzimy kolejnymi literami do nastepnych sta-
néw (i bierzemy e-dopelnienia). Na koniec sprawdzamy, czy ktorys z ostatecznych stanow jest stanem
koricowym. Kazdy z tych krokéow dziata wielomianowo. O

| Definicja 28. Majac zadany jezyk L problem EMPTINESS polega na stwierdzeniu, czy L = ().

Twierdzenie 12. Dla jezykoéw regularnych problem EMPTINESS jest wielomianowy.

Dowéd. Wystarczy przej$é po krawedziach grafu automatu i sprawdzié, czy da sie dojsé ze standéw
poczatkowych do jakiegokolwiek stanu koncowego.

Dla wyrazenia regularnego mozna dzialaé¢ indukeyjnie: z bazowych wyrazen tylko 0 jest puste, a+ 3
jest puste jak oba sa puste, af jest puste jak ktores jest puste, a* nigdy nie jest puste. O

Definicja 29. Majac zadany jezyk L problem INFINITENESS polega na stwierdzeniu, czy |L| = Ny.

Twierdzenie 13. Dla jezykoéw regularnych problem INFINITENESS jest wielomianowy.

Dowdéd. Zauwazmy, ze jezyk jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie jego automatu
istnieje cykl (nie skladajacy sie z samych e-przej$é), do ktorego da sie dojsé ze stanu poczatkowego
i z ktorego da si¢ dojs¢ do stanu koricowego. Mozemy zatem usunaé¢ wszystkie nieosiggalne stany
(znajdujemy, np. BFS’em ze stanéw startowych), potem wszystkie stany, z ktérych nie da sie dojsé
do stanu koncowego i na koniec sprawdzi¢, czy w grafie istnieje odpowiedni cykl — jesli e-krawedzie
dostana wage 0 a pozostale —1, to algorytm Bellmana-Forda stwierdzi, czy istnieje ujemny cykl, a
tego szukamy.

Dla wyrazenia regularnego mozna dziala¢ indukcyjnie: aby jezyk byl nieskoniczony na pewno po-
trzebna jest gwiazdka Kleene’ego, ale mamy 0* = 11 1* = 1, zatem z przypadkéw bazowych tylko
a* jest nieskoniczony. Dla a 4+ 8 jedno musi by¢ nieskonczone, dla af jedno musi by¢ nieskonczone
a drugie niepuste, dla a® pod gwiazdka musi byé¢ co$ nieréwnego 0, 1. O

Definicja 30. Majac zadane jezyki L, Lo problem EQUIVALENCE polega na stwierdzeniu, czy L =
Lo.

Twierdzenie 14. Dla jezykéw regularnych problem EQUIVALENCE jest rozstrzygalny, a dla repre-
zentacji przez DFA jest do tego wielomianowy.
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Dowdd. Majac zadane DFA A;, As takie, ze L1 = L (A1), Ly = L (A3) mozna zauwazy¢é, ze

Zatem wystarczy skonstruowaé¢ dwa automaty dla dopelnienia i dwa dla przecie¢ (wszystko wie-
lomianowo za pomoca wczesniej wprowadzonych konstrukeji), a nastepnie sprawdzi¢ pusto$é obu
jezykow generowanych przez automaty przeciec.

Dla innych reprezentacji wystarczy przeksztalci¢ je na DFA (by¢ moze wykladniczo) i zastosowaé
ten algorytm. O

6. Gramatyki bezkontekstowe

Definicja 31. Gramatyka bezkontekstowa (CFG, context-free grammar) to krotka G = (N, X, P, S),
gdzie:

e N - skoriczony zbior zmiennych (nieterminale),
e ¥ - skoriczony alfabet (terminale),

e PC N x (NUYX)" - skoticzony zbiér produkeji,
e S & N - symbol startowy.

Notacja. Produkcje (s,w) bedziemy zapisywa¢ s — w. Kilka produkeji s — wi, s — wy mozemy
zapisaé lacznie: s — wy | wa.

*

Definicja 32. Forma zdaniowa to dowolne stowo z (N U X)

Definicja 33. Dla gramatyki bezkontekstowej G = (N, X, P, S) definiujemy relacje —¢ na formach
zdaniowych. Méwimy, ze o —¢ 8 (mozemy uzyska¢ 5 z o w jednym kroku), jesli

Elal,az,'ye(NUZ)* ElAeN (A,’y) e PANa= OélAOéQ A\ ,8 = Q17Y09,

czyli B powstaje z a przez zamiane nieterminala na forme zdaniowa zgodnie z jakas produkcja.

Przyktad. Jezyk palindroméw nad {0, 1} mozna zdefiniowaé rekurencyjnie: 0, 1, ¢ sg palindromami,
dla palindromu P palindromami sg 0P0, 1P1.

Mozna to wypowiedzie¢ w jezyku gramatyk bezkontekstowych: dla G = ({S},{0,1},P,S) do P
naleza produkcje S — ¢ |0 |11 S — 050 151.

Definicja 34. Przez —7, oznaczamy zwrotne i przechodnie domkniecie —¢, czyli a —% 3, jesli
mozemy uzyskaé 8 z a w pewnej liczbie krokoéw.

Definicja 35. Jezyk L (G) generowany przez gramatyke G = (N, X, P, S) to jezyk
L(G)={weX:5—;w}.

Ogolniej mozna zdefiniowaé
L(G,A)={weX: A= w}.

Takie jezyki nazywamy jezykami bezkontekstowymi (CFL).

Definicja 36. Wywod (derivation) w gramatyce G to ciag form zdaniowych «p, ..., a, takich, ze
Vicn 0 =G Qg1

I Uwaga. v € L (G) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wywod ay, - . ., ap, w G taki, ze ag = S'i o, = 0.
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Definicja 37. Wywod lewostronny «y, . . ., ay, to taki wywod, ze dla kazdego ¢ < n mamy
Q; = liABZ‘,

gdzie r € ¥*, A € N, B; € (NUX)". Przez A rozumiemy nieterminal, ktory jest zastepowany
w danym kroku wywodu. Zatem w wywodzie lewostronnym zawsze zamieniamy najbardziej lewy
nieterminal.

Definicja 38. Drzewo wywodu (parse tree) formy zdaniowej @ w gramatyce G = (N, X, P,S) to
ukorzenione drzewo z porzadkiem na dzieciach, w ktérym kazdy wierzchotek ma etykiete z N U X U
{e}. Etykieta korzenia to S. Jesli wierzcholek ma etykiete A i dzieci Xy,...,Xp, t0 A = X;... X,
jest produkcja w P. Wierzchotki o etykiecie € sg 1isémi i nie maja rodzenstwa. W wyniku konkatenacji
etykiet lisci otrzymujemy o.

Propozycja 6. Kazde drzewo wywodu mozna jednoznacznie przypisaé¢ do wywodu lewostronnego.

Dowdd. Majac zadane drzewo wywodu dla formy zdaniowej e mozna przej$é¢ po nim zgodnie z kolej-
noscia dzieci. W ten sposéb z symbolu startowego dostajemy «, a w kolejnych formach zdaniowych
zmienia si¢ najbardziej lewy nieterminal. Podobnie wywod lewostronny zadaje drzewo wywodu —
budujemy drzewo zgodnie z kolejnymi przejSciami w wywodzie. O

Definicja 39. Gramatyka jest jednoznaczna (unambiguous), jesli kazde stowo v € L (G) ma doktad-
nie jedno drzewo wywodu (wywdd lewostronny) w tej gramatyce.

Definicja 40. Jezyk bezkontekstowy jest wewnetrznie niejednoznaczny (inherently ambiguous), jesli
kazda generujaca go gramatyka jest niejednoznaczna.

Przyktad. Rozwazmy jezyk Lpar, nad {(,)} sktadajacy sie z poprawnych nawiasowan. Generuje
go gramatyka Gpar, = ({B},{(,)}, P, B), gdzie P zawiera B — ¢ | (B) | BB. Nie jest ona
jednoznaczna: dla stowa ()()() mamy wywody

B—=BB—=(B)B=()B—=()BB=()B)B=(00B=00B)—=000

B— BB —BBB— (B)BB— ()BB—=()(B) B=()()B—=00B)—=000-

Sam jezyk jest jednak jednoznaczny, o czym $wiadczy gramatyka Gpap, = ({S},{(,)}, P, S), gdzie
P zawiera S — S(95) | e.

7. Posta¢ normalna Chomsky’ego

Definicja 41. Mowimy, ze symbol X € N U X jest generujacy, jesli X —7 w dla pewnego w € ¥*.

Definicja 42. Moéwimy, ze symbol X € N U X jest osiggalny, jesli S —¢ aXf dla pewnych form
zdaniowych a, (.

Definicja 43. Mowimy, ze symbol X € N U X jest uzyteczny, jesli jest osiggalny i generujacy.
Twierdzenie 15. Niech G = (N, X, P, S) bedzie CFG, dla ktorej L(G) # (). Zdefiniujmy nowa

gramatyke G; = (Ny, X4, Pi, S) powstala w nastepujacy sposob.

1. Usuwamy z G wszystkie symbole niegenerujace i produkcje je zawierajace, otrzymujac grama-
tka GQ = (NQ, EQ,PQ, S)

2. W podobny sposéb usuwamy symbole nieosiagalne w Gs.
Gramatyka G nie zawiera symboli bezuzytecznych i jest L (G1) = L (G).

Dowdd. Niech X € Ny U X;. Wiemy, ze X —§ w dla pewnego w € E* (inaczej zostalby usuniety
w pierwszym kroku jako niegenerujacy). Wszystkie symbole uzyte w tym wywodzie rowniez s
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generujace, a wigc mamy X —¢,  w. Podobnie X nie zostal usunigty w drugim kroku, a wiec
S —¢, X dla pewnych form zdaniowych a, 3. Wszystkie symbole w tym wywodzie sa osiagalne,
a wigc S =5, aXf.

Kazdy symbol w aX 3 jest osiagalny i jest w No U Yo, a wigc a X —¢, rwy. Wszystkie symbole
w tym wywodzie sa osiagalne, a wigc rowniez w G zachodzi S —¢, aXpB —g, zwy , czyli X jest
uzyteczny. Zatem G1 nie ma bezuzytecznych symboli.

Oczywiscie mamy L (G1) C L (G), bo tylko usuwalismy symbole i produkcje. L (G) C L (G1) wynika
z tego, ze jesli S —§ w, to kazdy symbol w tym wywodzie jest uzyteczny, a wiec S =7 w. O

Przykfad. Usuwania symboli bezuzytecznych nie mozna wykona¢ w odwrotnej kolejnosci. Dla gra-
matyki z produkcjami S — AB|a, A — b wszystkie symbole sg osiagalne, a po usunieciu symboli
niegenerujacych dostajemy S — a, A — b. Widzimy, ze A, b sa bezuzyteczne.

Algorytm 2. Dla zadanej gramatyki G = (N, X, P,.S) mozna wyznaczy¢ symbole generujace dy-
namicznie: bazowo uznajemy za generujace symbole z ¥, potem przechodzimy po produkcjach i
uznajemy za generujace te nieterminale, dla ktoérych istnieje produkcja tworzaca forme zdaniowa
skladajaca sie tylko z symboli generujacych (w szczegdlnosci pusta). Powtarzamy takie przejscie
dopoki cos sie zmienia.

Symbole osiggalne wyznaczamy algorytmem podobnym do przejscia grafu: zaczynamy odwiedzajac
S, odwiedzamy wszystkie symbole, ktore da sie wyprodukowaé¢ z odwiedzonych symboli, powta-
rzamy, dopoki kolejne iteracje odwiedzaja nowe symbole.

Pierwszy z tych algorytmow dziata w czasie |X| + |P||N|, a drugi w |P||N UX|.

Definicja 44. Nieterminal A jest wymazujacy (nullable), jesli A —¢, €. Symbol a € ¥ zawsze jest
niewymazujacy.

Twierdzenie 16. Niech G = (N, X, P, S) bedzie CFG. Niech G' = (N', X, P/, S) bedzie gramatyka
otrzymana z G w nastepujacy sposob. Dla kazdej produkcji A — X;... X, w P do P’ naleza
wszystkie takie produkcje A — Y7 ...Y], ze Y7 ...Y] jest pewnym niepustym podciggiem Xj ... Xk,
ktory zawiera wszystkie symbole niewymazujace i pewne wymazujace.

Gramatyka G’ nie zawiera symboli wymazujacych i jest L (G') = L (G) \ {e}.
Dowéd. W P’ nie ma produkeji postaci A — ¢, a wiec nie ma symboli wymazujacych.

Zauwazmy, ze gramatyka G’ ,modeluje” symbole wymazujace poprzez dodanie wszystkich produk-
cji powstalych poprzez usuniecie dowolnego ich podzbioru z pewnej produkcji w P. Zatem jesli
S =& w, to dostajemy S — ¢ w przechodzac tymi produkcjami, dla ktérych odpowiednie symbole
wymazujace znikaja. Podobnie w druga strone — wystarczy wybieraé¢ produkcje, z ktérych powstaty
te uzyte. Formalny dowod przebiega indukcja po dtugosci wywodu. O

Algorytm 3. Nieterminale wymazujace tatwo wyznaczy¢ algorytmem dynamicznym: bazowo gene-
rujace sa takie A, ze A — ¢ jest produkcja, potem przechodzimy po produkcjach i uznajemy za
wymazujace te nieterminale, dla ktorych istnieje produkcja tworzaca forme zdaniows sktadajaca
sie tylko z nieterminali wymazujacych. Powtarzamy takie przej$cie dopoki cos sie zmienia. Taki
algorytm dziala w czasie |P||N|.

Definicja 45. Produkcje nazywamy jednostkowa, jesli jest postaci A — B dla A, B € N.

Twierdzenie 17. Niech G = (N, X, P, S) bedzie CFG. Niech G' = (N', X, P/, S) bedzie gramatyka
otrzymana z G w nastepujacy sposob. Rozwazmy zbior J = {(A,B) €EN?:A—-+Bec P} i do-
mknijmy go zwrotnie i przechodnio do J*. Nastepnie dla kazdego (A, B) € J* umieszczamy w P’
wszystkie produkcje A — «, gdzie B — « jest niejednostkowa produkcja w P.

Gramatyka G’ nie ma produkeji jednostkowych i jest L (G') = L (QG).
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Dowéd. Umieszczamy w P’ tylko produkcje niejednostkowe, a wiec nie ma zadnych jednostkowych.
Jezyki si¢ zgadzaja, bo wywody w G’ sg tylko skroconymi wywodami z G — wykonujemy produkcje
jednostkowe ,w miejscu” poprzez dodanie ich ciagéw jako osobnych produkc;ji. O

Whiosek. Dla kazdej CFG G generujacej co$§ wiecej niz ¢ istnieje CFG G taka, ze L(G1) =
L(G) \ {e} oraz G; nie zawiera produkeji jednostkowych, symboli wymazujacych oraz symboli
bezuzytecznych.

Dowdéd. Korzystajac z przedstawionych weze$niej metod mozemy usunaé symbole wymazujace, na-
stepnie usungé produkcje jednostkowe (co nie wprowadza nowych symboli wymazujacych), a nastep-
nie usuna¢ symbole bezuzyteczne (co tylko usuwa produkcje i symbole, wiec nie wprowadzi rzeczy
juz usunietych). O

Definicja 46. Gramatyka G = (N, X, P, S) jest w postaci normalnej Chomsky’ego (CNF), jesli kazda
produkcja jest postaci A — BC dla A,B,C € N lub A — a dla a € ¥. Do tego wszystkie symbole
sa uzyteczne.

Twierdzenie 18. Dla kazdej CFG G istnieje CFG G’ w postaci normalnej Chomsky’ego taka, ze
L(G)\{e} = L(G).

Dowéd. Jesli G generuje @) lub {e} to twierdzenie jest oczywiste. Dalej zaktadamy, ze G nie zawiera
produkcji jednostkowych, symboli wymazujacych oraz symboli bezuzytecznych i nie generuje €, czyli
kazda produkcja jest postaci A - a1 ...ap dlak>2ia; € XUN lub A - adlaa € X.

Jesli a; € ¥, to wprowadzamy nieterminal B; z produkcja B; — «;, a nastepnie zamieniamy
wszystkie wystapienia «; na B;. Teraz problemem sg tylko produkcje postaci A — By ... By dla

k > 3. Mozemy wprowadzi¢ nowe nieterminale Ci,...,Ck_o oraz produkcje C; — B;;1C;41 dla
i € [k — 3] oraz Cx_o — By_1By. Teraz wystarczy zastapié problematyczng produkcje przez A —
B, (. O

Algorytm 4 (Cocke, Younger, Kasami (CYK)). Majac zadana gramatyke G = (N, X, P, S) w CNF i
stlowo w € ¥* chcemy stwierdzi¢, czy w € L (G).

Robimy to dynamicznie: niech dpl¢, j] oznacza liste wszystkich nieterminali, ktore generuja podstowo
w ditugosci ¢ o poczatku w j. Baza jest ¢ = 1, do list wsadzamy nieterminale generujace dana
literke (latwo znalezé¢ z postaci Chomsky’ego). Nastepnie iterujemy sie po rosnacych i, obliczajac
kolejne listy — dzielimy interesujace nas podstowo na dwa podstowa (na wszystkie sposoby), znajac
nieterminale generujace pierwsze i drugie podstowo znajdujemy te nieterminale, ktére generuja takie
dwa nieterminale w odpowiedniej kolejnosci (znéw postaé Chomsky’ego).

Na koniec sprawdzamy, czy cale stowo jest generowane przez nieterminal startowy. Taki algorytm

dziata w czasie O <|P| \v|3).

8. Automaty ze stosem
2025-03-17

Definicja 47. Automat ze stosem (PDA — pushdown automaton) to krotka
P=(Q,%,I6,q,%,F),
gdzie:
e () — skoniczony zbiér stanow,
e Y — skoriczony alfabet,

e I' — skoriczony alfabet stosowy,

0:(Qx(XU{e}) xT') = P(Q x I'*) — skoniczona niedeterministyczna funkcja przejicia,

® gy € Q — stan startowy,
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o 7y € I' — stosowy symbol poczatkowy (sygnalizujacy pusty stos),
e [ C () — zbior stanoéw koricowych.

Taki automat dziala podobnie jak e-NFA, ale tym razem ma stos, na ktéry moze odkladaé rozne
wartosci, ktére potem sa z niego Sciggane i uczestnicza w podejmowaniu decyzji.

Przyktad. Zdefiniujemy PDA generujace jezyk parzystych palindroméw L = {wwR cw € {0, 1}*}
Ustalamy P = ({g0,41,¢2},{0,1},{0,1, Zo}, 9, qo, Zo, {q2}), gdzie § zawiera przejscia:
® 0(q0,0,Z0) = {(q0,020)}, 6 (q0,1, Zo) = {(qo,1Z9)} — przejscia poczatkowe

0 (q07070) = {(qO;OO)}7 5(‘]07 170) = {(q07 10)}7 5(610707 ]-) = {(CIO»OU}, 0 (q01 ]-, ]-) = {(q0u ]-1)}
— doktadanie liter na stos

5(QQ,€,Z0) = {(Q17ZO)}7 5(q058a0) = {(q170)}7 5((]0,5,1) = {(qlal)} - przejécie do drugiej

czesci stowa

0(q1,0,0) ={(q1,¢)}, 0 (q1,1,1) = {(q1, )} — Sciaganie liter, jesli sie zgadzaja

0(q1,8,2Z0) = {(g2, Zp)} — akceptacja stowa.

Taki automat mozna tez prezentowaé graficznie podobnie jak automaty skoriczone, ale trzeba dopi-
sywaé przy strzatkach jak wygladaja zmiany stosu.

Definicja 48. Opis chwilowy (konfiguracja) PDA to trojka (¢, w,~), gdzie ¢ to aktualny stan, w to
nieprzetworzona jeszcze czesS¢ stowa a 7y to wszystkie symbole na stosie (czytane od gory).

Definicja 49. Dla PDA P = (Q,%.T,0,qo, Zo, F) definiujemy Fp jako relacje przejscia miedzy
konfiguracjami, to znaczy

(Q7a'waXﬁ) l_P (pawaaﬁ) — (p,a) E(S(Q,G,X),

gdzie a € X U {e}, X €T a pozostate symbole maja typy wynikajace z definicji.

Definiujemy 7} jako zwrotne i przechodnie domkniecie -p.

Propozycja 7. Dla PDA P jesli (q,z,«) Fp (p,y, ), to rowniez (¢, zw, ay) Fo (p, yw, 57).
Dowéd. Zatozenie oznacza, ze konsumujac znaki z x i & mozemy doj$¢ do odpowiedniej konfiguracji.

Majac dotozone na ich koniec jakie§ znaki w i v mozemy zastosowaé te same przejécia, by otrzymad
odpowiednig konfiguracje. Te przejscia oczywiscie nie dotkng dotozonych znakow. O

Propozycja 8. Dla PDA P jesli (¢, 2w, o) F5 (p, yw, B), to rowniez (q,x,a) Fp (p,y, B).

Dowdd. Jesli w odpowiednich przej$ciach nie zaczeliémy konsumowaé w, to rownie dobrze mozna
je usunaé z naszego slowa. O

Definicja 50. Niech P = (Q, X, T, 4, qo, Zo, F') bedzie PDA. Jezykiem akceptowanym stanem korico-
wym tego PDA nazywamy jezyk L (P) = {w € ¥* : (qo,w, Zo) F5 (¢,€,a) Aq € F'}.

Definicja 51. Niech P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F') bedzie PDA. Jezykiem akceptowanym pustym stosem
tego PDA nazywamy jezyk N (P) = {w € ¥* : (qo,w, Zo) F} (gq,¢,¢)}.

Twierdzenie 19. Mamy L = L (P) dla pewnego PDA P wtedy i tylko wtedy, gdy L = N (Q) dla
pewnego PDA Q.

Dowéd. (=) Dla P = (Q, %,T, 9, po, Zo, F) niech Q@ = (Q U{go, 1}, %, T U{Xo},00, g0, Xo, F).
W 6o mamy takie same przejicia jak w d, a do tego ¢ (qo, €, Xo) = {(po, Z0X0)}, 00 (q1,¢,A) =
{(q1,¢)} dla kazdego A € ' U {Xo} oraz (q1,¢) € dq (pr,¢,A) dla kazdego A € T'i pr € F. Ten
automat po przejsciu do stanu akceptujacego oprézni stos i jednocze$nie dzieki symbolowi Xy nie
oprézni go w zaden inny sposob.
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( — ) Dla Q = (Qa E,F, 6; q0, ZO; F) deﬁniujemy P = (Q U {p()apl} ) Za rv {XO} ) 5P,P0,X07 {pl})
W dp mamy takie same przejscia jak w §, a do tego dp (po,e, Xo) = {(qo, ZoXo)} i (p1,€) €
dp (¢,e, Xo) dla kazdego ¢ € Q. W ten sposob nasz automat wlozy Zy na stos, zachowa sie dokltadnie
jak @ (czyli dokladnie stowa akceptowane przez @) skoricza ze stosem zawierajacym samo Xj), a
nastepnie przejdzie do stanu akceptujacego. U

Twierdzenie 20. Jezyk L jest bezkontekstowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest akceptowany przez
pewien automat ze stosem.

Dowéd. ( = ) Jezyk L jest generowany przez pewna gramatyke G’. Modyfikujemy ja do gramatyki
G = (N,%, P, S), w ktorej kazda produkcja jest postaci A - a dlaa € XU {e} lub A — By...B,
dla A, By,...,B, € N. Robimy to dodajac produkcje A — a dla kazdego terminala a i zastepujac
go w kazdej produkcji z G’ przez odpowiedni nieterminal. Wida¢, ze G akceptuje L. Konstruujemy
PDA P = ({¢q},%,N,0,q,S,{q}), ktore bedzie akceptowaé stosem pustym. Dla produkcji A — a
dodajemy (¢,e) € 6 (q,a,A), a dla produkcji A — Bj...B, dodajemy (¢, By ...By) € §(q,¢, A).
W ten sposob nasz stos okresla kolejne nieterminale, jakie mamy do dyspozycji.

Pokazemy, ze A —¢ w wtedy i tylko wtedy, gdy (¢, w,A4) F5 (g,¢,¢). Jesli A —¢ w, to teza
zachodzi z konstrukcji. Dla dluzszego wywodu mamy A —g Bi...B, = wi...w, dla w =
w1 . .. Wy. Z zalozenia indukcyjnego mamy (g, w;, B;) Fo (g, €,€), awiec (¢, w, By ... By) Fp (¢, ¢, ¢€).
Wraz z (q,w, A) Fp (q,w, By ... B,) daje to teze. W druga strone indukujemy sie po ilosci przejsé
automatu. Jesli (¢, w, A) Fp (g,¢,¢), to mamy A — w. Dla wiekszej ilodci przejsé jest (¢, w, A) Fp
(¢,w,B1...By) Fp (q,¢,¢). Istnieje podzial w = wy ... w, taki, ze (¢, w;, B;) Fp (¢,€,€). Zatem z
zaltozenia indukcyjnego B; ... B, = w1 ... wy, co konczy dowdd.

(<= ) Niech P = (Q,%,T,0, q0, Zo, F') bedzie PDA akceptujacym L stosem pustym. Skonstruujemy
odpowiednig gramatyke G. Beda do niej naleze¢ stan startowy S oraz stany postaci N,x, dla
kazdych p,q € Q oraz X € I'. Do tego dla kazdego stanu p € Q mamy produkcje S — Ny z,p Oraz
jesli (r, Y1 ...Y%) € 6 (q, a, X), to dla kazdej k-elementowej listy stanéw 7 ... rg tworzymy produkcje
NQXT’k — CL]\[Tyln]\[ner,2 . NTk71Yk-7’k' Jesli (T, 5) €0 (q, a,X), to Nqu — Q.

Pokazemy, ze Nyxp, —¢& w wtedy i tylko wtedy, gdy (¢,w,X) Fp (p,e,€). To w szczegolnosci
da nam teze. Jesli (q,w,X) Fp (p,e,e) (w jednym kroku), to mamy N,x, —¢ w. Jesli liczba
krokow automatu jest wicksza niz jeden, to mamy (¢, w,X) Fp (ro,v,Y1...Y%) F5 (p,e,¢) dla
w = qv 1 istnieje podzial v = vy ... vy i stany rq, ..., 7y takie, ze 1, = p, (ric1,vi ... 0%, Yi. . . Yi) Fp
(ri,Vig1 -+ U, Yigr ... Yy), czyli (rio1,v3,Y;) B (ri,e,e). Zatem w G mamy wywod Nyxp, —a
alNrovir - Ney_ 1 vip =& QUL ... Vg

Podobnie jesli mamy N,x, —¢ w, to mamy (p,e) € 0 (¢, w,X). Dla dluzszego wywodu mamy
Noxp =c aNrovir, -+ Nep 1 Vier, — 6 W dlarg, = p. Mozemy zapisa¢ w = avy ... vy dla Ny, v, =6
v;. Z zalozenia indukcyjnego (r;—1,v;,Y;) Fp (74,¢,€), a wiec (ro,v1...k, Y1 ... Ye) Fp (75, €, €).
Jednoczesnie mamy (q,w, X) Fp (ro,v1 ... vk, Y1 ... Yy), co koriczy dowdd. O

9. Jezyki bezkontekstowe
2025-03-23

Propozycja 9. Niech G bedzie gramatyka bezkontekstows w postaci normalnej Chomsky’ego. Jesli
w drzewie wywodu stowa w kazda $ciezka ma dtugosé co najwyzej n, to zachodzi |w| < 271

Dowéd. Dowod indukecja po diugosci najdiuzszej Sciezki w drzewie. Jesli ma ona dlugosé 1, to
drzewo sktada sie z korzenia i jego jednego dziecka etykietowanego terminalem, mamy |w| = 1. Jesli
jest dtuzsza, to korzen ma doktadnie dwojke dzieci (bo G jest w CNF). Oba poddrzewa ukorzenione
w tych dzieciach maja dlugosé najdtuzszej $ciezki co najwyzej n—1, a wiec z zalozenia indukcyjnego
mamy |w| < 2772 4272 = 2n- 1, O

Lemat 4 (O pompowaniu). Niech L bedzie jezykiem bezkontekstowym. Wtedy istnieje takie n €
N, ze dla kazdego z € L z |z| > n istnieje posta¢ z = wvwzy taka, ze |vwz| < n, |vz| > 11
Vien uwvtwzly € L.

Dowdd. Zalézmy, ze gramatyka G = (V, X, P,S) jezyka L jest w CNF (dla jezykow 0, {e} teza
oczywiscie zachodzi, a pozostale jezyki maja taka gramatyke). Wybieramy n = 2™, gdzie m = |V|.
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Wtedy w drzewie wywodu slowa z istnieje §ciezka dlugosci co najmniej m + 1, a wiec pewien
nieterminal wystepuje na niej co najmniej dwa razy. Niech A bedzie pierwszym powtarzajacym sie
nieterminalem (patrzac od dolu $ciezki).

S

—_—

v w x

Rysunek 3: Drzewo rozwazanego stowa.

Niech w bedzie czescig stowa generowang przez dolne wystapienie A. Niech vwa bedzie czescia stowa
generowang przez gorne wystapienie A, a uvway calym stowem. Mamy |vwz| < n, bo inaczej A
nie bylby pierwszym powtarzajacym sie nieterminalem ($ciezka bylaby za dluga). Do tego va # ¢
— gorne wystapienie A ma dwojke dzieci, z ktorych co najmniej jedno nie jest dolnym A i generuje
jakies litery. Zauwazmy, ze poddrzewo dolnego A mozna zastgpi¢ poddrzewem gornego A i mozna
to zrobi¢ dowolna liczbe razy (lub zastapi¢ poddrzewo gornego A poddrzewem dolnego A), a wiec
wlwz'y € L dla kazdego i, bo ma odpowiednie drzewo wywodu. O

Twierdzenie 21. Jezyk
L ={a"b"c" :n € N}

nie jest bezkontekstowy.

Dowdéd. Niech n bedzie stala z lematu o pompowaniu. Rozwazmy stowo a™b™¢" i zat6zmy nie wprost,
ze ma ono posta¢ uvwaxy jak w lemacie o pompowaniu. Jesli vwx = aP, to do jezyka bedzie nalezeé
stowo uwy = a™~1"#1b" ¢ — sprzecznosé. Podobnie, gdy vwz sklada sie w catosci z dwoch pozostatych
liter. Jesli vwz = aPb?, to do jezyka bedzie nalezeé¢ stowo a™~!b"~*¢" dla pewnych [, k. Podobnie
dla kombinacji bc?. Ograniczenie na wielko$¢ vwa powoduje, ze sa to wszystkie mozliwosci. O

Lemat 5 (Ogdena). Niech L bedzie jezykiem bezkontekstowym. Wtedy istnieje takie n € N, ze dla
kazdego z € L jesli wyréznimy w z co najmniej n pozycji, to istnieje posta¢ z = uwvwzy taka, ze vwz
zawiera co najwyzej n wyréznionych pozycji, vx zawiera co najmniej jedna i V;eny uv'wa'y € L.

Dowdd. Zalézmy, ze gramatyka G = (V, X, P,S) jezyka L jest w CNF (dla jezykow 0, {e} teza
oczywiscie zachodzi, a pozostale jezyki maja taka gramatyke). Wybieramy n = 2" +! gdzie m =
|V|. Rozwazmy pewne drzewo wywodu stowa z. Wezel drzewa bedziemy nazywaé rozwidleniem,
jesli oba jego dzieci generuja niezerowa liczbe wyréznionych pozycji. Skonstruujemy $ciezke od
korzenia do liScia w drzewie z co najmniej m + 1 rozwidleniami. Robimy to w nastepujacy sposob:
zaczynamy z korzenia i jesli aktualny wierzchotek nie jest rozwidleniem, to idziemy do jedynego
dziecka generujacego wyroznione pozycje, a w przeciwnym wypadku idziemy do tego dziecka, ktore
generuje ich wiecej. W pierwszym wypadku liczba wyr6znionych pozycji w poddrzewie aktualnego
wierzchotka nie zmienia sie, a w drugim maleje co najwyzej dwukrotnie. Zatem na drodze do liscia
musimy napotkaé¢ co najmniej m + 1 rozwidlen.

Dalej postepujemy jak w dowodzie lematu o pompowaniu: pewien nieterminal wystepuje wérod
rozwidlen na naszej Sciezce co najmniej dwa razy. Niech A bedzie pierwszym powtarzajacym sie
nieterminalem (patrzac od dotu $ciezki). Niech w bedzie cze$cia stowa generowana przez dolne
wystapienie A. Niech vwx bedzie czescia stowa generowang przez géorne wystapienie A, a uvwzry
calym stowem. vwz ma co najwyzej n wyroéznionych pozycji, bo inaczej A nie bylby pierwszym
powtarzajacym sie nieterminalem ($ciezka byltaby za dluga). Do tego vz zawiera wyr6zniong pozycje
— gorne wystapienie A ma dwdjke dzieci generujacych wyrdznione pozycje, z ktérych co najmniej
jedno nie jest dolnym A. Zauwazmy, ze poddrzewo dolnego A mozna zastgpi¢ poddrzewem gornego
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A i mozna to zrobi¢ dowolna liczbe razy (lub zastapi¢ poddrzewo gornego A poddrzewem dolnego
A), a wiec uwv'wz'y € L dla kazdego i, bo ma odpowiednie drzewo wywodu. O

Propozycja 10. Jezyki bezkontekstowe sg zamkniete na sume, konkatenacje i gwiazdke Kleene’ego,
ale nie na przeciecie i dopelnienie.

Dowdd. Majac dwa jezyki bezkontekstowe Li, Ly o gramatykach G1,Gs tworzymy nows grama-
tyke G. Niech S, 51,52 beda symbolami startowymi odpowiednio G, G1, G2. W G mamy wszystkie
produkcje z G1, Gy (zakladamy, ze maja rozlaczne zbiory nieterminali), a do tego:

e jesli checemy L (G) = Ly U Lo, to ustalamy S — S; | Sa.
e jesli chcemy L (G) = Ly Loy, to ustalamy S — S1.55.
Jesli chcemy L (G) = L3, to mozemy ustali¢ S — S5 | €.

Jezyk Ly = {a"b"c" : n,k € N} jest bezkontekstowy jako konkatenacja jezykéw {a™b" :n € N} i
{ck 1k e N}. Podobnie jezyk Lo, = {akb"c" :n, k€ N} jest bezkontekstowy. Mamy L; N Ly =
{a"b"c™ : n € N}, co nie jest bezkontekstowe. Zatem jezyki bezkontekstowe nie sa zamkniete na
przeciecie. Z zamkniecia na dopenienie i réwnosci Ly N Ly = L; U Ly wynikaloby zamkniecie na
przeciecie. Zatem jezyki bezkontekstowe nie sa zamkniete na dopelnienie. O

Twierdzenie 22. Dla gramatyk bezkontekstowych problem MEMBERSHIP jest wielomianowy.

Dowéd. Wystarczy zastosowaé algorytm CYK. O

Twierdzenie 23. Dla gramatyk bezkontekstowych problem EMPTINESS jest wielomianowy.

Dowdéd. Umiemy wyznaczy¢ symbole niegenerujgce w gramatyce. Wystarczy sprawdzic, czy symbol
startowy jest generujacy. O

Twierdzenie 24. Dla gramatyk bezkontekstowych problem INFINITENESS jest wielomianowy.

Dowéd. Przeksztalcamy gramatyke do CNF. Nastepnie szukamy cyklu w grafie produkeji (grafie
skierowanym na nieterminalach, w ktorym mamy krawedz, jesli mozna wyprodukowaé wyrazenie
zawierajace dany nieterminal z innego nieterminala). Jesli taki cykl istnieje, to mozna przechodzi¢
po nim dowolnie duzo razy, generujac za kazdym razem nowe stowa (brak produkeji jednostkowych
i wymazujacych gwarantuje powstawanie nowych liter). Jesli nie ma takiego cyklu, to maksymalna
dtugosé wywodu jest ograniczona, zatem dtugo$é wyprodukowanego stowa réwniez jest ograniczona.
To implikuje skoniczonosé jezyka. O

10. Maszyny Turinga

2025-04-30
Definicja 52. Maszyna Turinga (Turing Machine) to krotka

M = (QazvraéaQO7B7F)7

gdzie:
e () — skoniczony zbior stanow,
e 3 — skoniczony alfabet,
e I' D ¥ — skoriczony alfabet tasmowy,
e §:(Q@xTI)— (QxT x{-1,1}) - czesciowa funkcja przejscia,
® gy € Q — stan startowy,
e BeTl\X - blank,

F C @ — zbior stanow akceptujacych.
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Maszyna Turinga sktada sie z tasmy o nieskoriczenie wielu polach rozciagajacej sie w nieskoriczonosé
w obie strony. Poczatkowo na tasmie zapisane jest stowo poczatkowe (w pozostatych polach sa blanki
B), a glowica maszyny patrzy na pierwsza litere stowa. Glowica bedzie sie przesuwaé¢ w prawo lub
lewo i nadpisywaé¢ symbole na tasmie oraz zmieniaé¢ stany.

Pomyst. W 1933 Godel i Herbrand wprowadzili funkcje p-rekurencyjne. W 1936 Church wprowadzit
A rachunek. Turing z kolei wprowadzil maszyny Turinga. Te modele obliczen sa sobie nawzajem
réwnowazne, co sugeruje, ze nie istnieje mocniejszy od nich model obliczen.

Twierdzenie 25 (Teza Churcha 1936). Funkcja (czeSciowa) N — N jest obliczalna przez cztowieka
wykonujacego pewien algorytm przy uzyciu nieograniczonych zasobéw wtedy i tylko wtedy, gdy jest
obliczalna przez maszyne Turinga.

Twierdzenie 26 (Church, Turing). Funkcja jest obliczalna przez maszyne Turinga wtedy i tylko
wtedy, gdy jest p-obliczalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest A-obliczalna.

Definicja 53. Konfiguracja (opis chwilowy) maszyny Turinga to ciag postaci X; ... X;_1¢X; ... X,
gdzie X € I''i g € . Odpowiada on sytuacji, w ktorej maszyna jest w stanie g i odwiedzita kiedy$
(by¢ moze zmienilta) pola od X; do X,, (pozostale to blanki), a aktualnie znajduje sie na polu Xj.

Definicja 54. Dla Maszyny Turinga M = (Q, %, T, 0, qo, B, F') definiujemy Fj; jako relacje przejscia
miedzy konfiguracjami, w ktérej mamy:
] éI‘OdkOWy ruch w lewo X1 000 Xi—qui 000 Xn FM X1 000 Xi_Qle'_ly PN Xn, Jeéll 0 (q,Xl) =
(p,Y,—1)dlai > 1.

e lewy ruch w lewo ¢X; ... X,, by pBY ... X, jesli 6 (¢, X1) = (p, Y, —1).

° éI‘OdkOWy ruch w prawo X1 o Xi—qui < ole Xn l_M X1 505 Xi_1YpXi+1 S X’ru Jeéh ) (q, Xz) =
(p,Y,1) dlai <n.

e prawy ruch w prawo Xi...¢X, by X1... X, 1Y DB, jesli 0 (¢, X,) = (p, Y, 1).

Przez -}, oznaczamy zwrotne i przechodnie domkniecie ;.

Definicja 55. Konfiguracja poczatkowa maszyny Turinga M to qow. Jezyk akceptowany przez nig
to
L(M)={weX :quki agrBNa,B €T* qr € F}.

Definicja 56. Mowimy, ze jezyk jest rekurencyjnie przeliczalny, jesli jest akceptowany przez pewna
maszyne Turinga. Zbior takich jezykow oznaczamy RE.

Definicja 57. Maszyna Turinga M ma wtasno$é stopu, jesli zatrzymuje sie¢ na kazdym wejsciu w.
Zatrzymanie si¢ polega na tym, ze znajdziemy sie w konfiguracji, dla ktoérej funkcja przejscia  nie
jest zdefiniowana. Mozemy zalozy¢, ze maszyna Turinga z wlasnoscig stopu ma taki stan akceptujacy
Qace 1 nieakceptujacy grej, ze dla zadnego symbolu na tasmie J nie jest dla nich zdefiniowana i
sa to jedyne takie stany. Do tego dla kazdej Maszyny Turinga mozna zalozyé¢, ze ma jeden stan
akceptujacy, na ktoérym sie zatrzymuje.

Definicja 58. Mowimy, ze L C ¥* jest rekurencyjny, jesli istnieje maszyna Turinga M z wlasnoscia
stopu taka, ze L = L (M). Takie jezyki nazywamy tez rozstrzygalnymi, a ich zbior oznaczamy R.

Definicja 59. k-tasmowa maszyna Turinga to maszyna Turinga, w ktorej funkcja przejscia ma sy-
gnature ¢ : (Q X Fk) — (Q x Tk x {~1, 1}k). Oznacza to, ze mamy k tasm, na kazdej piszemy i

chodzimy niezaleznie.

Twierdzenie 27. Dla kazdego k > 1 jezyk L jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy
L = L (My,) dla pewnej k-tasmowej maszyny Turinga My = (Q, X, T, 0k, qo, B, F).
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Dowdd. ( = ) Oczywiste, mozna nie uzywaé¢ innych tasm niz pierwsza.

( <) Zdefiniujemy maszyne Turinga M, ktora bedzie symulowaé¢ Mj,. Jej symbolami tasmowymi
beda 2k-krotki, w ktorych na parzystych indeksach sa symbole tasmowe z My, a na nieparzystych
liczby O lub 1. Parzyste indeksy beda oznaczaly, co znajduje sie na danej tasmie w maszynie k-
tasmowej, a indeksy nieparzyste, czy M} aktualnie patrzy na to pole. Blankiem jest krotka postaci
(B,0...,B,0). Na poczatku w tasmie bedzie stowo (niebedace krotka). M zaczyna dziatanie od
zamienienia liter na odpowiednie krotki, to znaczy dla stowa wyws . .. w, zamienia kolejne litery na
(w1,1,B,1,...,B,1), (we,0,B,0,...,B,0) i tak az do (wy,0, ..., B,0). Mozna to zrobié¢ definiujac
stan, ktory zamieni wy na odpowiednia krotke i przejdzie w prawo zmieniajac sie w inny stan. On
bedzie zamienial litery w; na odpowiednie krotki i pozostawal w tym samym stanie. Po dojsciu do
blanka zostanie zmieniony stan. On bedzie szedl w lewo az do napotkania blanka. Wtedy p6jdzie w
prawo i przejdzie do stanu, ktéry zacznie wykonanie dalszej cze$ci programu.

M bedzie symulowaé jeden krok M} za pomoca sekwencji krokow. Sekwencja zaczyna sie w stanie
5q, gdzie ¢ € @ jest stanem, w ktérym M}, jest przed symulowanym krokiem. M przesuwa sie w
prawo i jesli widzi, ze ktoras taséma M), patrzy na dany symbol, to odnotowuje to, zmieniajac swoj
stan. Ostatecznie bedziemy na prawo od wszystkich ogladanych przez Mj symboli i bedziemy w
stanie sq q,,...,a;, gdzie a1, ..., a; to ogladane symbole. Wtedy wracamy w lewo i przechodzimy do
stanu Spp, .. by.di,....de takiego, ze dx (¢, a1,...,ax) = (p,b1,..., bk, d1,...,d;). Bedziemy szli w w
lewo 1 jesli napotkamy ogladane symbole, to zastepujemy je zgodnie z funkcja przejscia (a; na b;),
a nastepnie zmieniamy to, ktore pole jest ogladane zgodnie z wartoscia d; (jesli d; = 1, to cofamy
sie w prawo). To, ktore tasmy zostaly nam do zmienienia i czy powinnisémy uznaé¢ ktorys symbol w
aktualnej krotce za ogladany trzymamy w stanie, w ktérym jestesmy. Ostatecznie znajdziemy sie
na lewo od wszystkich ogladanych przez M, pol i bedziemy w stanie s, z ktérego zaczynamy nowa
iteracje.

Uznajemy za akceptujace takie stany s,, ze ¢ € F. Wtedy nasza maszyna znajdzie si¢ w stanie
akceptujacym doktadnie wtedy, gdy znajdzie sie w nim Mj. O

Definicja 60. Niedeterministyczna maszyna Turinga to maszyna Turinga, w ktorej funkcja przejscia
zostala zastapiona relacja przejscia.

Twierdzenie 28. Jezyk L jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy L = L (My) dla
pewnej niedeterministycznej maszyny Turinga My

Dowéd. ( = ) Oczywiste.

( <) Skonstruujemy 3-tasmowa maszyne Turinga M. Na pierwszej tasmie bedzie ona miata stowo
wejsciowe w, na drugiej bedzie trzymata kolejke konfiguracji My, ktore bedzie po kolei rozpatrywacé,
a trzecia tasma bedzie tasma robocza. Na poczatku M przechodzi po stowie w i zapisuje odpowia-
dajaca mu konfiguracje (czyli tez stan) na drugiej tasmie. Nastepnie zaczyna sie wlasciwa praca
maszyny. Na drugiej tasmie maszyna ma ciag (kolejke) konfiguracji My . Poczatkowo jest tam tylko
jedna konfiguracja. Konfiguracje sa oddzielone specjalnymi znakami. Maszyna patrzy na poczatek
aktualnej konfiguracji. Przechodzi przez nia (od lewej do prawej) i zapisuje ja na trzeciej tasmie.
Przy okazji zapisuje w swoim stanie informacje o tym, w jakim stanie jest rozwazana konfiguracja
i na jaki znak patrzy.

W tej chwili M zna skoriczona liczbe konfiguracji, do ktérych moze przejsé My . Jesli istnieje przej-
Scie do stanu akceptujacego, to M akceptuje i koniczy wykonanie. W przeciwnym wypadku rozwaza
wszystkie (skoriczenie wiele) przejscia, jakie moze zrobi¢ My i zapisuje wynikajaca z nich konfi-
guracje na konicu kolejki — przechodzi po konfiguracji zapisanej na trzeciej tasmie i przepisuje ja z
odpowiednig zmiana. Nastepnie wraca na tasmie bedacej kolejka do wtasnie rozwazonej konfiguracji
(przy okazji czysci ostatnia tasme) i przechodzi do nastepnej, oznaczajac poprzednig konfiguracje
jako rozwazong (inny specjalny znak pomiedzy konfiguracjami).

Jesli My akceptuje jakies stowo, to w zwiazku z istnieniem ciagu skoiiczenie wielu krokéw. Zatem
M rozwazajac kolejne kroki w koricu znajdzie sie na koricu odpowiedniego ich ciggu. O
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11. Rozstrzygalnosé 2025-05-11

Uwaga. Istnieja jezyki, ktore nie sa rekurencyjnie przeliczalne. Wynika to z faktu, ze jezykow jest
continuum, a Maszyn Turinga przeliczalnie wiele.

Definicja 61. Kodowaniem Maszyny Turinga M = (Q,{0,1},T',4, ¢1, B, F') nazywamy stowo, ktore
koduje jego funkcje przejscia . Powstaje ono w nastepujacy sposob: ustalamy porzadek na stanach
Q={q,--.,qr}, symbolach T' = {X;,..., X, } oraz oznaczamy —11 1 jako D; i D5. Do tego zakla-
damy, ze ¢ jest stanem startowym, ¢» jedynym stanem akceptujacym, X; =0, Xo =11 X3 = B.
Kodujemy krotke (gi, X;, g, X¢, Dt) € 0 jako 010710%10¢10¢. Cata Maszyne Turinga kodujemy jako
C111C511 ... 11C5, gdzie Cy, .. ., Cy sa kodowaniami wszystkich krotek w ¢ (w dowolnej kolejnosci).

Uwaga. Zauwazmy, ze istnieje wiele stow, ktére odpowiadaja tej samej Maszynie Turinga. Istnieja
tez stowa, ktore nie sa poprawnym kodowaniem zadnej Maszyny Turinga (np. stowa koriczace sie na
1). Takim stowom mozemy przypisa¢ Maszyne Turinga z jednym stanem, ktory jest nieakceptujacy.
Z ten spos6b mozemy zatozyé, ze kazde stowo odpowiada pewnej Maszynie Turinga.

Definicja 62. Na stowach u,v € {0,1}" definiujemy porzadek liniowy
uxv <= (Jul <|v|V (Jul = |v| Au <jex v)),
w ktorym najpierw porownujmy stowa po dhugosci, a potem leksykograficznie. Przez wq, ws, . . . rozu-

miemy liste wszystkich stow wypisanych w tym porzadku, a przez My, M, ... liste odpowiadajacych
im Maszyn Turinga.

Definicja 63. Jezykiem przekatniowym nazywamy jezyk Lq = {w; : w; ¢ L (M;)}.

Lemat 6. Jezyk przekatniowy nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdd. Zatézmy, nie wprost, ze Ly = L (M) dla pewnej Maszyny Turinga M. Mamy M = M; dla
pewnego i. Zatem w; € L (M) <= w; ¢ L (M;) — sprzecznoéé, bo M = M. O

Propozycja 11. Jezyki rekurencyjne sa zamkniete na branie dopetnienia. To znaczy, ze jesli L € R,
to réwniez L € R.

Dowdd. Majac Maszyne Turinga z wlasnoscia stopu dla L mozna zamieni¢ miejscami jej stan ak-
ceptujacy gacc 1 0drzucajacy grej-. O

Whiosek. Dla Ly = {w; : w; € L (M;)} zachodzi L, ¢ R.
Dowéd. Gdyby byto inaczej, to mielibysmy Ly € R. O

Lemat 7. Jesli L, L € RE, to zachodzi L, L € R.

Dowdd. Jesli L = L (M) i L = L (M) dla pewnych Maszyn Turinga M, M, to mozemy symulowaé
ich dziatanie réwnolegle. Na jednej tagmie trzymamy stan M, a na drugiej M i wykonujemy ich kroki
na zmiane. W koncu jedna z tych maszyn zaakceptuje i na podstawie tego bedziemy wiedzieé¢, czy
odrzucié¢, czy zaakceptowaé. Tak skonstruowana Maszyna Turinga zatrzyma sie na kazdym wejsciu,
a wiec ma wtasnosé stopu. O

Uwaga. Z tego wynika, ze RE nie jest zamkniete na branie dopelnieri, bo, jak pokazemy zaraz,
istnieja jezyki nalezace do RE \ R.

Definicja 64. Jezykiem uniwersalnym nazywamy jezyk L, = {(M;,w;) : w; € L (M;)}, gdzie Ma-
szyna Turinga M; i stowo w; sg zakodowane, np. standardowym kodowaniem Maszyny Turinga,
ktore jest oddzielone od slowa za pomoca 111 — taki ciag nie wystepuje w kodowaniu maszyny.
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Lemat 8. Zachodzi L, € RE.

Dowdéd. Skonstruujemy tak zwana Uniwersalng Maszyne Turinga, to znaczy Maszyne Turinga U,
ktora symuluje dang jej maszyne¢ M; na zadanym slowie w;. Bedzie to maszyna 4-ta§mowa. Na
pierwszej tasmie jest wejscie, na drugiej tasma M; (symbol tasmowy reprezentujemy odpowiednia
ilodcia zer, ktore sa oddzielane jedynkami, podwéjna jedynka oznacza, ze na nastepny symbol patrzy
glowica), na trzeciej stan M; (zakodowany tak samo), a czwarta bedzie stuzy¢ do naszych obliczen.

Na poczatku sprawdzamy, czy M; jest poprawnym kodowaniem Maszyny Turinga (w przeciwnym
wypadku mozemy od razu odrzucié¢). Nastepnie przepisujemy w; na druga tasme (w odpowiednim
kodowaniu), a na trzeciej tasmie piszemy 0 (stan startowy). Nastepnie symulujemy ruch M; —
znajdujemy na pierwszej tasmie przejscie dla aktualnego stanu i aktualizujemy zapisany stan na
trzeciej tasmie i stan tasmy M; na drugiej tasmie (czesto bedzie to wymagalo przesuwania calego
zakodowanego napisu — do tego mozemy wykorzysta¢ ostatnig tasme, traktujac ja jako pamieé
podreczna). Akceptujemy lub odrzucamy doktadnie wtedy, gdy symulowana maszyna to zrobi. [

Lemat 9. Zachodzi L,, ¢ R.

Dowéd. Jesli L, jest rekurencyjny, to L, réwniez. Zakladamy nie wprost, ze istnieje maszyna M,
ktora rozpoznaje L, . Za jej pomoca skonstruujemy maszyne dla jezyka Lg, co da sprzecznosé.

Majac w; na wejsciu chcemy zaakceptowac, jesli w; ¢ L (M;). Zapisujemy na tasmie w;111w; — jest
to kodowanie maszyny M; i stowa w; dla maszyny rozpoznajacej L,. Dalej podazamy za regutami
ustalonymi przez przejscia maszyny M,,. Zaakceptujemy doktadnie wtedy, gdy w; ¢ L (M;), a wiec
bedziemy akceptowaé jezyk Ly — sprzeczno$é. O

Definicja 65. Mowimy, ze jezyk Ly C X* redukuje sie do jezyka Ly C ¥* (co oznaczamy Ly < Ls),
jesli istnieje algorytm (Maszyna Turinga z wlasnoscia stopu), ktory dla = € ¥* oblicza f (x) € X'
takie, ze x € L1 < f(x) € Ls.

Lemat 10. Niech Ly, Ly C ¥* beda takie, ze Ly < Lo. Jesli Ly jest nierozstrzygalny, to Lo tez jest
nierozstrzygalny. Podobnie jesli L; nie jest rekurencyjnie przeliczalny, to Lo tez nie jest.

Dowdd. Zatozmy, ze Lo jest rozstrzygalny, a L nie. Istnieje maszyna M, obliczajaca dla wejscia x
funkcje f (x) taka, ze x € Ly <= f (x) € Lo. Z zalozenia istnieje Maszyna Turinga M; z wlasnoscia
stopu dla Ly. Mozemy przeksztalcié wejscie « na f (z) za pomoca M,., a nastepnie zasymulowaé M;
i zwrocié taka odpowiedz, jak ona. W ten sposob skonstruowaliémy Maszyne Turinga dla jezyka L,
— sprzecznoscé.

Identyczny dowod dziata w przypadku rekurencyjnej przeliczalnosei, tylko maszyna wyjsciowa (i
M;) nie ma wlasnosci stopu. O

Definicja 66. Wlasnoscig jezykow rekurencyjnie przeliczalnych nazywamy pewien podzbior jezykow
rekurencyjnie przeliczalnych (np. wlasnosé bycia jezykiem regularnym, wlasnosé bycia jezykiem pu-
stym). Wtasnos¢ jest nietrywialna, jesli jest niepusta i niepelna. Kodowaniem (jezykiem) wlasnosci
P nazywamy jezyk Lp = {M : L (M) € P}.

Twierdzenie 29 (Rice). Niech P bedzie nietrywialna wtasnoscia jezykow rekurencyjnie przeliczal-
nych. Wtedy Lp jest nierozstrzygalny.

Dowéd. Zalozmy, ze § ¢ P. Z nietrywialnosci P istnieje L € P, ktory jest akceptowany przez
Maszyne Turinga M;. Zredukujemy jezyk uniwersalny L, do Lp, co udowodni, ze Lp nie jest
rozstrzygalny.

Dla wejscia (M;,w;) chcemy stwierdzi¢, czy w; € L (M;). Konstruujemy maszyne Myy, ., ktora po
wezytaniu wejcia x ignoruje je, zapisuje na tasmie w; a nastepnie uruchamia M; na tym stowie.
Jedli M; akceptuje w;, to uruchamia M; na x i akceptuje wtedy, kiedy ona.

Jesli (M;,w;) € Ly, to M; akceptuje w;, a wiec L (Mg, w,) = L(M;) = L, czyli My, 0, € Lp.
Jesli natomiast (M;, w;) ¢ Ly, to M; nie akceptuje w;, a wiec L (MMi,wj) =0¢7P.

Zatem (M;,w;) € L, <= My, w, € Lp, czyli redukcja jest zakoriczona. Pozostaje rozwazyc
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przypadek () € P. Wtedy P jest nietrywialna wlasnoscia, dla ktérej mozna powtérzyé powyzszy
dowdd. P jest nierozstrzygalny, a wiec P réwniez. O

Whiosek. Nierozstrzygalne sa np. wlasnosci bycia jezykiem pustym, niepustym, regularnym, bez-
kontekstowym.

Twierdzenie 30. Problem INTERSECTION-NON-EMPTINESS dla CFG polega na stwierdzeniu, czy dla
gramatyk bezkontekstowych Gy, G zachodzi L (G1)NL (G2) # 0. Ten problem jest nierozstrzygalny.

Dowéd. Oznaczmy L,. = {M : L (M) # (}. Z twierdzenia Rice’a ten jezyk jest nierozstrzygalny.
Wskazemy redukcje L, < INTERSECTION-NON-EMPTINESS, co zakoiiczy dowod. Dla Maszyny
Turinga M = (Q,X%,T,4,qo, B, F) znajdziemy takie dwie gramatyki bezkontekstowe Gi,Ga, ze
zachodzi L (M) # 0 < L(G1)NL(Gy) # 0.

Obliczeniem Maszyny Turinga nazywamy ciag konfiguracji wg by wy Fas - .. Far wop—1 (wag), gdzie
wy jest konfiguracja startowa. Obliczenie jest akceptujace, jesli konfiguracja wor—1 (wey) jest w sta-
nie akceptujacym. Przez accept (M) oznaczamy zbioér obliczen akceptujacych. Obliczenie bedziemy
kodowaé jako stowo wo#w{%#wg#w?#...#w%_l (way) #. Skonstruujemy dwie gramatyki tak,
ze przeciecie ich jezykéw bedzie doktadnie zbiorem kodowan akceptujacych obliczen. To zakoriczy
dowod.

Oznaczmy Leyen = {u#vR# cu,v € T*QIT  u b-py v}. Skonstruujemy dla niego gramatyke Geyen.
Mamy produkcje:

e S — Right# | Left#, gdzie Right, Left beda odpowiadaé za przejscia w prawo i lewo.
e C — aCa | # dla kazdego a € T'. Ta produkcja bedzie generowaé w#w.

o Left — alefta i Right — aRighta dla a € T'. Te produkcje tworza symbole stojace na lewo od
glowicy.

o Left — yqeCzyqy dlad (¢, z) = (q1,2,—1) iy € T. To jest okolica, w ktorej nastepuje srodkowe
lewe przejscie.

e Right — qryCyqiz dla § (¢, z) = (q1, z,1). Analogiczne przejscie prawe.

o S — qeCzBu# dlad (q,z) = (q1, 2z, —1). Jest to lewe lewe przejscie. Ono nie moze przechodzié
przez Left, bo nie mozemy dotozyé¢ zadnych symboli po lewej stronie konfiguracji.

e Right — qr#Bgiz dla § (¢, ) = (q1, 2,1). Jest to prawe prawe przejscie.

Mamy L (Geven) = Leven- Analogicznie konstruujemy gramatyke Goqq dla podobnego jezyka Loqq =
{vR#u# su,v € T*QIT* v by u} Niech G generuje (Loven)™ ({€} UT*FIT*#) i niech G gene-
ruje go ({B} U S+) # (Loaa)” ({e} UT* FTT*4).

Rozwazmy akceptujace obliczenie o kodowaniu wo#wit# ... #wé%kq (war) #. Mamy wy = gow dla
stowa w i wor_1 (wor) € T*FIT*. Dla nieparzystej dlugosci obliczenia G1 moze najpierw wziaé
kilka stéw z Leven, a potem zakonczy¢ konfiguracja akceptujaca. Gy bierze konfiguracje poczatkowa
(bo musi), a potem kilka stow z L,qq. Dla nieparzystej dtugosci obliczenia jest analogicznie (na
odwrot).

Jegli stowo jest akceptowane przez obie gramatyki, to jest postaci wo#wR# . .. #wfkf1 (war) #,
gdzie wo; b woiy1 (nalezenie czesci stowa do Leven), Wair1 Far woire (to samo dla Logq), wo jest
konfiguracja poczatkowa (z Ga), a war—1 (wer) jest konfiguracja akceptujaca (odpowiednio z Go lub
Gy).

Na koniec zauwazmy, ze konstrukcja tych gramatyk jest wykonalna za pomoca Maszyny Turinga —
przechodzimy po wszystkich przejsciach w wejsciowej maszynie i po wszystkich symbolach tasmo-
wych i dodajemy do gramatyki odpowiednie produkcje. To ostatecznie koiiczy dowdd. O

Uwaga. Zauwazmy, ze powyzszy problem jest w RE — Maszyna Turinga moze generowaé kolejne
stowa, a nastepnie sprawdzaé, czy naleza do obu gramatyk. Zatem réwniez L, jest w RE.
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Twierdzenie 31. Problem EQUIVALENCE dla gramatyk bezkontekstowych nie jest rekurencyjnie
przeliczalny.

Dowdd. Pokazemy, ze problem uniwersalnosci (czy jezyk gramatyki jest pelny) nie jest w RE. Da
nam to teze, bo mozna ten problem zredukowaé¢ do problemu réwnowaznosci — konstruujemy try-
wialna gramatyke akceptujaca jezyk pelny i pytamy, czy jej jezyk jest taki sam jak jezyk gramatyki
z wejécia. Zrobimy to za pomoca redukeji z L, = {M : L (M) = 0}. Ten jezyk nie jest w RE, bo
jego dopelnienie L, jest w RE\ R.

Dla Maszyny Turinga M niech invalid (M) = (X UT U {#})"\accept (M) bedzie zbiorem stow, ktore
nie koduja akceptujacego obliczenia M (odpowiednie kodowanie zdefiniowaliSmy w poprzednim
dowodzie). Do tego jezyka naleza stowa, ktore:

1. maja dwa # z rzedu lub nie maja zadnych lub nie maja # na koincu.

2. sa w postaci x1#xo# ... xn#, ale z; nie jest poprawng konfiguracja (lub jej odbiciem), czyli
nie ma w sobie dokladnie jednego stanu.

3. x1 nie jest poczatkowa.

4. z, nie jest akceptujaca.

5. nie zachodzi @; -y x| dla i parzystego.

6. nie zachodzi x* by ;1 dla i nieparzystego.

Dla kazdego z tych przypadkéw da sie skonstruowaé gramatyke bezkontekstowa. W pierwszym gene-
rujemy wszystkie stowa bez # lub dwa z rzedu i dowolne litery dookota nich lub nie-# i dowolne litery
na lewo. W drugim generujemy niepoprawng konfiguracje i doktadamy po obu stronach dowolne
litery. W trzecim i czwartym analogicznie. W piatym i széstym mozemy postepowaé identycznie
jak przy generowaniu poprawnych przej$é, ale zamiast zmienia¢ stan i symbol zgodnie z przej$ciem
zmieniamy je na kazdy inny sposob (sposob6w jest skoniczenie wiele). Musimy jeszcze uwzglednié
niepoprawne przejscia, w ktorych zmieniaja sie stany poza okolica glowicy (podczas generowania
konfiguracji dodajemy produkcje, ktore stawiaja rozne symbole, a nastepnie oddzielaja stowa za
pomoca # 1 po obu jego stronach daja dowolne znaki).

Sktadamy te wszystkie przypadki w jedna gramatyke, ktora generuje jezyk invalid (M). Teraz pel-
noé¢ jej jezyka jest rownowazna nieistnieniu zadnego obliczenia akceptujacego, a wiec pustosci jezyka
L (M). To koniczy redukeje, a wiec i dowod. O

Definicja 67. W problemie odpowiedniosci Posta (POST, PCP — Post Correspondence Problem)
dostajemy na wej$ciu dwa skonczone ciagi stow nad alfabetem ¥: .S = (s1,...,8,) 1T = (t1,...,tn).
Pytamy o to, czy istnieje skoniczony ciag indeksow ji, ..., j., taki, ze j; € [n] dla kazdego i € [m]
oraz Sj, ...Sj, =t t; .

I Twierdzenie 32. Problem PCP jest nierozstrzygalny.

12. Rekurencyjna przeliczalnosé
2025-05-18

Definicja 68. Automat z k stosami (k-PDA) P = (Q,X%,T, 4, qo, Zo, F') definiujemy podobnie jak
zwykle PDA z tym, ze § ma typ (Q x (YU {e}) xT*) —» P (Q X (F*)k). Opis chwilowy i relacje
przejscia dla k-PDA definiujemy podobnie jak dla zwyklego PDA (mamy k réznych stosow zamiast
jednego). Jezyk akceptowany definiujemy identycznie (poprzez stany akceptujace).

Twierdzenie 33. Jezyk L jest akceptowany przez pewne k-PDA dla k > 2 wtedy i tylko wtedy, gdy
jest akceptowany przez pewne 2-PDA.

Dowéd. ( = ) Pokazemy, ze jesteSmy w stanie symulowaé¢ 3-PDA za pomoca 2-PDA. Na pierwszym
stosie bedziemy odkladaé¢ symbole ze wszystkich trzech stosow, a drugi bedzie stosem roboczym.
Dla kazdego symbolu stosowego A € T' wprowadzamy trzy symbole A', A2, A3, Numer oznacza
z jakiego stosu pochodzi symbol. Oba nasze stosy zaczynaja z nowym symbolem startowym Zj.
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Wrzucamy e-przejéciami symbole Z}, Z2, Z3 na pierwszy stos. Nastepnie zaczynamy symulowaé
prace 3-PDA. Zaczynamy ze stanu sq, gdzie ¢ jest stanem w 3-PDA (poczatkowo stanem startowym).
Za pomocy e-przejsé przerzucamy kolejne symbole z pierwszego stosu na drugi. Pierwszy odczytany
symbol pochodzacy z danego stosu 3-PDA nie zostaje odtozony na drugi stos. Jego wartosé zostaje
zapisana poprzez zmiane stanu naszego 2-PDA. W koricu odczytamy po co najmniej jednym symbolu
z kazdego z trzech stoséw i bedziemy w stanie s, 41 p» ¢s. Przechodzimy do stanu wy o1 g2 43,
gdzie p jest stanem a «, 3,7 sa ciagami symboli stosowych. Robimy to zgodnie z funkcja przejscia
symulowanego 3-PDA (konsumujemy przy tym odpowiednig litere ze stowa). Nastepnie przektadamy
wszystko z drugiego stosu na pierwszy i dopisujemy do niego a! 3273. Przechodzimy do stanu s,. W
ten sposob przeprowadziliémy symulacje jednego kroku 3-PDA. Jesli za akceptujace uznamy takie
stany sq, ze g jest stanem akceptujacym 3-PDA, to bedziemy akceptowaé¢ dokladnie te slowa, co
ono.

W analogiczny sposéb mozna symulowaé k-PDA za pomoca (k — 1)-PDA dla k > 3 — trzy ostatnie
stosy zostaja zastapione dwoma, a pozostate nic nie robig poza przejsciem, w ktorym zmienia sie
stan symulowanego automatu. Wtedy zachowuja sie zgodnie z oryginalna funkcja przejscia. Teza
wynika z indukcji.

( <= Oczywiste. O

Twierdzenie 34. Jezyk L jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest akceptowany
przez pewne 2-PDA (réwnowaznie k-PDA dla k > 2).

Dowdd. ( =) 3-tasmowa Maszyna Turinga jest w stanie symulowaé 2-PDA. Na pierwszej tasmie
trzyma stowo wejsciowe, a na dwoch pozostatych symuluje stosy.

(<= ) Mozemy symulowaé¢ Maszyne Turinga za pomoca 2-PDA. Konfiguracji Maszyny Turinga
X1...X;21¢X; ... X, bedzie odpowiada¢ X7 ... X;_1 lezace na pierwszym stosie (czytajac od dotu)
i X, ...X; na drugim oraz stan s,;. Symulujac krok Maszyny Turinga zmieniamy warto$¢ X; na
inng i ,przesuwamy glowice” — przerzucamy X; na lewy stos lub X;_1 na prawy. W razie potrzeby
dopisujemy blanki. W ten sposéb jestesmy w stanie symulowaé krok Maszyny Turinga. Nasze 2-PDA
zacznie dzialanie od wezytania calego stowa na pierwszy stos i przerzucenia go na drugi (w odwrotnej
kolejnosci), a nastepnie bedzie symulowaé Maszyne Turinga i akceptowaé, gdy ona zaakceptuje. [J

Definicja 69. Graf funkcji czesciowej f : N — N to zbior stow postaci [z, f ()], gdzie © oraz f (z) sa
zapisane binarnie (w takim kodowaniu, ze wiemy gdzie zaczynaja sie i koniczg odpowiednie wartosci).

Definicja 70. Maszyna Turinga oblicza funkcje czesciows f, jesli dostajac stowo wejsciowe x koriczy
dzialanie z zapisanym na tasmie jedynie stowem f (z) zawsze, gdy f () jest okreslone.

Twierdzenie 35. Istnieje Maszyna Turinga obliczajaca (czesciowa) funkcje f wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje Maszyna Turinga akceptujaca graf f.

Dowdd. ( = ) Majac zadane [z,y] mozemy odczytaé¢ x, zasymulowaé maszyne obliczajaca f (z) i
zaakceptowad, jesli f (z) = y (mozemy sie zapetli¢, gdy funkcja nie jest okreslona na x, ale wtedy
zadane stowo na pewno nie nalezy do grafu funkcji).

( <) Majac zadane x mozemy braé kolejne stowa y w jakims porzadku (np. =) i sprawdzaé, czy
[z, y] nalezy do grafu f. Jesli tak, to zapisujemy na tasmie y i konczymy. Maszyna akceptujaca graf
funkeji moze sie jednak zapetli¢ dla y # f (z). Radzimy sobie z tym w nastepujacy sposob: bedziemy
symulowaé¢ naraz wiele obliczeri tej maszyny. Trzymamy na ktérej$ tasmie kolejke wszystkich kon-
figuracji (kazda dla réznej wartosci y). Przechodzimy przez nie wszystkie i wykonujemy jeden krok
w kazdej symulacji. Nastepnie zaczynamy symulacje dla nowej wartosci y i réwniez wykonujemy jej
jeden krok (i dodajemy konfiguracje do kolejki), a nastepnie zaczynamy taks procedure od nowa.
Jesli f (x) jest okreslona, to w konicu znajdziemy dobrego y i doprowadzimy do korica cale obliczenie
dla niego, a wiec bedziemy mogli zapisa¢ go na tasmie i zakoiiczy¢. O

Propozycja 12. Jezyki rekurencyjnie przeliczalne (rekurencyjne) sa zamkniete na sume, przeciecie,
konkatenacje i gwiazdke Kleene’ego.
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Dowdd. Rozwazmy jezyki L1, Lo i Maszyny Turinga My, My takie, ze L (My) = Ly i L (Ms) = Lo.
Maszyna dla L; U Ls moze symulowaé My i Ms jednoczesnie i akceptowaé wtedy, gdy jedna z nich
zaakceptuje. Maszyna dla L; N Ly moze najpierw zasymulowaé¢ Mi, a potem M, i zaakceptowaé
wtedy, gdy obie zaakceptuja.

Dla L L, mozemy skonstruowaé niedeterministyczna maszyne, ktora dla stowa w zgadnie podziat
w = vu, a nastepnie zasymuluje M; na v i Ms na u. Dla L] mozemy ponownie niedeterministycznie
zgadnac liczbe n i podzial w = vy ... v,, a nastepnie zasymulowaé¢ M; na kazdej czedci podziatu. [

Definicja 71. Enumeratorem dla zbioru S C N nazywamy Maszyne Turinga, ktoéra nigdy nie konczy
dziatania i wypisuje na jednej z tasm stowo 10110%11. .. takie, ze i1, € S oraz kolejno§¢ wystepo-
wania i1, i2, . . . jest dowolna. Do tego dla kazdego n € S napis 0" pojawia sie na tasmie w pewnym
momencie dzialania maszyny.

Twierdzenie 36. Zbior S C N jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dla
niego enumerator.

Dowdd. ( = ) Podobnie jak przy obliczaniu funkeji czesciowych bedziemy braé¢ kolejne a € N i
sprawdzaé, czy nalezg do S. Bedziemy utrzymywacé kolejke z konfiguracjami maszyny akceptujacej
S (dla roznych wartosci a), wykonywaé po jednym kroku w kazdej i rozpoczynaé¢ obliczenie dla
kolejnej w < liczby a. Gdy ktores obliczenie zaakceptuje mozemy wypisa¢ odpowiadajaca mu liczbe
na pierwsza taséme w odpowiednim formacie.

( <) Aby sprawdzi¢, czy a € S, bedziemy symulowa¢ enumerator. Akceptujemy, jesli w pewnym
momencie wypisze 0°. U

Twierdzenie 37. Zbiér S C N jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dla niego enume-
rator wypisujacy elementy w porzadku <.

Dowéd. (= ) Symulujemy maszyne dla S na kolejnych a € N zgodnie z < i wypisujemy, jesli
maszyna zaakceptuje. Nie musimy obawiaé sie o zapetlenie sie maszyny, wiec nie trzeba nic robié¢
rownolegle.

( <) Aby sprawdzié, czy a € S, bedziemy symulowa¢ enumerator. Akceptujemy, jesli w pewnym
momencie wypisze 0%. Jesli zacznie wypisywaé liczby wieksze w < od a, to mozemy odrzucié¢. [

13. Zlozonos$é¢ obliczeniowa 2025-05-28

Definicja 72. Obliczeniem Maszyny Turinga M na stowie w nazywamy ciag konfiguracji gow s
.. I_M - {QacCa Qrej} I'T=.

Definicja 73. Niedeterministyczna Maszyna Turinga M dziata w czasie T : N — N, jesli kazde
obliczenie na slowie w € ¥* sklada sie z co najwyzej T (Jw|) krokow.

Definicja 74. Jezyk L C X* nalezy do PTIME (oznaczane tez P), jesli istnieje wielomian p i deter-
ministyczna Maszyna Turinga M dziatajaca w czasie p taka, ze L (M) = L.

Definicja 75. Jezyk L C X* nalezy do NPTIME (oznaczane tez NP), jesli istnieje wielomian p i
niedeterministyczna Maszyna Turinga M dzialajaca w czasie p taka, ze L (M) = L.

Definicja 76. Mowimy, ze jezyk Ly C X* redukuje sie wielomianowo (w czasie wielomianowym)
do jezyka Ly C ¥ (co oznaczamy L; <p L), jesli Ly < Lo oraz §wiadczacy o tym algorytm
(deterministyczna Maszyna Turinga) dziala w czasie p, gdzie p jest pewnym wielomianem.

| Definicja 77. Jezyk (problem) L C X* jest NP-trudny, jesli dla kazdego L’ € NP zachodzi L’ <p L.

| Definicja 78. Jezyk L C ¥* jest NP-zupelny, jesli jest NP-trudny i nalezy do NP.
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Propozycja 13. Jesli L jest NP-trudny i L <p L', to L’ jest NP-trudny.

Dowéd. Dla kazdego L € NP i 2 € ¥* istnieje f(z) : « € L <= f(x) € L. Do tego
|f (z)] < p(z) dla pewnego wielomianu p, bo algorytm redukcji dziata w czasie wielomianowym. Do
tego istnieje g (z) :x € L < g(x) € L.

Laczac te fakty dostajemy = € L” <= ¢ (f(x)) € L. Obie funkcje f,g obliczamy w czasie
wielomianowym, a rozmiar f (z) jest ograniczony przez wielomian, zatem obliczenie g o f réwniez
odbywa sie¢ wielomianowo. Zatem istnieje odpowiednia redukcja i L’ jest NP-trudny. O

Propozycja 14. Jesli pewien problem NP-trudny jest w P, to P = NP.

Dowéd. Majac taki problem NP-trudny mozemy zredukowaé¢ dowolny problem z NP do niego, a
nastepnie rozwiazaé go wielomianowo (bo jest w P, a rozmiar wejscia po redukcji jest wielomianowo
zalezny od poczatkowego wejscia). O

Definicja 79. Problem spelnialnosci Boolowskiej (SAT) to problem stwierdzenia, czy zadana formuta
zdaniowa ¢ jest spelnialna czy nie.

Lemat 11. SAT jest w NP.

Dowéd. Mozna skonstruowaé niedeterministyczna Maszyne Turinga, ktora zgaduje wartosciowanie
(zapisuje na tasmie wartosci kolejnych zmiennych, majac niedeterministyczne przejscia na obie
opcje), a nastepnie sprawdza, czy warto$ciowanie spelnia zadana formute. O

Twierdzenie 38 (Cooke, Levin). SAT jest NP-zupelny.

Dowdd. Juz pokazalisémy, ze ten problem jest w NP. Teraz wskazemy redukcje do SAT-a z dowol-
nego L € NP. Rozwazmy takie L. Istnieje wielomian p i niedeterministyczna Maszyna Turinga
dzialajaca w czasie p taka, ze w € L wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje obliczenie akceptujace dla w
dlugosci co najwyzej p (Jw|). Bedziemy tez zakladaé¢, ze maszyna po dojéciu do stanu akceptujacego
pozostaje w nim i zaczyna przesuwaé glowice w prawo, nie zmieniajac tasmy. Dzieki temu jesli
istnieje akceptujace obliczenie, to jest ono w stanie akceptujacym po doktadnie p (Jw|) krokach.

Takie obliczenie mozemy reprezentowaé tabelka, w ktorej w wierszu trzymamy jedna konfigu-
racje, a w kolejnych wierszach sa kolejne konfiguracje obliczenia. Kazdy wiersz bedzie indekso-
wany wartosciami od —p (Jw|) do p (Jw|) (jesli glowica bedzie poczatkowo w 0, to zadna konfigu-
racja nie bedzie wymagala siegniecia poza te indeksy, bo M moze wykonaé co najwyzej p (|w])
krokow). Wszystkich konfiguracji jest najwyzej p (|w|) + 1, wiec tyle bedzie wierszy. Oznaczamy
C = {=p(wl),....p ()} i R=1{0,...,p(jw])}.

Dla kazdego w € L skonstruujemy formute v, taka, ze w € L <= 1, jest spelnialna. W 1, beda
zmienne x; 5, dlai € R,j € C,a € I'U Q. Prawdziwos¢ tej zmiennej bedzie oznaczaé, ze w tabelce
obliczenia na polu (4, j) wystepuje znak a. Do tego wprowadzimy ograniczenia ktoére spowoduja, ze
wartosciowanie spelniajace ¢,, bedzie zadawaé obliczenie akceptujace i na odwrot.

Zaczynamy od formut

Ai= V Zije Bi= N ~@igairzige), 61= \ AiyABiy.
acTUQ a,beTUQ, i€ER
a#b jec
¢1 wymusza, aby w kazdym polu byt doktadnie jeden znak. Teraz wymusimy konfiguracje startows,
i koricowa

P2 = /\ Z0,4,w; N\ 0,0,g0 N /\ %0,i,B;

i€]|wl] i€C\({0}U[|w]])
¢3="\ 'V 2
q;EF jeC

Pozostalo nam wymusi¢ poprawnosé¢ przejsé. Zdefiniujemy formule oznaczajaca, ze symbole na
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(i1,71) 1 (42, j2) sa sobie réwne:

E (i1, j1, 12, J2) = /\ ((ir51,0 A Tigja,a) V (TTiy j1,a A TTis 50a)) -
aclUQ

A teraz formuly oznaczajace przejscie dla stanu ¢ i symbolu a na koordynatach (i, j) w prawo/lewo:

T (q,a,%,j) = V (@i Aziie) = (E(7—Li+1Li—1)AZij0 ATit1110))
(q’,a’,1)€6(q,a)

T (q,a,i,j) = \/ (@igqg ATiji1,a) = @ir15-1,¢ AEG G — L+ 1,5) Azt 41,a1)) -
(¢',a’,—1)€d(q,a)

Obejmuja one przejscie dla pola w ktérym jest stan i obu pél obok. Wykorzystamy to w nastepnym

kroku. Zdefiniujemy formule stwierdzajaca, czy w danym polu nie znajduje sie stan i formute, ktoéra

przepisuje symbol w konfiguracji, jesli nie sasiaduje on ze stanem.

NQ(i,5) = N\ i
9€Q

K (i,5) = (NQ(i,j —1) ANQ (i,j) ANQ (6,5 + 1)) = E(i,j,i+1,4).

Pozostalo nam wymusié poprawne przejscia za pomoca formuty

¢4: /\ (TT(Q7a7iaj)\/Tl((Lavihj))/\ /\ K(Z,])

q€Q,a€el i€R,jeC
i€R,jeC

Ustalamy 1, = ¢1 A d2 A ¢p3 A ¢4 1 koriczymy dowdd. Zauwazmy jeszcze, ze kazda z tych formut
ma dlugosé wielomianowa wzgledem |w| — rozmiar maszyny jest stala, a wiec kazda pomocnicza
formuta ma stalg dlugosé i wykorzystaliSmy takich formul wielomianowo wiele. O

Uwaga. Moéwiac o dopetnieniu jakiegos problemu zazwyczaj pomijamy stowa niebedace poprawnymi
kodowaniami instancji problemu i myslimy tylko o instancjach problemu, dla ktérych odpowiedz
jest przeczaca.

Propozycja 15. Klasa P jest zamknieta na branie dopetnien.

Dowdd. Mozemy wziaé deterministyczna Maszyne Turinga dla naszego problemu i skonstruowaé
identyczna maszyne z zamienionymi stanami akceptujacymi i odrzucajacymi. O

Uwaga. Pokazalismy, ze P = coP — problemy z P to dokladnie te problemy, ktérych dopelnienia sa
w P.

Definicja 80. Jezyk L C X* nalezy do coNP, jesli jego dopelienie nalezy do NP, czyli istnieje
wielomianowa niedeterministyczna Maszyna Turinga, ktéra ma akceptujace obliczenie dokladnie
dla x ¢ L. Pojecia coNP-trudnosci i zupetnosci wprowadzamy analogicznie jak dla NP.

Uwaga. W przypadku NP i maszyn niedeterministycznych nie mozemy rozstrzygnaé¢ dopelnienia
tak samo jak dla P — niedeterminizm pozwala nam wybraé¢ dowolne akceptujace obliczenie, ale nie
mamy latwego sposobu na sprawdzenie, czy zadne obliczenie nie jest akceptujace.

Propozycja 16. L jest NP-trudny wtedy i tylko wtedy, gdy L jest coNP-trudny.

Dowdd. Jesli T € NP, to istnieje f(z) : * € T <= f(z) € L dla NP-trudnego L, a wigc
x¢T < f(x)¢ L, czyli mamy redukcje z T do L. Analogicznie w druga strone. O

I Whiosek. Problem UNSAT (dopelnienie SAT-a) jest coNP-zupelny.
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Definicja 81. Problem TAUTOLOGY dla zadanej formuty zdaniowej polega na stwierdzeniu, czy
jest tautologig.

Lemat 12. Problem TAUTOLOGY jest coNP-zupelny.

Dowdd. Problem oczywiscie jest w coNP (dopelnienie polega na stwierdzeniu, czy formuta ma
niespelniajace wartosciowanie, co wlasciwie jest SAT-em). Do tego mamy redukcje UNSAT <p
TAUTOLOGY, bo aby sprawdzi¢ niespelnialnos¢ formuly wystarczy sprawdzié¢, czy jej dopelnienie
jest tautologia. O

Propozycja 17. NP = coNP wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje pewien NP-zupelny problem L taki,
ze L jest w NP.

Dowéd. Wynikanie w prawo jest oczywiste, w druga strong z coNP-zupetnosci L dostajemy coNP C
NP, teraz jesli L' € NP, to L’ € coNP C NP, a wiec L' € coNP. O

Definicja 82. Deterministyczna Maszyna Turinga M dziala w pamieci T : N — N, jesli dtugosé
konfiguracji wystepujacych w obliczeniach tej maszyny na stowie w € ¥* nie przekracza T (Jw|).

Definicja 83. Jezyk L C X* nalezy do PSPACE, jesli istnieje wielomian p i deterministyczna Ma-
szyna Turinga M dzialajaca w pamieci p taka, ze L (M) = L. Pojecie zupelosci i trudnosci defi-
niujemy analogicznie jak dla innych klas.

Propozycja 18. Zachodzi P C PSPACE, NP C PSPACE i coNP C PSPACE.

Dowdd. Pierwsze zawieranie wynika z tego, ze w wielomianowej liczbie krokéw mozna wydluzy¢
konfiguracje co najwyzej o tyle krokoéw. Niedeterministyczna Maszyne Turinga dla problemu z NP
mozna symulowa¢ standardowo (na kolejce), albo skorzystaé z jej wlasnosci stopu i ograniczy¢ sie
do symulowania jednego obliczenia na raz (DFS po drzewie obliczenl). W ten sposob mozemy przejsé
po wszystkich obliczeniach maszyny wykorzystujac naraz tylko tyle pamieci, co jedno obliczenie.
Dla dowodu ostatniego zawierania zauwazmy, ze mozemy symulowa¢ niedeterministyczna maszyne
dla dopelnienia (ktore jest w NP) i zwroci¢ odwrotny wynik — zaakceptowaé tylko wtedy, gdy zadne
zasymulowane obliczenie nie zaakceptuje. O

Definicja 84. QBF (Quantified Boolean Formula) to formuta zdaniowa, w ktorej wystepuja kwan-
tyfikatory V i 3. Problem TQBF (True Quantified Boolean Formula) polega na stwierdzeniu, czy
zadana formula jest prawdziwa.

Lemat 13. TQBF jest w PSPACE.

Dowéd. Mozemy ustali¢ warto$é jednej zmiennej i wstawié ja do formuly, a nastepnie wywotaé sie
rekurencyjnie (formalnie wstawienie wartosci do formuly nie jest takie proste, ale mozna po prostu
pamietaé ustalane warto§ciowanie i po ustaleniu ostatniej zmiennej wyewaluowaé formute). Robimy
to dla obu wartosci zmiennej. Zaleznie od kwantyfikatora przy zmiennej formula jest prawdziwa,
jesli oba wywolania rekurencyjne zwrocity prawde lub jesli co najmniej jedno zwrécilo prawde. [

Twierdzenie 39. TQBF jest PSPACE-zupelny.

Dowdéd. Pokazemy, ze dla kazdego L € PSPACE istnieje redukcja z L do TQBF. Zauwazmy, ze
jesli Maszyna Turinga dla jezyka L dziala w pamieci p dla pewnego wielomianu p, to mozliwych
konfiguracji tej maszyny na stowie wejsciowym w jest co najwyzej p (|w)) nmP(%D | gdzie n to liczba
stanow a m to liczba symboli tasmowych maszyny — najpierw wybieramy miejsce na stan, a potem
wypelniamy pozostate miejsca symbolami. Podczas swojego dziatania maszyna nie moze dwa razy
wejsé do tej samej konfiguracji (bo sie zapetli), wiec mamy ograniczenie na czas dzialania maszyny.
Oznaczmy je przez T i zauwazmy, ze T jest wykladnicze od |w].

Podobnie jak dla SAT-a bedziemy tworzy¢ zmienne boolowskie, ktore beda odpowiada¢ umiesz-
czeniu danego symbolu w danym miejscu w konfiguracji. Oznaczmy C = {—p (Jw|),...,p (Jw|)}.
Zmienng konfiguracyjna I nazywamy zbiér zmiennych boolowskich {z; A}iEC, AETUQ” Poprzez 35 i
V; rozumiemy odpowiednie kwalifikowanie wszystkich zmiennych z I. Rézne zmienne konfiguracyjne
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beda roztaczne i bedzie ich wielomianowo wiele, a wiec wszystkich zmiennych boolowskich réwniez
bedzie wielomianowo wiele.

Stworzymy formute postaci
3]0 ElIf (S/\N/\F),

gdzie Iy i Iy to zmienne konfiguracyjne, ktére majg odpowiadaé¢ odpowiednio konfiguracji startowe;j
i koricowej. Formuta S sktada sie ze zmiennych z [ i zapewnia, ze tworza one konfiguracje startowa.
Analogicznie F' dla I;. Konstrukcja takich formul zostata podana w dowodzie NP-zupetnosci SAT-a.
N bedzie formuly wymuszajaca istnienie obliczenia przechodzacego z Iy do Iy (to znaczy Iy Fy, Iy
dla maszyny M), ktora teraz skonstruujemy. Przez N; (I, J) bedziemy oznacza¢ formute wymusza-
jaca, ze ciag obliczeri §wiadczacy o I %, J sklada si¢ z co najwyzej 2° przejsé. Skonstruujemy ja
indukcyjnie.

Dla ¢ = 0 wystarczy sprawdzi¢, czy I bpr J lub I = J (te réownos$é rozumiemy jako rownosé
konfiguracji, ale mozemy tez ja rozumie¢ jako formute logiczna mowiaca, ze odpowiadajace sobie
zmienne tych zmiennych konfiguracyjnych przyjmuja te sama wartosé — w ten wtasnie sposéb be-
dziemy jej uzywaé¢ w formutach). Formule dla pierwszego przypadku przedstawiliSmy w dowodzie
NP-zupetnosci SAT-a, a druga wlasnie skomentowalismy. Wystarczy wziaé alternatywe tych formut,
co daje nam formule wielomianows od |w|. Dla ¢ > 1 ktadziemy

Ni(I,J) =3 Vp Vg (I=PAK=Q)V(K=PAJ=Q) = Ni_,(P,Q)).

Formutla ta mowi, ze istnieje taka konfiguracja K, ze N;_1 (I, K)i N;_1 (K, J), co daje nam N; (I, J).
W jej konstrukeji wykorzystalismy wielomianowa od |w| liczbe dodatkowych znakéw (niesktadaja-
cych sie na N;_1 (P, Q)).

Niech k = [logT'|. Mozemy przyja¢ N = Ny, (1o, If). k jest wielomianowe od |w|, a wiec N rowniez
jest. To koriczy nasza konstrukcje. Zauwazmy jeszcze, ze dla kazdej zmiennej konfiguracyjnej po-
winnismy mie¢ formule ktéra zapewnia, ze w kazdym polu jest doktadnie jeden znak. Mozemy to
zrobié¢ identycznie jak w dowodzie NP-zupelosci SAT-a. O

Uwaga. Istnieje sporo probleméw otwartych zwiazanych ze ztozonosciag obliczeniowa. Najwazniejsze
z nich to P = NP, NP = coNP i P = NP N coNP.

Uwaga. Mamy REG, CFL C P, bo przynalezno$é¢ do jezykéw tych klas mozna sprawdzaé wielomia-
nowo. Do tego P, NP, coNP, PSPACE C R. Dla RE i dalej nie ma sensu moéwi¢ o ztozonosci, bo nie
mamy nawet wtasnosci stopu.
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