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I.1 Analiza Matematyczna

1.1.1 SZEREGI LICZBOWE

Szeregi liczbowe. Podstawowe kryteria zbieznosci.

Definicja. Ciagiem liczbowym nazywamy dowolng funkcje a : N — R. Zazwyczaj przyjmujemy ozna-
czenie a,, := a(n) i oznaczamy ciag jako (a,),.,. Mowimy, ze ciag (an),., jest zbiezny, jesli istnieje
takie g € R, ze dla kazdego £ > 0 istnieje takie N € N, ze dla wszystkich n > N mamy |a, — g| < e.
Piszemy wtedy lim,, o, a,, = g lub a, — g.

Definicja. Niech (z,),., bedzie ciaggiem liczbowym. Szeregiem liczbowym nazywamy pare ciagow
(Tn)peg s (Sn)pep)s gdzie s, = xg + ... + . Ciag (z,),., nazywamy ciagiem wyrazow szeregu, a
(sn)zozo ciagiem sum czesciowych szeregu. Zazwyczaj stosujemy zapis ZZO:() T,. Méwimy, ze szereg jest
zbiezny, jesli jego ciag sum czeSciowych jest zbiezny. Jego granice g nazywamy wtedy suma szeregu.
Piszemy > 7 z, = g.

Definicja. Szereg Y. -, x, nazywamy bezwzglednie zbieznym, jesli szereg > |,,| jest zbiezny.
Twierdzenie (Warunek konieczny zbieznosci). Jesli Y7 a;, jest zbiezny, to z,, — 0.

Dowdd. Oznaczmy s, = Y ., x;. Z zalozenia s, — s dla pewnego s. Wtedy dla kazdego ¢ > 0 istnieje
N € N takie, ze dla n > N mamy |s, — s| < 5. Wtedy |Zpi1] = [Sng1 — Sn| < [Sng1 — 8|+ |5 — sn] <
€.

Warunek konieczny nie jest wystarczajacy. Na przyklad Y % jest rozbiezny mimo, ze % — 0.
Twierdzenie (Kryterium poréwnawcze). Niech (z,,)7— ., (yn)y—o beda takimi ciagami o wyrazach nie-
ujemnych, ze z,, < y,, dla kazdego n € N. Jesli Y0y, jest zbiezny, to Y.~z tez. Jesli D 07z, jest
rozbiezny, to > yn tez.

Twierdzenie (Kryterium poréwnawcze graniczne). Niech (z,,)—, (Yn)yeo beda takimi ciagami o wy-

razach dodatnich, ze lim,,_,« $* = g dla pewnego g € (0, +00). Wtedy szeregi > T 1Y e Yn Mmaja
ten sam charakter zbieznosci.

Twierdzenie (Kryterium Cauchy’ego). Niech (z,,),", bedzie ciggiem. Jesli lim, o {/|2zn| < 1, to
szereg Y . Ty, jest zbiezny. Jesli lim,_ oo {/|zn| > 1, to ten szereg jest rozbiezny.

Twierdzenie (Kryterium d’Alemberta). Niech (z,),", bedzie ciggiem. Jesli lim,, o, 2+

< 1, to szereg

> 1, to ten szereg jest rozbiezny.

Yoo Tn jest zbiezny. Jesli limy, oo “2H

n

W obu powyzszych kryteriach mozemy braé¢ limsup (granice gorna) zamiast zwyklej granicy.

Twierdzenie (Kryterium Leibniza). Niech (z,),., bedzie ciagiem takim, ze z,, > x,41 dla kazdego
n €Niz, — 0. Szereg > o> (—=1)" x,, jest zbiezny.

Twierdzenie (Kryterium Dirichleta). Niech (z,),., bedzie ciagiem takim, ze x,, > x,41 dla kazdego
n € Nixz, — 0. Niech (y,),-, bedzie takim ciagiem, ze dla pewnego M > 0 i kazdego k € N zachodzi

k
‘Zn:O Yn

< M. Wtedy szereg Y. &y yn jest zbiezny.
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1.1.2 C1AGLOSC

Ciagtos¢ funkcji w punkcie i na zbiorze. Warunki réwnowazne ciaglosci. Wlasnosci funkceji
cigglych na zbiorach zwartych.

Definicja. Niech U C R. Niech f : U — R bedzie funkcja, c € U. Mowimy, ze f jest ciaglta w ¢, jesli dla
kazdego e > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla kazdego = € U jesli |z — ¢| < 4, to |f (z) — f (¢)| < e. Inaczej
moéwiac lim, . f (z) = f (¢). Tak postawiona definicje nazywamy definicja ciagtosci wedtug Cauchy’ego.
Definicja cigglosci wedtug Heinego mowi, ze funkcja f jest ciaglta w ¢, jesli dla kazdego (acn)zozo takiego,
ze T, — ¢ zachodzi f (x,,) — f(c).

Definicja. Niech f: U — R bedzie funkcja, A C U. f jest ciagta na A, jesli jest ciggla w kazdym x € A.
f jest ciagla, jesli jest ciagta na U.
Twierdzenie. Niech f: U — R i g: U — R beda funkcjami ciagtymi w ¢ € U. Wtedy:

1. |f] jest ciagle w c.

2. f4+g, f—g, f-gjest ciagle w c.

3. Jesli g (¢) #0, to 5 jest ciagle w c.
Ciagte sg m.in.:

e wielomiany,

e funkcje wymierne (w punktach okreslenia),

e funkcje wyktadnicze,

o funkcje logarytmiczne,

e funkcje trygonometryczne.
Sktadanie funkcji ciagltych daje funkcje ciagta.
Twierdzenie (Wtasnosé¢ Darboux). Niech f : U — R bedzie funkcja ciagla na [a,b] C U. Dla kazdego
y € [f(a), f(D)] istnieje takie ¢ € [a,b], ze f(c) = y. W szczegdlnosci jesli f (a) f (b) < 0, to f ma
pierwiastek w (a, b).
Definicja. Niech U C R. Mowimy, ze U jest:

e otwarty, jesli dla kazdego x € U istnieje takie € > 0, ze (x —e,2 +¢) CU.

e domkniety, jesli R\ U jest otwarty.

e zwarty, jesli dla kazdej rodziny {U;},.; zbiorow otwartych takiej, ze U C (J;c; U; istnieje podzbior

skonczony Iy C I taki, ze U C Uielo U;.

Propozycja. Zbior K jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (z,)
T, — x zachodzi x € K.

oo
n=

o € K zbieznego
Twierdzenie (Heine, Borel). Zbior K jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony
(czyli istnieje takie M > 0, ze K C [-M, M]).

Propozycja. Jesli K C R jest zwarty a f : U — R jest ciagla i K C U, to f (K) jest zwarte.

Twierdzenie (Weierstrass). Jesli f: A — R jest ciagta a A jest zwarte, to f osiaga swoje kresy, czyli
istniejy takie m, M € A, ze f(m) < f(x) < f (M) dla kazdego = € A.
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1.1.3 PocHODNA

Pochodna funkcji jednej zmiennej rzeczywistej (definicja i interpretacja geometryczna).
Zastosowanie rachunku rozniczkowego do badania przebiegu zmiennosci funkcji jednej zmienne;j.

Definicja. Niech f: A — R przy A C R bedzie funkcja. f jest rézniczkowalna w z € A, jesli x € int A
(czyli (x —e,x4+¢€) C A dla pewnego £ > 0) oraz istnieje granica limy_,¢ M Oznaczamy te
granice f'(z) i nazywamy pochodna f w x. f jest rozniczkowalna, jesli jest rozniczkowalna w kazdym

punkcie swojej dziedziny.

Mozemy interpretowaé pochodna f w x jako nachylenie prostej stycznej do wykresu f w punkcie (z, f (x)).
Ta prosta jest zadana réwnaniem y = f(xg) + f'(x0)(x — x0).

Twierdzenie. Jezeli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie g, to jest w tym punkcie ciagta.

Twierdzenie (Lagrange). Jezeli funkcja f jest ciagla na [a,b] i rézniczkowalna na (a,b), to istnieje
punkt ¢ € (a,b) taki, ze f'(c) = w.

Niech B := (a,b) C A i niech f : A — R bedzie rézniczkowalna we wszystkich punktach B. Jesli
f'(x) > 0 na B, to f jest niemalejaca na B. Jesli f'(z) < 0 na B, to f jest nierosngca na B. Jesli
f' () =0 na B, to f jest stala na B.

Definicja. Niech f : A — R bedzie rézniczkowalna. Mozna wtedy okresli¢ jej pochodng f/ : A — R.
Jesli f/ jest rozniczkowalna w x € A, to jej pochodnag w x nazywamy druga pochodna f w z i oznaczamy
f" (x). f jest dwukrotnie rozniczkowalna, jesli jej pochodna jest rozniczkowalna.

Niech B := (a,b) C A iniech f: A — R bedzie dwukrotnie rézniczkowalna we wszystkich punktach
B. Jesli f” (z) > 0 na B, to f jest wypukta na B. Jesli f” (z) < 0 na B, to f jest wklesta na B. Jesli
f'(x) = 0, to x nazywamy punktem krytycznym f. Wtedy jesli f” () > 0, to f ma w z minimum, a
jesli f” (z) <0, to f ma w 2 maksimum.

I.1.4 WzOR TAYLORA

[ Wzoér Taylora i jego przyktadowe zastosowania.

Twierdzenie. Niech f : A — R bedzie funkcja. Niech Q2 C A bedzie otwarte, a € Q. Niech f bedzie
(n + 1)-krotnie rézniczkowalna w . Ustalmy h > 0 takie, ze [a,a + h] C €. Dla pewnego ¢ € [a,a + h]
zachodzi

hn+1

(n+ 1)

Flath) =3 1% (@) 5 + 77 (0
k=0
Wartosé f(»+1 (c) A nazywamy reszta Lagrange’a. Czesto stosuje sie tez wzor Taylora z resztg Peany,

(n+1)!
w ktorym reszta jest dowolne R, (z) takie, ze lim,_,, ﬁigﬁl =0.

Wzor Taylora przydaje sie do przyblizania funkcji, np. e* = 1+ z + “32—2 + I—; + ... jest zastosowaniem
wzoru Taylora dla a = 0. Jesli wezmiemy pierwsze k wyrazéw tej sumy, to btad bedzie rzedu o (\x|k),
co dla malych x jest bardzo dobre.

Jesli funkeja f jest klasy C* (ma wszystkie pochodne), to mozna zdefiniowaé szereg Y p, ) (a) %’:
zwany szeregiem Taylora. Ten szereg moze zbiega¢ do wartosci f (a 4 h), ale nie musi (moze by¢ rozbiezny
lub zbiega¢ do czego$ innego). Jesli istnieje takie e > 0, ze szereg Taylora jest zbiezny do f (a + h) dla
wszystkich h € (—¢,¢), to funkcje f nazywamy analityczna w otoczeniu a.
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I.1.5 CArkA RIEMANNA

Catka Riemanna. Podstawowe metody catkowania funkcji jednej zmiennej rzeczywistej.
Calkowanie przez czesci. Catkowanie przez podstawienie.

Definicja. Podzialem [a,b] nazywamy zbior punktow a = z9 < 1 < ... < 2,1 < &, = b. Srednia
podzialu nazywamy warto$é maxg‘gol Tip1 — Tj.

Definicja. Niech P = {xg < ... < z,,} bedzie podzialem [a,b] a E = {eq,...,en_1} wyborem punktow
posrednich (czyli e; € [, x;i41]). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja. Suma aproksymacyjna Riemanna
nazywamy wartos¢ S (f; P, E) = Y00 f (e:) (w1 — @)

Definicja. Niech [a,b] C U C R i niech f : U — R bedzie funkcjg ograniczong. Niech (P,),-, bedzie
takim ciagiem podzialow, ze ich srednie daza do zera. Niech (E, )., bedzie ciagiem wyboréw punktow
posrednich w odpowiednich podziatach. Zalozmy, ze istnieje takie L € R, ze S (f; P, E,) — L i wartosé¢
L nie zalezy od tego, jakie ciagi podzialow i punktow posrednich zostaly wybrane. Wtedy mowimy, ze f
jest calkowalna w sensie Riemanna na [a, b] a warto$¢ L oznaczamy fab fdz i nazywamy caltka Riemanna
funkcji f na [a, b].

Twierdzenie. Niech f: U — R bedzie ciagta na [a,b] C U. Wtedy f jest calkowalna na [a, b].

Propozycja. Calka jest:

1. Liniowa: [*(af + Bg)dz = o [° f(z) dz +5 [} g(z) d.

2. Addytywna: [’ f(z)de = [° f(z)da+ [° f(2)da.

3. Monotoniczna: jesli f(z) < g(x), to [* f(x)dx < [ g(x) dz.
Zachodzi [ f (z)dz = — [ f (z) da.

Twierdzenie. Niech f : U — R bedzie rézniczkowalna w kazdym punkcie [a,b] C U. Niech f’ bedzie
calkowalna na [a, b]. Zachodzi fab ff(@)dx = f(b) — f (a).

Twierdzenie (Caltkowanie przez czesci). Niech f: U — R i g:V — R beda rozniczkowalne w pewnym
otoczeniu [a,b] C U NV i takie, ze f', ¢’ sa ciagle na [a,b]. Wtedy

[ F@s@de=@o@l - [ 1@ @d.

Twierdzenie (Catkowanie przez podstawienie). Niech F : U — R bedzie rézniczkowalne na [a,b] C U.
Niech g bedzie ciagte na F ([a,b]). Wtedy

F(b) b
/ gwm:/ummwwm.

F(a)

1.1.6 POCHODNE CZASTKOWE

Pochodne czastkowe. Rozniczkowalnos$é funkcji wielu zmiennych. Zaleznos¢ miedzy istnieniem
pochodnych czastkowych a rézniczkowalnoscia.

Definicja. Niech U C R"™ i niech f : U — R™ bedzie funkcja. Ustalmy ¢ € [n] i punkt a =
(a1,...,a,) € U. Niech U; = {z; €R: (a1,...,a4;-1,%;,ai41,-..,a,) € U}. Funkcje f; : U; 3 = —
fla1,...,ai—1,%,ai41,...,a,) € R™ nazywamy i-tym odwzorowaniem czesciowym f w a. Jesli f; jest
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rozniczkowalne w a, to f/ (a) nazywamy i-ta pochodna czastkowa f w a 1 oznaczamy % (a). To zna-

czy % (a) = lims—y0 w dla wektora jednostkowego e; € R™. Dla dowolnego wektora u € R™

mozemy zdefiniowaé pochodna kierunkows w kierunku u jako % (a) = limy_ M

Definicja. Niech A C R” i niech f : A — R™ bedzie funkcja. Moéwimy, ze f jest rézniczkowalne w a,
gdy a € int A (czyli istnieje € > 0 takie, ze € A dla kazdego x € R™ takiego, ze ||z — a|| < &) oraz
istnieje odwzorowanie liniowe L : R™ — R™ takie, ze dla kazdego € > 0 istnieje takie r > 0, ze dla
kazdego h € R™ takiego, ze ||h|| < ria+ h € A zachodzi || f (a+ h) — f(a) — L (h)|| < €]|h]|. Inaczej
Hf(a-&-h)—”{l(Ha)—L(h)H 0.

moéwige limy_,o

Mamy L (z) = Y.._, Liz; dla pewnych Lq,...,L, € R™. Jesli f jest rozniczkowalna, to jej pochodne
czastkowe istnieja i % (a) = L;. W przypadku funkcji o wartosciach skalarnych (z R) oznaczamy roz-
niczke f przez Vf (a) = [% (@),..., % (a)} i nazywamy ja gradientem. Utozsamiamy tu funkcje

liniows, z wektorem poziomym (elementem przestrzeni dualnej).

W ogolnym przypadku jesli rozpiszemy f = (fi,...,fm) przy f; : A — R, to mamy g—gfi (a) =
(gﬁ (a),..., %’;’Z (a)). Mozemy wtedy rozpisaé¢ rozniczke jako

0 2]

L) ... §(a)

a m 8 m

e (a) ... Gl (a)

Te macierz nazywamy jakobianem f w punkcie a. Oznaczamy ja czasem D, f lub Jac,f.

Twierdzenie. Niech A C R™. Niech f: A — R™ bedzie funkcja, a € A. Niech 2 C A bedzie otwartym
otoczeniem a takim, ze na () funkcja f ma wszystkie pochodne czastkowe i % 1 1 — R™ jest ciagle dla

kazdego . Wtedy f jest rézniczkowalna w a.

Funkcja % moze by¢ rézniczkowalna albo przynajmniej mieé¢ pochodne czastkowe. j-ta pochodna czast-

kowa, % oznaczamy %. Nazywamy ja pochodna czastkowa f drugiego rzedu. Pojecie dwukrotnej
i 50T,

rozniczkowalnosci jest troche bardziej skomplikowane niz w przypadku funkeji jednej zmiennej (pochodna
funkcji to juz nie liczba, tylko macierz, wiec odwzorowanie pochodne przypisujace punktowi rézniczke
funkeji w tym punkcie ma inny typ niz wyjsciowe odwzorowanie). Wystarczy nam wiedzieé¢, ze funkcja
jest dwukrotnie rozniczkowalna w punkcie, gdy ma ciagte (w otoczeniu tego punktu) drugie pochodne
czastkowe. Zachodzi

Twierdzenie (Schwarz). Niech A C R™. Niech f: A — R™ bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna
w punkcie a € A. Wtedy 882f (a) = 01 (a).

ZL8IJ - 6138121

1.1.7 EKSTREMA

Ekstrema funkcji wielu zmiennych. Efektywne metody wyznaczania ekstremoéw lokalnych funkcji
wielu zmiennych.

Twierdzenie (Warunek konieczny istnienia ekstremum). Niech A C R™. Niech f : A — R bedzie
funkcja rézniczkowalng w a € A. Jedli f ma w a ekstremum lokalne, to V f (a) = 0 (wszystkie pochodne
czastkowe sa zerowe).

Definicja. Niech A C R™. Niech f : A — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalng w a € A. Macierz
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drugich pochodnych

02 92
Bmlale (a’) T axlafzn (CL)
Hy (a) = : . :
8% f 9% f
Faom (@) o g (@)

nazywamy hesjanem f w punkcie a.

Definicja. Niech M € R™ ™ bedzie macierza kwadratowa. Moéwimy, ze M jest dodatnio (ujemnie)
okreslona, jesli x7 Mx > 0 (27 Mz < 0) dla kazdego = € R".

Twierdzenie. Niech A C R™. Niech f : A — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalng w a € A.
Jesli Vf (a) =01 hesjan Hy (a) jest dodatnio (ujemnie) okreslony, to f ma w ¢ minimum (maksimum)
lokalne.

Twierdzenie (Kryterium Sylvestera). Niech M € R™*™ bedzie symetryczna macierza kwadratowa.
Niech m; oznacza i-ty minor wiodacy tej macierzy (wyznacznik macierzy powstalej przez odrzucenie
ostatnich n — i wierszy i kolumn). M jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy m; > 0 dla
kazdego i. M jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)"m; > 0 dla kazdego i.

Powyzsze twierdzenia daja nam metode wyznaczania ekstreméw lokalnych funkcji rozniczkowalnych:
patrzymy, gdzie gradient sie zeruje a nastepnie w tych punktach sprawdzamy okreslono$é za pomoca
kryterium Sylvestera (hesjan jest symetryczny na mocy twierdzenia Schwarza).

Jednak nie zawsze rozwazane przez nas funkcje sa (wszedzie) rozniczkowalne. Na przyktad dla B =
{(m,y) eR?: 2?2 +92 < 1} funkcja f : B > x — e*™ jest rozniczkowalna na {(:my) eER?: 22+ 92 < 1},
ale na {(.’IJ, y) ER?: a2 + 9% = 1} juz nie, bo ten zbior lezy poza wnetrzem B. Aby znalezé¢ ekstrema f
musimy wiec osobno rozwazy¢ wnetrze B i ten zbior (brzeg).

Twierdzenie (Mnozniki Lagrange’a). Niech V' C R™. Niech h = (hy,...,hn—m) : V — R"™™ posiada
wszystkie pochodne czastkowe i niech beda one ciagle. Zalézmy, ze rzad macierzy D,h jest maksymalny
(wynosi n —m) dla kazdego a € V. Niech f : V — R bedzie rozniczkowalne. Oznaczmy F : V x R"™™ 5
(2, A) = [ (2)=2721" Ajhj (v) € R. Niech K = {z € V' : h(z) = 0}. Dla kazdego 7 bedacego ekstremum

funkeji f|x istnieje takie XERM™™ 6 VF (57 X) =0.

Powyzsze twierdzenie daje nam metode znajdowania ekstremow funkeji zadanych jakims (tfadnym) réwna-
niem: liczymy gradient funkcji F' i patrzymy, gdzie sie zeruje. Nastepnie badamy uzyskane punkty innymi
metodami. Funkcje h spelniajaca warunki z powyzszego twierdzenia nazywamy submersjg a zbior K na-
zywamy m-wymiarowa podrozmaitoscia R"™. W wiekszosci praktycznych zastosowan nie przejmujemy sie
zalozeniami o h.

1.1.8 CALKA WIELU ZMIENNYCH

[ Catkowanie funkcji wielu zmiennych. Twierdzenie Fubiniego. Twierdzenie o zamianie zmiennych.

Definicja. Kostka nazywamy zbior I =[], [a;, b;] C R™ dla a; < b; w R. Objetoscia kostki nazywamy
wartosé vol I = [T, (b; — a;).

Rozwazamy podzial P kostki I z voll > 0 dany przez podzialy poszczegélnych przedzialdéw: a; =
tio < ... < tig, = by dlat = 1,...,n. Wraz z podzialem otrzymujemy skojarzone z nim kostki
I, [tiyji_l,ti,ji} dla j; € {1,...,k;}, ktore porzadkujemy leksykograficznie I, ..., I, oraz Srednig po-
dziatu § (P) = maxggi) diam I;.

Ciag podziatéw zwiemy normalnym, gdy ich srednie daza do zera. Rozwazajac uktad punktow posrednich
E=(&,...,&) (gdzie & € I;) okreslamy sume Riemanna dla danej funkcji ograniczonej f : I — R™

przez S (f, P,E) = Zf:(f) f (&) vol I
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Calka Riemanna f (o ile istnieje) nazywamy element fI f(z)dz € R™, ktory jest granica S (f,P,,Z,)
niezalezna of wyboru normalnego ciagu podziatow P, kostki I oraz od wyboru ciggu uktadéw punktow
posrednich =,. Funkcje nazywamy catkowalng w sensie Riemanna na I, jesli istnieje jej catka Riemanna.

Za pomocy powyzszej definicji mozemy zdefiniowaé¢ calke po (w miare¢) dowolnym zbiorze A C R™.
Robimy to przyblizajac ten zbiér za pomoca kostek o coraz krétszych bokach i korzystajac z addytywnosci
calki. Nie jest to zbyt formalny opis, ale aby zrobi¢ to lepiej musielibyémy wchodzi¢ w teorie catki
Lebesgue’a, a tego nie chcemy robié.

Twierdzenie (Fubini). Niech A C R™ bedzie zbiorem, na ktorym funkcja f : A — R™ jest catkowalna.
Oznaczmy A’ = {z1 € R: Jyea y1 =21} i Ay, = {T € R" 7 : (21,7) € A}. Zachodzi

/Af(fv)dx:/l </Azlf(:z:1,§)d5> dz; .

To twierdzenie pozwala nam liczy¢ catke wielowymiarowa jako calke iterowana: ustalamy warto$é¢ na
pierwszej wspotrzednej, indukceyjnie liczymy catke o mniejszym wymiarze przy ustalonej wartosci funkeji
na pierwszej wspotrzednej, a nastepnie to co nam wyjdzie catkujemy po ,dziedzinie” pierwszej wspol-
rzednej, co jest calka jednowymiarows.

Calkiem wazne jest, ze kolejnos¢ wspotrzednych nie ma znaczenia: mozemy dowolnie wybraé kolejnosé
wspoélrzednych, po ktérych liczymy kolejne catki.

Ciezko jest stwierdzi¢ catkowalnosé funkcji wielowymiarowej (zwlaszcza, ze nie bardzo znamy definicje
calkowalnosci). W typowej sytuacji zaktadamy, ze napotkane przez nas funkcje sa catkowalne. Z teorii
miary Lebesgue’a wynika, ze (o ile A jest ladny) teza twierdzenia Fubiniego zachodzi dla funkcji o
staltym znaku. Jesli f przyjmuje zar6wno wartosci dodatnie, jak i ujemne, to a pewno zachodzi ona, gdy
obie funkcje max (f,0), min (f,0) maja skoriczone calki. Te calki mozemy liczy¢ jako calki iterowane
korzystajac z twierdzenia Fubiniego dla tych funkcji.

Twierdzenie (O zamianie zmiennych). Niech A, B C R™. Niech f : R” — R™ bedzie funkcjg catkowalng
na A. Niech ¢ : B — A bedzie dyfeomorfizmem (bijekcja taka, ze ¢ i ¢~ ! maja ciagte pochodne
czastkowe). Wtedy

[ 1= [ 7@ det Dol as.
A B
Waznym przykltadem zamiany zmiennych sa wspolrzedne biegunowe. Przyjmujac
¢ :[0,1] x [0,27) 3 (r,0) = (rcos0,rsinf) € {(z,y) € R? : 2> +y* < 1}
jestedmy w stanie zamieni¢ trudng caltke po kole (lub podobnych obiektach) na w miare tatwa catke po
prostokacie. Zauwazmy, ze tutaj jakobian jest dos¢ przyjemny, bo

cos —rsinf
det |
sinf rcos6

‘| =r (0082 0 + sin® 0) =
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[.2 Matematyka Dyskretna

1.2.1 WSPOLCZYNNIKI DWUMIANOWE

Na ile sposobéw mozemy rozdaé¢ n nierozréznialnych zetonéw k rozréznialnym osobom? Jak
zmienia sie odpowiedz gdy zatozymy, ze kazda osoba powinna otrzymaé co najmniej jeden zeton?

Mozemy mysle¢ o tym problemie w nastepujacy sposoéb: mamy n + k — 1 zetondéw utozonych w ciag.
Chcemy wybraé sposrod nich k& — 1. Wtedy mozemy daé i-tej osobie wszystkie niewybrane zetony lezace
pomiedzy (i — 1)-szym a i-tym wybranym zetonem (pierwszej osobie dajemy wszystkie zetony przed
pierwszym wybranym zetonem). Kazdy wybor zetonéw doprowadzi do innego podziatu i jednoczesnie dla
kazdego podziatu zetonow miedzy osoby jestesmy w stanie wskazaé taki wybor zetonow w tym ciagu, ze
przedstawiona procedura wyprodukuje ten wtasnie podzial. Zatem istnieje bijekcja miedzy rozwazanymi
strukturami i faktycznie wystarczy, ze zliczymy ilo§¢ mozliwych wyboréw zetonéw w ciagu.

Liczba sposobdw, na ile mozna wybra¢ ¢ elementéw z r-elementowego zbioru to (z definicji) (2) Zatem

odpowiedzia na pierwsze z zadanych pytan jest ("ZE Il) W drugim pytaniu mozemy rozdaé¢ kazdej osobie

po jednym zetonie a nastepnie rozdaé¢ n — k zetonéw bez zadnych ograniczen. Zatem odpowiedzia jest
n—1

(:"1)-

_ e!(:ie)!v 0<esr

0, r</
zlicza permutacje r-elementowego zbioru, a lewa tez: najpierw ustalamy pierwsze ¢ elementéw, permu-
tujemy je, a potem pozostate.

Mozna jeszcze powiedzieé, ze (2) : mamy (Z) -0V (r—40)! = r!, bo prawa strona

1.2.2 LiczBY CATALANA

Liczby Catalana (Cy),, oy zdefiniowane jako liczba $ciezek Dycka dtugosci 2n + 1. Wyprowadzenie
wzoru rekurencyjnego. Przyklady rodzin obiektow zliczanych przez liczby Catalana.

Definicja. Nieparzystym slowem (Sciezka) Dycka nazywamy ciag z = (z1,...,%2,41) € {—1, 1}27”rl
taki, ze dla kazdego k € [2n + 1] jest Zle x; > 0 oraz ZZQZTI x; = 1. Zbior nieparzystych stow Dycka

dtugosci 2n + 1 oznaczamy S,,. Liczbe C,, = |S,| nazywamy n-ta liczba Catalana.
Mamy Cy = 1 (jedyne stowo Dycka dtugosci 1 to (1)). Ogolnie zachodzi wzoér rekurencyjny

Twierdzenie. .
Cnt1 =) CiCh-r.
k=0
Dowdd. Rozwazmy pewne stowo Dycka x = (1, ..., Z2,+3) dlugosci 2n + 3. Jesli jedyne sumy czesciowe
rowne 1 to pierwsza i ostatnia, to (za,...,Tan4+2) jest Sciezka Dycka dlugosci 2n + 1. Do tego moze to

by¢ dowolna Sciezka Dycka, wiec istnieje C), réznych x speliajacych te wlasnosé.

Teraz zalozmy, ze £ € {2,...,2n + 2} jest najwiekszym takim indeksem, ze Zle z; = 1. £ musi by¢
nieparzyste, bo dodajemy do siebie 1 i —1, wiec nieparzysta warto$¢ mozemy osiagnaé tylko sumujac
nieparzyscie wiele sktadnikow. Zatem ¢ = 2k + 1 dla pewnego k. (z1,...,Zok+1) jest stowem Dycka
dlugosci 2k 4+ 1 i moze by¢ dowolnym takim stowem. Z kolei (xogy2,...,%2,13) jest ciagiem dlugosci
2(n — k) + 2 takim, ze Zfz;f“ 23 =0,> 7 opioxi >0dlaje{2k+2,...,2n+ 2} oraz xop43 = —1
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(ostatnim elementem stowa Dycka zawsze jest —1). Zatem (2ogy2, . .., T2an12) jest stowem Dycka dlugosci
2 (n — k)+1imoze by¢ dowolnym takim stowem. Ostatecznie dostajemy Cy -Cy,— -1 réznych = (pierwsze
2k + 1 elementow, kolejne 2 (n — k) 4+ 1 i ostatni pewny).

Sumujac sie po wszystkich mozliwych k i dodajac przypadek rozwazony osobno mamy

n—1 n
Cui1 =) CiCnot +Cn 1= CiCooy.
k=0 k=0

O
Rekurencja, ktora zadaje ciag liczb Catalana jest bardzo naturalna i dlatego ciag ten zlicza bardzo wiele
roznych obiektow. Oto kilka przyktadow obiektow, ktorych jest C,:

1. Parzyste stowa Dycka dtugodci 2n, czyli ciagi @ = (z1,...,22,) € {—1,1}*" takie, ze Zle x; 20
dla kazdego k € [2n] oraz 7" 2; = 0.

2. Sciezki kratowe Dycka dtugosci 2n, czyli $ciezki na kracie n x n idace w jednym kroku w gore lub
w prawo i laczace punkt (0,0) z punktem (n,n) ktore nie wychodza nad glowna przekatna y = x,
czyli w kazdym punkcie $ciezki (a,b) mamy a < b.

3. Drzewa narysowane o n + 1 wezlach (ukorzenione drzewa z zadanym porzadkiem na dzieciach
kazdego wezla).

4. Drzewa binarne o n weztach (zbior pusty jest drzewem binarnym, rozrézniamy prawe i lewe dziecko
wezla).

5. Pelne drzewa binarne o 2n + 1 weztach (nie ma weztéw z doktadnie jednym dzieckiem).

6. Triangulacje (n + 2)-kata foremnego (podzial na trojkaty za pomoca nieprzecinajacych sie odcinkow
o konicach w wierzchotkach).

7. Mozliwe nawiasowania ciagu n operacji binarnych.

W kazdym przypadku tatwo wykazaé¢ poprawnosé odpowiedniego wzoru rekurencyjnego. Mozna tez wska-
zywaé bijekcje miedzy réznymi z tych obiektow.

1.2.3 TWIERDZENIE SPERNERA

[ Twierdzenie Spernera o szerokosci kraty boolowskiej. Wypowiedz i dowod.

Krata boolowska rzedu n nazywamy zbior czesciowo uporzadkowany B,, = (P ([n]), C). Antylancuchem
nazywamy zbior elementow zbioru czesciowo uporzadkowanego (posetu) taki, ze zadne dwa jego elementy
nie sg poréownywalne. W przypadku B, zbior Ai,..., Ay jest antylancuchem, jesli dla kazdego i # j
zachodzi A; ¢ A;. SzerokoScig posetu nazywamy rozmiar najliczniejszego antylaicucha w nim. Zachodzi
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie (Sperner 1928). Szerokos¢ B,, wynosi (LZJ)
2

Przyktadem antylaricucha o takiej mocy jest zbiér LgJ—elementowych podzbioréw [n]. Zatem wystarczy
pokazaé, ze zaden antylaricuch nie moze mieé¢ wiecej niz (LZ J) elementéw. Jednym ze sposobdéw na
2

udowodnienie tego jest rozwazenie dowolnego antyltaricucha A i stopniowe ,spychanie” jego elementéw w
kierunku $rodka kraty. Aby sformalizowaé to podejscie potrzebujemy nastepujacego pojecia.

Definicja. Dla zbioru 7 C ([Z]) jego cieniem dolnym i cieniem goérnym nazywamy odpowiednio zbiory

AT = {A : HTET,weT A= T\ {JJ}} 5 VT = {A : HTET,:L’E[H]\T A=TU {x}} .

Lemat. Dla 7 C (7)) zachodzi |AT| > g | Tl oraz [VT| > 255 [T|. Wynika # tego, 7e |AT| > |T]
dla k > ”7“ oraz |VT| > |T| dla k < ”T*I
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Dowdd. Zliczamy moc zbioru W = {(A,T):T € T,Ae€ AT,ACT}. Jest ona rowna k|7, bo kazdy
element 7 ma dokladnie k swoich elementéw cienia. Jednocze$nie kazdy element cienia moze mieé co
najwyzej n — (k — 1) swoich nadzbiorow w T, wiec |W| < |AT|(n — k + 1), co dowodzi pierwszej
nieréwnosci. Podobne zliczenie dla gornego cienia (kazdy element 7 ma n — k swoich elementoéw cienia,
element cienia ma co najwyzej k + 1 elementow T) daje druga nieréwnosé. O

Teraz mozemy przejsé do wlasciwego dowodu.

Dowdd twierdzenia Spernera. Niech A bedzie antylancuchem w B, i niech A; = AN (["]) Jesli ¢ =
min {j : A; # 0}, to dla i < 251 zbior A’ = (A\ A;) U V.A; ma nie mniejsza moc od A oraz dalej jest
antyltancuchem — jesli co$ jest nad cieniem gérnym A;, to jest tez nad A;, wiec A nie byltby antylancuchem,
gdyby A’ nie byl. Podobnie, jesli wezmiemy k = max {j : A; # 0} i bedzie k > . Mozemy wiec po
kolei przesuwac kolejne poziomy blizej srodka kraty. Jesli 2 { n, to mozemy wybraé dowolny ze srodkowych
poziomow, bo nieréwnosci z cieniami na to pozwalaja. Ostatecznie otrzymujemy antylaincuch, ktérego
wszystkie elementy sa zbiorami o tej samej licznosci, réwnej L J lub ( 1 To daje nam teze. O

1.2.4 FUNKCJE TWORZACE

Funkcje tworzace. Wyznaczenie zwartego wzoru na liczby Fibonacciego za pomoca funkcji
tworzacych.

Szeregiem formalnym nad cialem F nazywamy dowolny ciag (a,).., elementéw F. Szereg formalny
zwykle przedstawiamy za pomoca napisu > -, a,z™, gdzie a, € F a z jest zmienna formalna (na-
pisem, ktory nie jest w zaden sposdb zalezny algebraicznie od elementéow F). Ta posta¢ pozwala
nam naturalnie zdefiniowa¢ dodawanie i mnozenie takich obiektéw: dodajemy ,po wspotrzednych”
S Oanx + Yo g bpa™ = > 0 (an +b,) 2™, a mnozymy grupujac wyrazy tego samego stopnia
o o anx™ > bnx =3 0> ko Akbn—kx™. Zbior szeregéw formalnych z tymi dziataniami, ozna-
czany F[[X]], ma strukture pierscienia.

Funkcja tworzaca ciagu (an),-, nazywamy szereg formalny > ° a,z". Czesto bedzie nas interesowato
wyznaczenie zwartej postaci funkeji tworzacej (czyli takiej nie korzystajacej ze znaku sumy). Dla przy-
kladu > 07 (12" = 2, bo (1 —z) Y02 ja™ =37 ja™ — Y07 2™ = 1, wiec 1 — x jest odwrotnoscia
e = Lo ™

xr n
Ciag Fibonacciego (Fn)ff:0 zadany jest przez Fy =0, Fy =11 F, = F,,_1+ F,,_o dlan > 2. Niech F (z)
bedzie jego funkcja tworzacg. Mamy

>0 o x™ w pierScieniu F [ X]].

x):ian"=0+x+i(Fn71+Fn72)xn:0+x+xiFn4xn71+x2iF”*2xn72

n=2 n=2
=0+z+zx (ZFn:r" —F0x0> —|—xQZan" =24 aF (z) + 2*F (x).
n=0 n=0
To daje nam F (z) (22 + . — 1) = —x, czyli F (z) =
; Seu A1 2 7—1+f —1f _ _ — 14V
w mianowniku i dosta¢ 1 — x — 2* = ( ) ( ) (1 =) (1 —vzx), gdzie p = =52 i
P = 1%@ Mamy wiec

T A L B
1—gz)(1—yz) 1—px 1—9x
dla pewnych A, B. Mozna znalezé¢ A, B rozwiazujac odpowiedni uktad rownan albo po prostu zgadujac,
7e A= % iB= —% dziala. Korzystajac z poprzednich faktow o funkcjach tworzacych mamy F (z) =

F(x)=

A eta™ + BY O ¢™a™, co daje nam wzor zwany wzorem Bineta:

() (9]
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1.2.5 TWIERDZENIE RAMSEYA

Twierdzenie Ramseya. Wypowiedz i dowdd.

Definicja. Liczba Ramseya R (k; (1, (o, . .. k), gdzie k > 1,¢; > p > 1 to najmniejsza taka liczba
N, ze dla kazdego kolorowania c : ([JZ]) — [k] istnieje X C [N] oraz a € [k] takie, ze |X| = £, oraz
(X) C ¢ ), czyli kazdy podzbiér X jest kolorowany tym samym kolorem i X spelnia ograniczenie

wzi)elkoéciowe dla tego koloru.

Twierdzenie (Ramsey 1930). Liczba Ramseya R®) (k; 1,0, ..., {;) jest dobrze zdefiniowana, czyli ist-
nieje liczba spelniajaca taka wlasnosé.

Dowdd. Zastosujemy indukcje po (p,k, >, ¢;). Dla p =1 jest R (k;by,...,4) < Yol adak=1
jest R(p)(1;€1) < él. Jesli Hje[k] ﬁj =P, to R(p)(k;fh ce 7fk) = R(p)(k — 1;f1, ce ,Zj,17€j+1, N ,Ek),
bo albo pokolorowaliémy pewien zbiér p-elementowy kolorem j i warunek dla j jest spelniony, albo
nie korzystaliémy z tego koloru i sytuacja sprowadza sie do kolorowania mniejszg liczba koloréw. Dalej
zakladamy p, k > 2 oraz Ve £; 2 p+ 1.

Niech L; = RW(k;ly,...,0; — 1,...,£;) (istnieje z indukcji). Niech N = 1 + RP=Y(k; Ly, ..., Ly).
Pokazemy R®)(k;fy,...,0;) < N. Rozwazmy dowolne c : ([T) — [k] 1 wybierzmy dowolne v € [N].
Definiujemy ¢’ : ([]\gi{f’}) — [k] ktadac ¢/(X) = ¢(X U {v}). Z definicji N istnieje zbior Y taki, ze
Y| = L, dla pewnego a € [k] oraz (pz/l) jest monochromatyczny w ¢’.

Z definicji L, w Y istnieje monochromatyczny w ¢ zbioér wielkosci ¢; (dla j # «) lub wielkosci £, — 1.
W pierwszy przypadku mamy to, czego szukamy. W drugim przypadku oznaczmy znaleziony zbior przez
T. Wtedy T U {v} jest rozmiaru £, i jest monochromatyczny w ¢, bo jego podzbiory zawierajace v i

niezawierajace v sa wszystkie tego samego koloru (odpowiednio z okreslenia Y i T'). Mamy wiec to, czego
szukamy. O

1.2.6 TWIERDZENIE BROOKSA

[ Twierdzenie Brooksa o kolorowaniu graféow. Wypowiedz i dowod.

Definicja. Kolorowanie wierzchotkowe grafu G to funkcja ¢ : V(G) — S dla pewnego zbioru S. Je-
§li Vyver(e) c(u) # c(v), to kolorowanie nazywamy wlasciwym. Jesli [S| < k, to ¢ nazywamy k-
kolorowaniem. Liczba chromatyczna grafu G, oznaczana x(G), to najmniejsza taka liczba k, ze istnieje
wlasciwe k-kolorowanie grafu G.

Propozycja. W grafie G zachodzi x(G) < A(G) + 1, gdzie A (G) oznacza maksymalny stopieri.

Dowdd. Przedstawimy algorytm kolorowania nazywany First-Fit. Rozwazmy dowolny porzadek liniowy

na wierzchotkach vy, ..., v,. Kolorujemy je w kolejnosci tego porzadku, definiujemy kolorowanie ¢(v;) =
min{k € Ny : k ¢ ¢(Ng(v;) N {v1,...,v,-1})}. Kazdy wierzcholek ma co najwyzej A(G) sasiadow, wiec
tyle koloréw moze by¢ zajetych. O

Twierdzenie (Brooks 1941). Dla spojnego grafu G, ktory nie jest klika ani nieparzystym cyklem, za-
chodzi x(G) < A(G).

Dowdd. Jesli A (G) = 1, to jedyna mozliwoscia jest G = Ks, co jest zabronione przez zalozenia. Jesli
A(G) = 2, to G jest ciezka lub cyklem (z zalozen parzystym) i da sie pokolorowaé G za pomoca 2
koloréw. Dalej zakladamy A > 3. Zalézmy nie wprost, ze teza nie zachodzi i rozwazmy minimalny na
liczbe wierzchotkow kontrprzyklad G. Oznaczmy A = A(G).
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Zalozmy, ze w G istnieje wierzcholek v stopnia mniejszego niz A. Rozwazmy S bedace spojng sktadowa
G —wv. Jesli S jest klika, to jest klika rzedu co najwyzej A (inaczej ktorys z sasiadow v w G musialtby
mieé stopienn > A), ktéra mozna pokolorowaé za pomoca A kolorow. Jesli S jest nieparzystym cyklem,
to mozna go pokolorowaé za pomoca 3 < A koloréw. Jesli S nie jest klika ani nieparzystym cyklem,
to z minimalno$ci G mozna pokolorowaé S za pomoca A kolorow. Zatem mozna pokolorowaé¢ G — v za
pomoca A kolorow (uzywajac tych samych na kazdej spojnej sktadowej), a nastepnie pokolorowac v za
pomoca tych samych koloréw (bo ma mniej niz A sasiadoéw). To daje sprzecznosé z okresleniem G. Zatem
takie v nie istnieje i dalej zakladamy, ze G jest A-regularny.

Pokazemy, ze z tego, ze G jest spdjny i nie jest klikg wynika, ze istniejg wierzcholki vy, vq, v3 takie, ze
V102, 0203 € E(G) i vivz ¢ E(g). Zalozmy nie wprost, ze kazdy wierzcholek v sasiaduje ze wszystkimi
sasiadami swoich sasiadéw. Ze spojnosci dla dowolnych wierzchotkéw v, w istnieje Sciezka vaizs ... w.
x1 jest sasiadem v, a xo jest sasiadem w1, wiec x, jest sasiadem v. Kontynuujac takie rozumowanie
dochodzimy do tego, ze w jest sagsiadem v. Wobec ich dowolnosci graf jest klika, co daje sprzecznosé.

Niech P = vjvqus...v, bedzie najdluzsza $ciezka zaczynajaca sie od wierzchotkow vy, ve,v3 0 wcze-
$niej opisanej wlasnodci. Wszyscy sasiedzi vy na niej leza, bo inaczej mozna by ja wydluzyé. Naj-
pierw rozwazmy przypadek, w ktorym ta Sciezka zawiera wszystkie wierzcholki w grafie. Niech j =
max {i € [k] : vov; € E(G)}. Z A = 3 jest j > 4. Kolorujemy wierzchotki algorytmem First-Fit w naste-
pujacej kolejnosci: vy, vs, ktore dostajg ten sam kolor, potem kolejno vy, ...,v;_1. Kazdy z tych wierz-
chotkéw w momencie kolorowania ma niepokolorowanego sasiada (kolejny wierzchotek na $ciezce), wiec
zablokowanych jest mniej niz A koloréw. Nastepnie kolorujemy kolejno vy, ...,v;, ktére w momencie
kolorowania réwniez maja niepokolorowanego sasiada (poprzedni na Sciezce lub vy dla v;). Ostatecz-
nie kolorujemy vy: v; 1 v3 maja ten sam kolor, wiec zablokowanych jest mniej niz A koloréw. Zatem
zdefiniowane kolorowanie uzywa co najwyzej A kolorow.

V2

’Umk

Uj

Teraz zatozmy, ze V(P) # V(G). Niech j = min{i € [k—1]:vv, € E(G)}. C = vjvjt1...0%
jest cyklem. Kolorujemy spojne skladowe G — C' korzystajac z minimalno$ci G (ponownie trzeba
rozwazy¢ przypadki klik i cykli, ale one dzialaja tak samo jak przedtem). Teraz ustalamy ¢ =
max {z €{J,- -k} Juev(@\fu;....on} Wi € E(G)} 7 okreslenia j jest £ < k. Niech u bedzie wierz-
chotkiem jak w definicji . Wierzcholek v,41 nie ma sasiadéw poza C, wiec mozna go pokolorowaé na ten
sam kolor, co u. Nastepnie kolorujemy kolejne wierzchotki cyklu: vy4o, ..., ve. Kazdy z nich w momencie
kolorowania ma niepokolorowanego sasiada (a vy ma dwoch w tym samym kolorze), wiec uzyjemy co
najwyzej A koloréw.

V2

(%1 V3 v; Vy Vg

1.2.7 LICZBA CHROMATYCZNA A LICZBA KLIKOWA

Jakie znasz rodziny graféw o ograniczone]j liczbie klikowej i nieograniczonej liczbie
chromatycznej? Podaj konstrukcje i uzasadnij wtasnosci.
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Definicja. Liczba klikowa grafu G, oznaczana w(G), to maksymalny rozmiar kliki w G. Zachodzi w(G) <
X(@G), bo kliki nie da sie pokolorowa¢ mniejsza iloscia koloréow niz jej wielkosé.

Liczba klikowa jest dolnym ograniczeniem na liczbe chromatyczng, ale w og6lnosci nie ma zadnej zalez-
nosci w druga strone — istnieja przyklady, gdzie liczba klikowa jest rowna 2, a liczba chromatyczna jest
dowolnie duza. Oto kilka z nich.

Twierdzenie (konstrukcja Zykova). Niech rodzina grafow {Gn}n>1 bedzie zadana w nastepujacy spo-
sob: G jest jednowierzchotkowym grafem, G;;; definiujemy rekurencyjnie: bierzemy wszystkie grafy
G1,...,G; 1 ktadziemy obok siebie, dla kazdego ciagu wierzchotkow (vy,...,v;) € Gy X ... x G; two-
rzymy nowy wierzchotek z krawedziami do dokladnie tych wierzchotkéow. W tak zadanej rodzinie zachodzi
Vo w(Gy) =2,x(Gy) = n.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Baza jest oczywista. Gdyby G;1 mial trojkat, to musialby
on zawiera¢ wierzchotki z r6znych mniejszych graféw lub nowododane wierzcholki, ale w obu tych grupach
nie ma krawedzi pomiedzy wierzchotkami. Niech ¢ bedzie kolorowaniem G;1;. Dla kazdego j € [i — 1]
kopia grafu G4 zawiera o jeden kolor wiecej niz kopia G;, a wige z kazdej kolejnej z tych kopii mozna

wzia¢ wierzchotek z niewzietym weczesniej kolorem, uzyskujac ciag (vi,...,v;) wierzchotkow, kazdy w
innym kolorze. Zatem do pokolorowania nowoutworzonego wierzchotka sasiadujacego z tym zbiorem
wierzchotkow potrzebny jest nowy kolor, co daje x(Giy1) =i+ 1. O

Twierdzenie (konstrukcja Mycielskiego). Niech rodzina graféw {Gn},-, bedzie zadana w nastepujacy
spos6b: G jest jednowierzchotkowym grafem, G5 jest jedna krawedzia. G;11 definiujemy rekurencyjnie:
bierzemy kopie G; i kopiujemy kazdy jej wierzchotek (bez zadnych krawedzi) a nastepnie taczymy kazdy
skopiowany wierzchotek z sasiadami kopiowanego wierzchotka. Dodajemy nowy wierzchotek w i taczymy
go ze skopiowanymi wierzchotkami. W tak zadanej rodzinie zachodzi V,, w(G,,) = 2, x(G) = n.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukecyjny. Baza jest oczywista. Gdyby G;4+1 mial trojkat i nalezal
do niego w, to pozostalymi dwoma wierzchotkami bytyby (niepolaczone) skopiowane wierzchotki. Jesli
trojkat zawiera jakies skopiowane wierzchotki, to mozemy je zastapi¢ wierzchotkami, ktore kopiuja (nie
sa z nimi polaczone, wiec nie ma ich w tym trojkacie). W ten sposdb otrzymujemy trojkat w G; —
sprzecznosé. Zalozmy, ze mamy kolorowanie G4 1 za pomoca i koloréw. Zaden skopiowany wierzcholek
nie ma tego koloru, co w. Mozemy zdefiniowa¢ kolorowanie (G; w nastepujacy sposéb: wierzchotki G;
pokolorowane inaczej niz w utrzymuja swéj kolor, a te pokolorowane tak samo jak w dostaja kolor swojej
kopii. Jest to poprawne kolorowanie, bo kopie wierzchotkéw maja identyczne sasiedztwo, co kopiowane
wierzcholki (i kolory tego sasiedztwa nie zmieniajg si¢ w takiej procedurze, bo na wstepie sg inne niz kolor
w). W ten sposob zdefiniowaliémy poprawne kolorowanie G; za pomoca i — 1 koloréw — sprzecznosé. [

Twierdzenie (konstrukcja Tutte’a). Niech rodzina grafow {Gn}”>1 bedzie zadana w nastepujacy spo-
sob: G jest jednowierzchotkowym grafem, G; 11 definiujemy rekurencyjnie: bierzemy zbior wierzchotkow
Iol|I|=i(k—1)+1, gdzie k = |V(G;)|. Dla kazdego X C I : |X| =k dodajemy nad I graf Gx = G, i
pewne skojarzenie doskonale taczace Gx z X. W tak zadanej rodzinie zachodzi V,, w(G,) = 2, x(G,) > n.

Dowdd. Przeprowadzimy dowod indukcyjny. Baza jest oczywista. Gdyby G;4+1 miat tréjkat, to musiatyby
by¢ w nim 2 wierzchotki z I lub 2 z graféw Gx — one jednak sa niepolaczone. Zaldozmy, ze ¢ jest i-
kolorowaniem G;1. Z zasady szufladkowej istnieje zbiér k wierzchotkow X o jednym kolorze, jego graf
Gx jest pokolorowany bez tego koloru, wiec i—1 kolorami, co daje sprzecznosé z definicja Gx i zalozeniem
indukcyjnym. Zatem x(Gir1) =i+ 1. O

Twierdzenie (grafy przesunieciowe; Erdés-Hajnal). Niech rodzina grafow {Gn}n>2 bedzie zadana w
nastepujacy sposob: V(G,,) = {(4,7) : 1 <i < j < n}, (ij) (k) € E(G,) < j=kVi=~{ (przedzialy
o konicach w liczbach naturalnych, ktore sa takie, ze jeden sie zaczyna, a drugi konczy). W tak zadanej
rodzinie zachodzi V,, w(G,) = 2, x(G,) > [logn].

Dowdd. Dla potaczonych krawedzia (i,7), (k,¢) zalézmy bez straty ogolnosci, ze j = k. Wtedy jesli
(d,t)(i,7) € Gy, to albo t =i, albo d = j = k 1 w obu przypadkach nie ma krawedzi (d,t)(k, (). Zatem
G, nie ma trojkatow. Wezmy kolorowanie ¢ : V(G,) — [k] i dla kazdego ¢ € [n] zdefiniujmy zbior
Xi =A{¢Gy):jefi+1,...,n}}. Mamy i # j = X; # X,, bo jedli #(ij) = «, to X, nie moze
zawiera¢ koloru o (poprawnosé kolorowania), a X; go zawiera. Zatem n < 2%, czyli k > [logn]. O
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Twierdzenie (uogélnione grafy przesunieciowe; Erdds-Hajnal). Niech rodzina grafow {G, x},, 1~y be-
dzie zadana w nastepujacy sposob: V(G,,) = ([z}), dwie k-krotki {z; < ... <k}, {y1 <...<yx} sa
polaczone krawedzia, jesli zo = y1,..., Tk = Yr—1 lub yo = x1,...,yx = Tr—1 (przesuniecie o jeden

element). W tak zadanej rodzinie zachodzi V,, w(Gpn i) = 2, x(Gn k) = [logk n—‘

Dowdd. Biorac dwie k-krotki polaczone krawedzia widzimy, ze zaden inny sasiad jednej nie moze
byé sasiadem drugiej, zatem nie ma trojkatéw. Dowod drugiej wlasnosci przeprowadzimy indukcyij-
nie, baza sa standardowe grafy przesunieciowe. Niech ¢ : V(G, ) — [r] bedzie poprawnym kolo-
rowaniem. Dla kazdej (k — 1)-krotki 7 < ... < xp_1 € (k[f]l) definiujemy za jego pomoca zbidr
(1. xk—1) ={d(x1,.. ., k-1, %) : 7 € {xk—1+ 1,...,n}}. Pokazemy, ze ¢’ jest poprawnym koloro-
waniem G, ;—1. Wezmy dowolne (k —1)-krotki polaczone krawedzia {a1 < ... < ap—1}i{as <... < ax}.
Mamy ¢(aq,...,ax) € ¢'(a1,...,ap—1) 1 d(a1,...,ax) ¢ ¢'(as, ..., ax), bo inaczej dwa sasiadujace wierz-

chotki bylyby tak samo pokolorowane. Mamy zatem 2" > x(Gy k—1) = [logkf1 n_‘ ,ezylir > [logk n_‘ . O

1.2.8 LICZBA CHROMATYCZNA A LICZBA KOLORUJACA

[ Liczba chromatyczna a liczba kolorujaca grafow.

Definicja. Definiujemy liczbe kolorujaca grafu G jako najmniejsza taka liczbe k, ze istnieje porzadek
liniowy w1, ...,v, na wierzchotkach G taki, ze dla kazdego i € [n] jest |Ng (v;) N{v1,...,v;_1}] < k.
Piszac znaczkami:

col (G) = min max NG (v() 0 {voq);-- - vai-n }| + 1.

Jesli col (G) = k, to w porzadku o o tym $wiadczacym wierzcholki maja mniej niz k sasiadow wezesniej-
szych od nich w o, wiec zachlanny algorytm kolorujacy swiadczy o tym, ze x (G) < k = col (G). Do tego
zachodzi nastepujace

Twierdzenie. Zachodzi col (G) = max{§ (H): H C G} + 1.

Dowdd. (<) Ustawiamy wierzcholki od kornca: niech v, bedzie wierzchotkiem o minimalnym stop-
niu w G, v; definiujemy jako wierzcholek o minimalnym stopniu w G — {v11,...,v,}. Mamy

|INg(vi) N {v1,...,vic1} = (G — {vig1,...,vn}) <max{6(H): H C G}, co koriczy dowod.

(=) Wybierzmy Hy C G taki, ze §(Hy) = max{6(H): H C G}. Dla kazdego liniowego porzadku
v1,...,Vy istnieje pewien wierzcholek v;, ktory jest ostatnim w tym porzadku wierzchotkiem Hy. Mamy
|INg(vi) N {v1,...,vj—1}| = §(Ho) = max{6(H) : H C G}, co konczy dowdd. O

Wartos¢ max {6 (H) : H C G} nazywamy degeneracja grafu G. Degeneracje i liczbe kolorujaca G jestesmy
w stanie wyznacza¢ w czasie wielomianowym (a nawet liniowym) od rozmiaru G, natomiast wyznaczenie
X (G) jest NP-zupelne (nawet stwierdzenie 3-kolorowalnosci jest NP-zupelne). Liczbe kolorujaca mozna
wiec traktowaé jako przyblizenie liczby chromatycznej. Bytoby mito, gdyby zachodzito col (G) < f (x (G))
dla pewnej funkcji f. Nie jest to jednak prawda: dla petlnego grafu dwudzielnego K, ,, liczba chromatyczna
to 2, natomiast K, ,, ma minimalny stopieri n, wiec col (G) > n + 1 (a nawet zachodzi r6wnosé¢). Zatem
liczbe chromatyczna i kolorujaca mozna odseparowaé¢ dowolnie bardzo.

1.2.9 PRZEPLYWY

Przeptywy w sieciach. Twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju.
Wypowiedz i dowod.
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Definicja. Siecia przeptywowa nazywamy piatke (V, E, s, t, c), gdzie:
e (V,E) jest grafem skierowanym (czyli E CV x V).

e s,t € V sy wyszczegOlnionymi wierzchotkami. s nazywamy zrédlem — moze by¢ tylko poczatkiem
krawedzi. ¢ nazywamy ujsciem — moze by¢ tylko konicem krawedzi.

e c jest funkcjg ¢ : E — Ny zwang funkcjg przepustowosci.
Definicja. Dla zadanej sieci przepltywowej (V, E, s, t,c) przeptywem catkowitoliczbowym nazywamy
funkcje f : E — N spelniajaca warunki:

e warunek przepustowosci: dla kazdej krawedzi (u,v) € E jest f(u,v) < c(u,v).

e warunek zachowania przepltywu (prawo Kirchoffa): dla kazdego wierzchotka v € V' \ {s,t} jest

Z flu,v) = Z flv,w).

w:(u,v)EE w:(v,w)eEE

Wartoscia przeptywu nazywamy val(f) = ZU:(S V)EE f(s,v). Przeplyw jest maksymalny, jesli jego wartos¢
jest najwieksza mozliwa.

Definicja. Przekrojem w sieci przeptywowej (V. E, s,t, ¢) nazywamy kazda pare (S,T), gdzie S, T C V
stanowig podzial V oraz s € S,t € T. Przepustowosé przekroju definiujemy jako

oS, T)= Y eluv),
(u,v)EE:
ueS,weT

a dla zadanego przeptywu f przeplywem przez przekr6j nazywamy wartosé

F8T) = > fuv)— > flwuw).
(u,v)€E: (v,u)eE:
ues,veT ues,veT

Lemat. Niech f bedzie dowolna funkcja przeptywu w sieci (V, E, s,t, ¢). Dla kazdego przekroju (S,T)
zachodzi: f(S,T) < ¢(S,T) oraz val(f) = f(S,T) (w szczegolnosci: przepltyw kazdego przekroju jest taki
sam).

Dowdd. Pierwsza wtasno$¢ wynika wprost z definicji przepustowodci i przeptywu. Drugiej wlasnosci do-
wodzimy indukcyjnie po liczbie wierzchotkow S: dla |S| = 1 mamy S = {s}, wtedy teza zachodzi z
definicji val(f). Rozwazmy przekrdj (S,T) z |S| > 2. Niech x € S,  # s. (8',7") = (S\ {z},T U {x})
jest przekrojem o mniejszym pierwszym zbiorze, indukcyjnie val(f) = f(S',T7). Jest S"UT =V \ {z},
wiec mamy

F8.T) = f(S,T) = Y flur,z)— > fla,v)

(u1,z)EE (z,v1)€EE
’U.1€S/ ’U1€S/
+ Z f(’LQ,iIf) - Z f(f,'l)g)
(u2,z)EE (z,02)EE
ug €T vo €T
= Z f(u,x)— Z f(x,v)zO,
u:(u,x)EE vi(z,v)EE
co konczy dowdd. O

Definicja. Przekroj (S’,T") w sieci przeplywowej nazywamy minimalnym, jesli zachodzi
c(S8',T") = min{c(S,T) : (S,T) jest przekrojem} .

Przepustowo$¢ minimalnego przekroju ogranicza z gory warto$é funkcji przeptywu, bo ¢(S,T) >

F(S,T) = val(f).
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Definicja. Niech S bedzie siecig przeptywowa, a f przeplywem w niej. Sciezka powiekszajaca przeptyw
f w sieci S nazywamy ciag vy, va, . . ., vk, spelniajacy dla kazdego i € [k — 1] warunek: albo (v;,v;y1) € E
oraz f(vi,vi4+1) < c(vi,viq1) (krawedz zgodna ze Sciezka), albo (viy1,v;) € F oraz f(vit1,v;) > 0
(krawedz przeciwna do Sciezki)

Jesli istnieje $ciezka powiekszajaca od s do ¢, to przeplyw f mozna powiekszy¢ o pewna wartosé val > 1,
zwiekszajac o nig przeplyw na krawedziach zgodnych ze Sciezka i zmniejszajac na przeciwnych do Sciezki.
Twierdzenie (Ford, Fulkerson 1962). Niech S = (V| E, s,t, ¢) bedzie siecia przepltywowa a f przeptywem
w niej. Nastepujace warunki sa rownowazne:

e f jest przeptywem maksymalnym.

e w sieci nie istnieje Sciezka powiekszajaca od s do t.

e dla S ={veV: istnieje $ciezka powiekszajaca od s do v} 1T = V'\ S para (S, T) jest przeptywem

o f(S,T)=c(S,T).

Dowdd. (1 = 2) Istnienie $ciezki powiekszajacej od s do ¢t gwarantuje, ze mozna powiekszy¢ przeptyw.

(2 = 3) Mamy t ¢ S oraz s € S (Sciezka powiekszajaca moze by¢ trywialna), wiec (S,T) jest
przekrojem. Dla kazdej krawedzi (u,v) € E takiej, ze u € S,v € T zachodzi f(u,v) = ¢(u,v), bo inaczej
Sciezke powiekszajaca od s do u mozna rozszerzyé o te krawedz, co przeczy v ¢ S. Z tych samych
powodow dla kazdej krawedzi (v,u) € E takiej, ze u € S,v € T zachodzi f(v,u) = 0. Zatem z definicji
przeptywu przez przekroj i przepustowosci przeptywu mamy f(S,T) = ¢(S,T).

(3 = 1) Mamy val(f) = f(5,T) < ¢(5,T), wiec rownos¢ zamiast nier6wnosci gwarantuje, ze przepltyw
jest maksymalny. O
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I.3 Metody Algebraiczne Informatyki

1.3.1 GruUPY

Grupy, homomorfizmy, kongruencje.
definicja potgrupy, monoidu, grupy z przykladami
abelowosé - przyklady (negatywne i pozytywne)
generator grupy, grupy cykliczne
rzad grupy i rzad elementu grupy
podgrupy i warstwy podgrupy w grupie, indeks podgrupy
Twierdzenie Lagrange’a dla grup (bez dowodu)
podgrupy normalne (definicja i nietrywialny przyktad dla grupy nieabelowej)
kongruencje w grupach
homomorfizm, epimorfizm, monomorfizm, izomorfizm, endomorfizm, automorfizm grup
jadro, obraz homomorfizmu - podstawowe wlasnosci

Definicja. Poélgrupa nazywamy pare (G, ), gdzie G jest zbiorem a - : G X G — G jest dzialaniem
tacznym, czyli (a-b)-c=a-(b-¢) dla a,b,c € G. Monoidem nazywamy polgrupe posiadajaca element
neutralny e, czyli taki, ze e-a = a-e = a dla kazdego a € G. Grupa nazywamy monoid, w ktorym kazdy

element ma element odwrotny, czyli dla kazdego a € G istnieje a~! € G takie, ze a-a" ! =a"'-a=ce.

i pélgrupa: (Z>07+)7
e monoid: (Zso, '), stowa nad zadanym alfabetem z konkatenacja,

® grupa: (Za +)7 (R \ {0}7 ) .

Definicja. Grupa (G, -) jest abelowa (przemienna), gdy a-b = b-a dla wszystkich a,b € G. Grupy abelowe
to na przyktad (Z,+) czy (R\ {0},-). Nieabelowe grupy to na przyktad S3 (bo (12) (23) # (23) (12))
albo grupa macierzy nieosobliwych z mnozeniem GL,, (R).

Definicja. Podgrupa grupy G nazywamy zbior H C G, ktory jest grupa z dziataniem indukowanym z
G,toznaczy e € H,a,be H = ab€ H,a € H = o~ ! € H. Réwnowaznie mozna powiedzieé¢, ze
H+#0iabe H = ab~! € H. Wprowadzamy oznaczenie H < G.

Definicja. Niech G bedzie grupa i g € G. Podgrupa generowana przez g nazywamy zbior (g) = {g" :
n € Z}, ktory jest grupa z dzialaniem indukowanym z G. G jest cykliczna, jedli istnieje takie g, ze
G = (g). g nazywamy wtedy generatorem grupy. Kazda grupa cykliczna jest abelowa. Wszystkie grupy
cykliczne o ustalonej liczbie elementow sg izomorficzne.

Definicja. Rzedem grupy G nazywamy liczbe jej elementow |G|. Rzedem elementu g € G nazywamy
rzad grupy (g). Rownowaznie jest to najmniejsze takie n € N, ze ¢ = e (jesli takie n nie istnieje, to rzad
jest nieskoniczony). Wtedy mamy (g) = {e, g, g% ..., 9" '}.

Definicja. Lewostronnymi warstwami podgrupy H < G nazywamy rodzing zbiorow {aH :a € G} =
{{ah : h € H} : a € G}. Analogicznie mozemy zdefiniowa¢ prawostronne warstwy {Ha:a € G} =
{{ha : h € H} : a € G}. Zauwazmy, ze warstwy moga sie pokrywac, to znaczy moze zachodzi¢ aH = bH
dla a,b € G. Indeks podgrupy H w grupie G, oznaczany [G : H], to liczba lewostronnych (réwnowaznie:
prawostronnych) warstw H w G.

Twierdzenie (Lagrange). Niech G bedzie skoniczona grupa, H < G. Wtedy |G| = |H|[G: H]. W
szczegdlnosci |H| | |G-
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Definicja. Niech H < G. H nazywamy podgrupa normalna G (co oznaczamy H < G), jesli dla kazdego
a € G mamy aH = Ha. Inaczej méwiac, dla kazdego a € G i h € H zachodzi aha™! = I’/ dla pewnego
heH.

W szczegdlnosei kazda podgrupa grupy abelowej jest normalna. W grupie nieabelowej S, (dla n > 3)
mamy podgrupe normalng permutacji parzystych A,,. Jest to podgrupa normalna, bo znak jest multi-
plikatywny, czyli sgn (aha’l) = sgn (a)2 sgn(h)=1dlahe€ A,ia€sS,.

Definicja. Niech G bedzie grupa. Kongruencja w G nazywamy relacje rownowaznosci = na elementach
G zgodna z dzialaniem, to znaczy jeslia=a’ i b=V, to ab=a'l/.

Jesli = jest kongruencja na elementach G, to mozemy zdefiniowaé grupe ilorazowa G/E ={[a]_ : a € G}
z dziataniem [a]_ [b]_ = [ab]_. Jest ono poprawnie zdefiniowane, bo jesli wezmiemy o’ € [a]_ i b € [b]_,
to mamy [a’b']_ = [ab]_. Jesli H jest podgrupa normalna G, to a =g b <= ab~! € H jest kongruencja,

co daje nam grupe ilorazowa podgrupy H zdefiniowang, jako G/ H = G/E 0

Definicja. Niech (G,-), (G’,x) beda grupami. h : G — G’ nazywamy homomorfizmem, jesli h (a - b) =
h(a)*h(b). Jesli h jest:

e surjekcja, to nazywamy go epimorfizmem.

iniekcja, to nazywamy go monomorfizmem.

bijekcja, to nazywamy go izomorfizmem.

e odwzorowaniem G — G (czyli G’ = G), to nazywamy go endomorfizmem.

endomorfizmem i izomorfizmem, to nazywamy go automorfizmem.

Propozycja. Niech G, G’ beda grupami o elementach neutralnych e, e’, h : G — G’ homomorfizmem.
Zachodzi h(e) =€ ih(a™t) = h(a)™" dlaaca.

Dowdd. Mamy h(e) = h(e-e) =h(e)h(e), czylie’ = h(e). Mamy €/ = h(e) = h(aa™') =h(a)h(a™t).

Definicja. Obrazem homomorfizmu h : G — G’ nazywamy zbior imh := h (G) C G'. Jadrem h nazy-
wamy zbior kerh := h~!(¢/) = {g € G : h(g) = €'}, gdzie ¢’ € G’ jest elementem neutralnym.

Obraz homomorfizmu h jest podgrupa G’. Jadro homomorfizmu jest podgrupa normalng G. kerh =
{0} wtedy i tylko wtedy, gdy h jest monomorfizmem. Zachodzi tak zwane (pierwsze) twierdzenie o

izomorfizmie: istnieje izomorfizm miedzy G/ker paimh.

1.3.2 PIERSCIENIE I CIALA

Ciala, pierscienie i wielomiany.
pierscien — definicja i przyktady
cialo — definicja i przyktady (negatywne i pozytywne, skoriczone i nieskoniczone)
grupa addytywna i multiplikatywna w ciele
pierscien wielomianéw nad cialem — wielomiany jako ciagi, stopient wielomianu, dzialania
na wielomianach (dodawanie i mnozenie jako pierscien)
e pierwiastki wielomianu, Twierdzenie Bézout’a (bez dowodu)
e Twierdzenie interpolacyjne Lagrange’a (bez dowodu)

Definicja. Pier§cieniem nazywamy uktad (R, +,-) zlozony ze zbioru R i dwoch dzialan (dodawania i
mnozenia), takich, ze (R, +) jest grupa abelowa (w ktorej element neutralny oznaczamy 0), mnozenie
jest taczne i dodawanie jest obustronnie rozdzielne wzgledem mnozenia: x (y + z) = xy+zz i (v +y)z =
xz+yz. Pierdcienn nazywamy pierscieniem z jedynka, jesli istnieje element neutralny mnozenia oznaczany
1. Pierécien jest przemienny, jesli mnozenie jest przemienne.
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Przyklady pierscieni: Z, Z/nZ (reszty modulo n), macierze kwadratowe M,,,, (C). Piersciei macierzy
nie jest pierécieniem przemiennym.

Definicja. Cialem nazywamy pierscieri przemienny z jedynka F = (F,+,-), w ktorym kazdy element
poza 0 posiada element odwrotny wzgledem mnozenia.

Cialem jest na przyktad Z/pZ, gdzie p jest pierwsze (istnienie odwrotnosci wynika z rozszerzonego
algorytmu Euklidesa), ale Z/nZ dla ogélnego n juz nie jest cialem — jesli n = ab dla a,b > 1, to w takim
pierécieniu a - b = n = 0. Gdyby a miato odwrotnosé, to bytoby b = 0, czyli n | b, sprzecznosc.

Cialem jest Q lub R, ale Z juz nie — nie umiemy odwracac.

Definicja. Grupa addytywna ciata F nazywamy grupe (F, +). Grupa multiplikatywna nazywamy grupe
(F*,-), gdzie F* = F \ {0}.

Definicja. Niech F bedzie ciatem. Wielomianem nad F nazywamy dowolny ciag A = (ag,ay, .. .), ktory
od pewnego momentu jest zerowy, czyli istnieje takie ng € N, ze dla n > ng jest a,, = 0. Takie wielomiany
tworza, zbior oznaczany F [X]. Stopieri wielomianu definiujemy jako deg A = max{n € N : a,, # 0}. Jesli
A=(0,0,...), to przyjmujemy deg A = —o0.

Wprowadzamy dzialania na wielomianach. Dodawanie definiujemy wspotczynnik po wspotezynniku:
(ao,al, .. ) + (b(),bl, . ) = (ao + b07a1 + bl, .. )

Mnozenie definiujemy przez splot:

(Cbo,al,...) . (bo,bl,...) = (Co,cl,...),

gdzie:
k
C = Z aibk_i.
1=0

Wielomiany zazwyczaj zapisujemy jako A (X) = ZZ:O ap X*, gdzie X jest zmienna formalng. W takiej
formie tatwo jest zapisa¢ mnozenie jako >, _, arX k. oo beX t = ZI(;” Ef:o a;br_; X*. Sprawdzenie,
ze tak zdefiniowane dzialania zadaja strukture pierécienia przemiennego z jedynka jest natychmiastowe.

Kazdy wielomian A (X) = Y"}_, aX"* wyznacza funkcje wielomianowa A : F > x +— Y }_, axz®. Rozne
wielomiany moga produkowaé te sama funkcje, na przyktad z i 23 nad Z/3Z.

Definicja. a € F nazywamy pierwiastkiem wielomianu A (X), jesli istnieje taki wielomian B (X), ze
(X —a)B(X) =A(X).

Twierdzenie (Bézout). a € T jest pierwiastkiem wielomianu A (X) wtedy i tylko wtedy, gdy A (a) = 0.

Twierdzenie (Lagrange). Niech ao,...,a, € F beda roznymi elementami ciata. Ustalmy dowolne ele-
menty by, . ..,b, € F. Wtedy istnieje dokladnie jeden wielomian W (X) nad I stopnia co najwyzej n, dla
ktorego zachodzi W (a;) = b;. Moze on by¢ zadany wzorem

n o X —a;
W (X) :ZbiL.
=0

Hj#ai 7aj
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1.3.3 CIALA SKONCZONE

Ciata skoiiczone, ich przyktady.
o charakterystyka i rzad ciala skoriczonego (mozliwe wartosci, zwiazek miedzy nimi, ze zna-
jomoscia dowodu)
kiedy grupa multiplikatywna ciala skoniczonego jest cykliczna? (bez dowodu)
Male Twierdzenie Fermata (ze znajomoscia dowodu), Twierdzenie Eulera (bez dowodu)
Chinskie twierdzenie o resztach (bez dowodu)
Tozsamos¢ Bézout’a (bez dowodu) — jaki jest zwiazek z rozszerzonym algorytmem Euklidesa
Zastosowanie rozszerzonego algorytmu Euklidesa w praktyce (bez dokladnego opisu algo-
rytmu) w rozwiazywaniu liniowego réwnania modularnego i obliczanie odwrotnosci modu-
larnych

Definicja. Charakteryst ciala F nazywamy najmniejszg taka liczcbe c e Ny, zec-1: =1+ ... +1=0.
J ystyka ywamy najmniejsza taka liczbe +
¢ razy
Jesli taka liczba nie istnieje, to méwimy o charakterystyce réwnej 0.
Definicja. Rzedem ciala nazywamy liczbe jego elementow.

Propozycja. Jesli cialo F ma charakterystyke 0, to ma nieskoniczony rzad.

Dowdd. Elementy 1,1+ 1,141+ 1,... sa parami rézne. Istotnie, gdyby bylon-1=m-1dlan > m, to
(n —m) -1 =0 daje sprzecznosé z charakterystyka 0. O

Propozycja. Jesli ciato F ma charakterystyke n > 0, to n jest liczba pierwsza.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze n = ab dla a,b > 1. Wtedy mamy

O=n-1=1+...+41=0+...+ D)1 +...+1)=(a-1)(b-1).

n razy a razy b razy

7 tego wynika, a-1 =0 1lub b-1 = 0, co daje sprzecznos¢ z minimalnoscia n. O
Propozycja. Jesli cialo F ma skonczony rzad i charakterystyke p, to |F| = p* dla pewnego k € N.

Dowdd. Mozemy patrzeé¢ na F jak na przestrzen wektorowa nad cialem Z/pZ, w ktoérej mnozenie przez
skalar (element Z/pZ) zadane jest przez a - & = x + ...+ 2. Poprawnos¢ tej definicji wynika z tego, ze
—_———

a razy
jeslia=ad +tp,toa’ -z =a-x+tp-x = a-x. Istnieje zatem baza by, ..., by przestrzeni F nad Z/pZ.
Kazdy element F ma jednoznaczny zapis a1b1 + ...+ apb, dla aq,...,ar € Zy, co daje teze. O

Najprostszym przykladem ciata skonczonego jest Z/pZ dla pierwszego p, ktére ma rzad p. Inne ciata
skoriczone powstaja z przestrzeni wektorowej nad Z/pZ poprzez zadanie na niej mnozenia (zazwyczaj w
calkiem nietrywialny sposob). Jesli h jest nierozkladalnym wielomianem nad Z/pZ stopnia n, to zbior
wielomianéw nad Z/pZ stopnia mniejszego niz n z mnozeniem i dodawaniem modulo h tworzy cialo
skonczone o p™ elementach.

Twierdzenie. Niech F bedzie ciatem o skoriczonym rzedzie. Grupa multiplikatywna (F*, -) jest cykliczna.

Twierdzenie (Mate Twierdzenie Fermata). Niech p bedzie liczba pierwsza. Wtedy dla a € (Z/pZ)*
zachodzi aP~1 = 1.

Dowdd. Zauwazmy, ze odwzorowanie (Z/pZ)* > x v ax € (Z/pZ)" jest bijekcja. Istotnie, jesli ax = ax’

dla z,2" € (Z/pZ)*, to mnozac przez odwrotnosé a dostajemy x = 2. Zatem mamy iniektywnosé, co
wobec réwnolicznosci dziedziny i przeciwdziedziny daje bijektywnosé. Wobec tego

p—1 p—1 p—1
[[i-I[ai-a ]
i=1 i=1 i=1
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Mamy []? i # 0, wiec mnozac obustronnie przez odwrotno$é dostajemy teze. O

Twierdzenie (Euler). Niech n € N, . Niech a bedzie wzglednie pierwsze z n. Wtedy a#™ =1 (mod n),
gdzie ¢ (n) oznacza funkcje Eulera (liczbe liczb wzglednie pierwszych z n, mniejszych od n).

Twierdzenie (Chiriskie Twierdzenie o resztach). Niech m,n € N beda wzglednie pierwszymi liczbami
naturalnymi (czyli nie maja wspolnych dzielnikow, ged (m,n) = 1). Wtedy odwzorowanie
(Z/mnZ) > x — (x mod m,xmodn) € (Z/mZ) x (Z/nZ)
jest bijekcja. Inaczej moéwiac, uktad réwnan
z=a (modm)
x=0b (modn)

ma dokladnie jedno rozwiazanie modulo mn.

Twierdzenie (Tozsamos$é¢ Bézout’a). Niech a, b € Z. Istnieja takie liczby catkowite z,y € Z, ze

az + by = ged (a,b) .

Aby wyznaczy¢ x,y stosujemy rozszerzony algorytm Euklidesa: aby znalezé ged (a, b) rozpisujemy a =
gb+r i wywolujemy sie rekurencyjnie na b, r. Mamy ged (a, b) = ged (b, r). Jesli znajdziemy wspotezynniki
a',y’ takie, ze ba’ + ry’ = ged (b, r), to znalezienie odpowiednich wspolezynnikow dla a,b polega na
podstawieniu x = 3/, y = 2’ — ¢. Algorytm Euklidesa pozwala nam efektywnie wyznacza¢ odwrotnoscé
a modulo n dla a wzglednie pierwszego z n. Tozsamo$é Bézout’a daje nam bowiem ax + ny = 1, czyli
r=a"! (mod n).

Jesli chcemy rozwiazac rownanie modularne az = b (mod n), to zaczynamy od wyliczenia d = ged (a, n).
Jesli d 1 b, to rownanie nie ma rozwiazania (bo gdyby mialo, to byloby b = ax + tn dla pewnego t).
Jesli d | b, to wystarczy rozwiaza¢ réwnanie §x = % (mod %). Mamy ged (%, %) =1 i mozemy policzy¢
odwrotnosé¢ .

1.3.4 L1CcZBY ZESPOLONE

Ciato liczb zespolonych.

e cialo liczb zespolonych jako rozszerzenie ciata liczb rzeczywistych

e wspoOlrzedne kartezjariskie i biegunowe (czeS$¢ rzeczywista i urojona, modul i argument,
postaé iloczynu w ukladzie biegunowym)

e sprzezenie zespolone

e postaé trygonometryczna i wyktadnicza

o wzor de Moivre’a, pierwiastki n-tego stopnia z jedynki - co to znaczy, ze tworza podgrupe
cykliczng,

e logarytm naturalny z liczby zespolonej

e Zasadnicze Twierdzenie Algebry (bez dowodu)

Definicja. Ciatem liczb zespolonych nazywamy zbior C = {a+bi : a,b € R}, gdzie i> = —1. Dodawanie
definiujemy wzorem (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i, natomiast mnozenie (a + bi)(c + di) =
(ac — bd) + (ad + be)i. Liczby rzeczywiste utozsamiamy z liczbami zespolonymi postaci a + 0i. Dlatego
R C C. Méwimy, ze C jest rozszerzeniem ciata liczb rzeczywistych.

Definicja. Zapis z = = + iy nazywamy postacig kartezjaiiska liczby zespolonej. Definiujemy czesé rze-
czywista 1 urojong z jako Re(2) = 2 1 Im (2) = y.

Definicja. Plaszczyzne liczb zespolonych utozsamiamy z R2. Liczbie z +iy odpowiada punkt (x,3). Mo-
dulem liczby z = = + iy nazywamy liczbe |z| = /22 + y2. Argumentem liczby zespolonej nazywamy taki
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kat o, ze z = |z| (cos p+isin ). Argument nie jest wyznaczony jednoznacznie. Jezeli ¢ jest argumentem,
to ¢ + 2km rowniez. Dlatego definiuje sie argument gtowny Arg(z) € (—m, 7.

Zapis z = r (cosp + isinp), gdzie r = |z| i ¢ = Arg(z), nazywa sie postacia biegunowa (trygonome-

tryczna) liczby zespolonej. Mnozenie w postaci biegunowej wyglada nastepujaco:

r1(cos 1 + isinpy) - ro(cos pg + isin ) =
7172 (COS (1 €OS P — sin 1 sin @y + i (Cos @7 Sin Yo + sin 1 cos @y)) =

rira(cos(p1 + @2) + isin(p1 + ¢2)).
Zatem moduly sie¢ mnoza, a argumenty dodaja.
Definicja. Dla z = x + iy definiujemy sprzezenie Z = x — iy.

Propozycja. Zachodzi
2w = |z[w],

2| =0 <= 2=0,

=2,
Z4+w=7z+w,
ZW = zw,
L -
=2 dlaz#o.
z |7

Korzystajac ze wzoru e = cosx + isinz (wynika on z definicji tych funkcji jako szeregéw potegowych)
dostajemy z = 7(cos ¢ + isin @) = re’?. Jest to posta¢ wykladnicza liczby zespolonej.

Twierdzenie (de Moivre). Dla z = r(cos ¢ + isin ) oraz n € Z zachodzi z" = r™(cos(ny) + i sin(ny)).
Réwnowaznie (re’?)"™ = rnen®,

2k

2km
n

Szukamy rozwiazan (pierwiastkow) réwnania z™ = 1. Poniewaz 1 = e?*™  otrzymujemy z = e“ dla
k=0,...,n— 1. Istnieje wiec doktadnie n takich pierwiastkoéw. Tworza one zbior:

Hn = {LC?CQa . 'aCnil}a

gdzie ( = e™» . ( nazywamy pierwotnym pierwiastkiem z jedynki stopnia n. Zbiér pu, z mnozeniem jest
grupa cykliczna, ktérej generatorem jest (.

Chcemy rozwiazaé e¥ = z. Niech z = re??. Wtedy w = Inr + i(¢ + 2kw). To prowadzi nas do definicji
logarytmu z liczby zespolonej log z = {In |z| + i(Arg z 4+ 2kw) : k € Z}. Logarytmem gléwnym nazywamy
wartosé

Log(z) = In|z| + i Arg(2).

Twierdzenie. Kazdy niezerowy wielomian P(X) = a, X" + ... + ap nad C stopnia n > 1 posiada
przynajmniej jeden pierwiastek zespolony.

W konsekwencji kazdy wielomian stopnia n nad C rozktada si¢ na iloczyn czynnikéow liniowych P(X) =
an(X — A1)+ (X — \y,), gdzie pierwiastki liczymy z krotnosciami.
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1.3.5 WYZNACZNIK MACIERZY

Wyznacznik, minory i rozwiniecie Laplace’a.
definicje wyznacznika: aksjomatyczna i permutacyjna
definicja minora macierzy
wzOr na rozwiniecie Laplace’a
macierz dopelnieri algebraicznych, macierz dolaczona i zwiazek z macierza odwrotna (bez
dowodu)
e rozwiazywanie ukladéow rownan liniowych metoda wyznacznikow, wzory Cramera (bez do-
wodu)

Definicja. Niech M, «, (K) bedzie zbiorem macierzy kwadratowych nad cialem K. Wyznacznikiem na-
zywamy funkeje det : M, «,,(K) — K spelniajaca nastepujace wlasnosci:

1. det jest n-liniowy, czyli liniowy wzgledem kazdej kolumny osobno. Zatem

det ([v1,...,qv; + Bw;, ..., vy]) = adet ([v1,. .., vy ..., 0]) + Bdet (U1, ... Wiy ...y vp]) .

2. det jest alternujacy, czyli jesli dwie kolumny macierzy A sa identyczne, to det(A) = 0.
3. wyznacznik macierzy jednostkowej wynosi det(I,,) = 1.
Z tych wtasnosci wynikaja fakty:
e zamiana dwoch kolumn zmienia znak wyznacznika,
e dodanie wielokrotnosci jednej kolumny do drugiej nie zmienia wyznacznika,

e macierz z zerowa kolumng ma wyznacznik réwny zero.
Twierdzenie. Jesli wyznacznik istnieje, to jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowdd. Niech A € M, (K). Jesli kolumny A sa liniowo zalezne, to det (A) = 0, bo mozna za pomocg
dodawania wielokrotnosci innych kolumn sprowadzi¢ A do macierzy z zerowa kolumng. Zalej zaktadamy,
ze kolumny A sa liniowo niezalezne.

Wiemy, ze det () = det([e1,...,e,]) = 1. Kolumny A sa generowane przez ej,...,e,, ale przez
€9, ...,€, juz nie (wtedy bylyby liniowo zalezne). Zatem istnieje taka kolumna a; = Z?Zl aje;, ze
a1 # 0. Za pomoca mnozenia przez skalar i dodawania kolumn do siebie otrzymamy wyznacznik
det ([a, €2, ..., e,]). Wektory a;,ea, ..., e, dalej generuja wszystkie kolumny A (bo mozna przedstawié
e1 jako ich kombinacje liniowa). Powtarzajac ten argument dla kolejnych wektorow bazowych ostatecznie
otrzymamy wyznacznik macierzy sktadajacej sie z kolumn macierzy A wystepujacych w jakiejs kolejnosci.
Zamieniajac te kolumny miejscami dostaniemy wyznacznik A. O

Niech S,, oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,...,n}. Wyznacznik macierzy A = [a;;] zadany
jest wzorem

det(A) = Z SgH(U)Hai,a(i),
ogES, =1

gdzie sgn(o) oznacza znak permutacji. Z tego latwo wynika, ze det (A) = det (AT) i wszystko co bylo
powiedziane wyzej dziata rowniez dla wierszy.

Definicja. Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik dowolnej podmacierzy k X k otrzyma-
nej poprzez wybranie k wierszy i k kolumn. Szczegélnie wazny jest minor A;;, czyli wyznacznik macierzy
otrzymanej przez usuniecie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Jest to minor rozmiaru (n — 1) x (n — 1).

Dopelieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe C;; = (—1)"17 A,;;.

Twierdzenie (Rozwiniecie Laplace’a). Wyznacznik mozna rozwinaé wzgledem dowolnego wiersza:

det(A) = Z aijC’ij.
j=1
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Mozna réwniez rozwinaé¢ wzgledem dowolnej kolumny:
n

det(A) = Z aijCij.
i=1

Te rozwiniecia wynikaja z tego, ze jesli ograniczymy sie do o (i) = j, to element a;; mozna przeniesé¢ na
pozycje (1,1) za pomoca i + j zamian wierszy i kolumn. Wtedy mamy o (1) = 1 i wystarczy rozwazaé
permutacje pozostatych elementéw. Rozwiniecie Laplace’a pozwala sprowadzac¢ obliczanie wyznacznikow
stopnia n do wyznacznikéw stopnia n — 1.

Definicja. Macierzg dopelnien algebraicznych macierzy A = [a;;] nazywamy macierz C = [C};] =

[(—l)iﬂ Aij}. Macierza dotaczona (adjungowana) nazywamy macierz adj (4) = CT.

Zachodzi zaleznos¢ Aadj(A) = adj(A)A = det(A)I. W szczegolnosci jezeli det(A) # 0, to: A1 =
Ttl(A) adj(A).

Twierdzenie (Wzory Cramera). Rozwazmy réwnanie macierzowe (uktad réwnan liniowych) Az = b,
gdzie det(A) # 0. Niech A; oznacza macierz otrzymanag z A przez zastapienie i-tej kolumny wektorem b.
Jedynym rozwiazaniem uktadu jest x; = %?t((‘ii)). Jedli det (A) = 0, to uktad moze mie¢ wiele rozwiazan

lub nie mieé¢ zadnych.

1.3.6 ELIMINACJA (GAUSSA

Metoda eliminacji Gaussa i jej zastosowania.
e jakie operacje na macierzy nie zmieniaja jej wyznacznika lub zmieniaja tylko znak?
e opisz metodg eliminacji Gaussa (bez dowodu)
e zastosowania: odwracanie macierzy, rozwiazywanie uktadéw réwnar liniowych, obliczanie
rzedu macierzy i wyznacznika macierzy

Podczas eliminacji Gaussa wykonujemy elementarne operacje na wierszach macierzy W. Istnieja trzy
podstawowe typy operacji:

1. zamiana dwoéch wierszy W; i W; miejscami,
2. pomnozenie wiersza W; przez niezerowsg stala A,
3. dodanie wielokrotnosci jednego wiersza do drugiego: W; — W; + AW;.

Pierwsza z tych operacji zmienia znak wyznacznika, druga powoduje jego przemnozenie przez A (ale nie
wplywa na zerowo$¢), a trzecia zupelnie go nie zmienia.

Celem eliminacji Gaussa jest sprowadzenie macierzy A = [a;;] € My xn (K) do prostszej postaci poprzez
zerowanie elementéw pod diagonala. Przeprowadzamy ja w nastepujacy sposoéb:

1. Znajdujemy niezerowy element w pierwszej kolumnie. Powiedzmy, zZe jest to a;; # 0. Jesli takiego
elementu nie ma, to macierz ma zerowy wyznacznik. Mimo to mozemy kontynuowaé eliminacje:
znajdujemy pierwsza kolumne, w ktorej taki element jest i zamieniamy ja miejscami z pierwsza.
Jesli nie ma takiej kolumny, to koniczymy procedure.

2. Zamieniamy miejscami i-ty wiersz z pierwszym.

3. Odejmujemy wielokrotno$ci nowego pierwszego wiersza od kolejnych wierszy w taki sposéb, aby
cala pierwsza kolumna si¢ wyzerowala (poza pierwszy elementem).

4. Powtarzamy taka procedure dla macierzy bez pierwszego wiersza i kolumny.

Taka procedura wymaga O (n3) operacji w ciele K. Otrzymana macierz A’ jest w postaci gornotrojkatne;j,
czyli wszystkie elementy macierzy lezace pod diagonalg sa zerowe. Wyznacznik takiej macierzy to po
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prostu iloczyn elementéw na diagonali (wynika natychmiast z definicji wyznacznika przez permutacje).
Zatem wyznacznik A jest (z dokladnoscia do znaku) wyznacznikiem macierzy A’.

Rzedem macierzy A nazywamy maksymalna liczbe liniowo niezaleznych wierszy. Zauwazmy, ze eliminacja
Gaussa nie zmienia rzedu macierzy (dodajemy wiersze do siebie). Zatem rzad A to rzad A’, a dla macierzy
goérnotrojkatnej rzad to liczba niezerowych wierszy.

Aby odwroci¢ macierz A (det (A) # 0) wykonujemy na niej eliminacje Gaussa i powtarzamy te same
operacje na macierzy I. W ten sposéb dostajemy macierze A’,I’. Nastepnie wykonujemy procedure
analogiczng do eliminacji Gaussa, ale na kolumnach A’ zamiast na wierszach. Ponownie powtarzamy
wszystkie operacje dla I'. Otrzymujemy macierze A", I"”. A" jest macierza diagonalng (ma niezerowe
elementy tylko na diagonali). Wymnazajac przez ich odwrotnosci (nie ma zer na diagonali z det (A”) # 0)
dostajemy macierz I. Powtérzenie tego samego dla I daje nam macierz A~! odwrotna do A. Poprawnosé
tego algorytmu wynika z faktu, ze kazda z wykonanych operacji moze zostac¢ przedstawiona jako mnozenie
przez pewna macierz. Mamy S;...S A =1, czyli S;... 5,1 = A1,

Rozwazmy rownanie macierzowe (uktad réwnan liniowych) Az = b. Ma ono jednoznaczne rozwiazanie,
jesli det (A) # 0. Mozemy wyznaczy¢ x odwracajac A i wyliczajac = A~'h. Mozemy rowniez przed-
stawié¢ algorytm korzystajacy wprost z eliminacji Gaussa. Rozwazamy macierz rozszerzona (A | b) (czyli
macierz n X (n + 1) powstala przez dopisanie b do A). Wykonujemy na niej kolejne operacje eliminacji
Gaussa macierzy A. Ostatecznie dostaniemy macierz (A’ | '), gdzie A’ jest gornotrojkatna. Uklad row-
nain A’z = b’ latwo jest rozwigza¢. Jesli det (A’) # 0, to ostatni wiersz A’ ma niezerowy tylko ostatni
wspoélczynnik, co jednoznacznie wyznacza ostatni element x, bo ostatnie réwnanie naszego ukltadu to
al,.x, = bl. Przedostatnie rownanie to al,_,,_1Tn_1 + al,_;,xn = bl,_,. Zatem znajac x,, mozna wy-
znaczy¢ x, 1. Kontynuujac w ten sposéb wyznaczamy caly wektor x.

W przypadku, gdy det (A) = 0 sprowadzenie A do postaci gornotrojkatnej rowniez jest pomocne. Mozemy
stwierdzié¢, czy rozwazany uktad réwnari jest sprzeczny, a jesli nie jest, to jak wygladaja jego rozwigzania.
Trzeba tylko uwazaé¢ na operacje zamiany kolumn, ktére moga sie pojawi¢ w eliminacji Gaussa, gdy
det (A) = 0. Odpowiadaja one zamianie zmiennych (zamienieniu ze soba elementéw wynikowego wektora
x). Aby otrzymaé rozwiazanie poczatkowego uktadu rownan nalezy na koniec odwrocié te zamiany.

1.3.7 PRZESTRZENIE WEKTOROWE

Przestrzenie wektorowe (liniowe).
definicja z przykladami
podprzestrzen przestrzeni wektorowej
kombinacja liniowa
zbiér generujacy i zbiér liniowo niezalezny
baza przestrzeni wektorowej i wymiar przestrzeni wektorowej
zbior R,, [X] wszystkich wielomianéw stopnia nie wiekszego niz n jako przestrzen wektorowa.
Podaj wymiar i kilka przyktadowych baz (z dowodem).

Definicja. Niech K bedzie ciatem. Przestrzenia wektorowa nad ciatem K nazywamy zbiér V' wyposazony
w dzialanie dodawania + : V' xV — V i mnozenie przez skalar - : KxV — V. (V| +) jest grupa abelowa o
elemencie neutralnym 0. Odwrotnosé elementu u € V' w tej grupie oznaczamy —u. Do tego dla wszystkich
u,v € V oraz «, 8 € K zachodzi a(u + v) = au + av, (a + B)u = au + fu, (af)u = a(fu) i lu = u.

Kilka przyktadow:
e R™ nad R,
e C" nad C,
e zbior macierzy M,,x,(R) nad R,
e zbior wielomianow R[X] nad R,

e zbior funkcji f: R — R.
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Zbiér R+ nie jest przestrzenia wektorowa nad R, poniewaz nie jest domkniety wzgledem mnozenia przez
—1.

Definicja. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad K. Zbior W C V nazywamy podprzestrzenia
wektorowa V, jesli (W, +) jest podgrupa (V,+) oraz dla kazdego o € Kiw € W zachodzi aw € W.

Definicja. Kombinacja liniowa wektoréw vy,...,v, € V nazywamy kazdy wektor postaci cyvy + ...+
anpv, dla aq,...,a, € K.

Definicja. Niech A C V bedzie zbiorem wektoréow. Zbior wszystkich kombinacji liniowych wektorow
nalezacych do A oznaczamy span A lub Lin A. Zauwazmy, ze jest on podprzestrzenia wektorows V. Te
podprzestrzen nazywamy podprzestrzenia generowana (rozpinana) przez A. Mowimy, ze zbiér A generuje
te podprzestrzen.

Definicja. Zbior wektorow A C V nazywamy liniowo niezaleznym, jesli dowolna kombinacja liniowa
wektoréw z A o niezerowych wspotczynnikach nie jest rowna 0. Inaczej mowiac, jesli ayvi+. ..+ anv, =0
dla pewnych vy,...,v, € Aiaq,...,a, €K, toa; =...=a, =0.

Definicja. Baza przestrzeni wektorowej V nazywamy dowolny zbior liniowo niezalezny A C V| ktory
generuje V', czyli span A = V.

Baza przestrzeni wektorowej V' to réwnowaznie minimalny na zawieranie zbiér generujacy V lub maksy-
malny na zawieranie zbiér liniowo niezalezny w V. Istnienie bazy dowolnej przestrzeni wektorowej wynika
z indukcji pozaskonczonej (lub lematu Kuratowskiego-Zorna): zaczynamy od A = () i i poki span A # V,
dodajemy do A wektor z V' \ span A. Wszystkie bazy przestrzeni wektorowej V' sg rownoliczne (na moc).

Definicja. Wymiarem przestrzeni wektorowej V', oznaczanym dim V', nazywamy moc dowolnej bazy V.

Rozwazmy R, [X]. Jest to zbior wszystkich wielomianéw postaci ag + a1 X + ... + a, X™. Dodawanie
i mnozenie przez skalar definiujemy w sposob naturalny. Latwo sie przekonaé, ze jest to przestrzen
wektorowa (podprzestrzen przestrzeni wielomianéw). Standardowa baza R,, [X] jest zbior {1, X, ..., X"}.
Oczywiscie generuje on wszystkie wielomiany stopnia co najwyzej n. Jednoczesnie jesli jest ag + ... +
an, X™ = 0, to musi by¢ ap = ... = a, = 0, bo wielomiany sg sobie réwne dokladnie wtedy, gdy ich
wspotezynniki s rowne. W konsekwencji dim (R,, [X]) =n + 1.

Przyktady innych baz tej przestrzeni:
. {1,(X—1),(X—1)2,...,(X—1)"},

o LX), (X 17, (X + )"
o {Xk:k=0,...,n}, gdzie XE=X (X -1)...(X —k+1)dlak >0oraz X2=1,
. {XE:k:O,...,n},gdzieXE:X(X+1)...(X+kfl) dla k > 0 oraz X0 = 1.

Dowéd w przypadku kazdej z tych baz przebiega tak samo. Zauwazmy, ze mamy doktadnie po jednym
wielomianie kazdego stopnia od 0 do n. Zatem jesli chcemy przedstawi¢ A (X) = ag + ... + ap X" w
aktualnie rozwazanej bazie, to bierzemy element bazy o stopniu n i przemnazamy go przez taki czynnik,
zeby jego wspotezynnik wiodacy wynosit a,,. Odejmujac taki wielomian od A (X) dostajemy pewien wie-
lomian a +...+al,_; X"71, dla ktérego mozemy potworzy¢ te operacje. W koticu dostaniemy wielomian
zerowy, co da nam odpowiednie przedstawienie A w rozwazanej bazie. Liniowa niezalezno$é¢ pokazujemy
nastepujaco: niech ag Py (X)+...+ap P, (X) =0, gdzie P; (X) jest (jedynym) elementem bazy o stopniu
i. Mamy a,, = 0, bo wspoélczynnik przy X" w wielomianie zerowym wynosi 0, a po lewej stronie wynosi
anpgl"), gdzie pgl") # 0 jest n-tym wspotcezynnikiem P, (X). Kontynuujac takie rozumowanie dostajemy
ag=...=aqa, =0.
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1.3.8 ODWZOROWANIA LINIOWE I WIELOLINIOWE

Odwzorowania liniowe i wieloliniowe, podstawowe wlasnosci i przyktady
homomorfizm przestrzeni wektorowych (liniowych)
jadro i obraz odwzorowania liniowego
zwiazek miedzy wymiarem jadra, obrazu i dziedziny odwzorowania liniowego
rzad odwzorowania liniowego
odwracalnos¢ odwzorowania liniowego
reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego dla przestrzeni skoniczenie wymiarowych

.

Definicja. Niech VW beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym cialem K. Odwzorowaniem
liniowym (homomorfizmem przestrzeni wektorowych) nazywamy funkcje h : V- — W ktoéra jest homo-
morfizmem miedzy grupami (V,+) i (W, +) a do tego dla v € V i o € K zachodzi h (av) = ah (v).
Inaczej mowiac, odwzorowanie h jest liniowe, jesli dla dowolnych o, € K oraz v,w € V zachodzi
h(aw + pw) = ah (v) + Sh (w).

Kilka przyktadéow:

identycznosé: id(z) = z,
e mnozenie przez stala: h(xz) = Az,
e projekeja: h(z,y,2) = (z,1),
e pochodna: D : R, [X] — R,,_1[X] zadana przez D (P) = P'.
Dla dowolnego odwzorowania liniowego h zachodzi h (0) =01 h(—v) = —h (v).
Definicja. Obrazem homomorfizmu h : V' — W nazywamy zbior imh := h (V) C W. Jadrem h nazy-
wamy zbior ker h := h™! (0) = {v € V : h(v) = 0}.

Obraz homomorfizmu h jest podprzestrzeniag W. Jadro homomorfizmu jest podprzestrzenig V.
Twierdzenie. Niech h: V — W bedzie homomorfizmem. Wtedy
dimker h + dimimh = dim V.

Dowdd. Niech A = {v;},.; bedzie bazy ker h. Niech {w;},_ ; bedzie baza im h i niech B = {u;},.; beda

takie, ze h (u;) = w;. Pokazemy, ze zbior AU B jest baza V.

jeJ

Jesli mamy Y p_ | axvi, + Y,y beuj, = 0, to stosujac obustronnie h mamy Y, , byw;, = 0, co daje nam
bp=...=b, =0,awiec a; =... = a, = 0. Zatem mamy liniowa niezaleznos¢.

Ustalmy dowolne v € V. Mozemy przedstawi¢ h (v) = >_;° bewj,. Niech v/ = v — Y, beu;,. Mamy
f () =f) =X~ bowj, =0. Zatem v’ € ker h i mozemy przedstawi¢ v’ = >"7_, axv;,. To daje nam
odpowiednie przedstawienie v. O

Definicja. Rzedem odwzorowania liniowego nazywamy wymiar jego obrazu: rank(h) = dim(im(h)).

Definicja. Méwimy, ze odwzorowanie liniowe h : V' — W jest izomorfizmem, jesli jest bijekcja. Wtedy
istnieje odwzorowanie odwrotne h=! : W — V| ktore rowniez jest liniowe: jesli A=t (w1) = v1 i A~ (wg) =
va, to h (avy + Bug) = aw; + Bwa, czyli A= (aw; + Bws) = avy + Pug = ah™! (wy) + Bh™1 (ws).

Odwzorowanie liniowe h : V' — W jest izomorfizmem, gdy jest iniekcja i surjekcja, czyli gdy ker h = {0}
iimh = W. Aby h bylo izomorfizmem musi zachodzi dimV = dim W. W przypadku skoiiczenie wy-
miarowym (dimV = dim W < o), wobec dimker h + dimimh = dim V' = dim W, wystarczy sprawdzi¢
tylko ker h = {0} lub imh = W.

Definicja. Zatézmy, ze V ma baze vi,...,v,, a W ma baze wy,...,wy,. Niech h : V. — W bedzie
homomorfizmem. Kazdy element h(v;) mozna zapisa¢ w bazie W jako h(v;) = aijwi + ... + GmjWm.

Macierz A = [asj]; <) 1 <j<m DAZywamy macierza odwzorowania liniowego h w zadanych bazach.
AN VRIS X
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Dla dowolnego x = Y71 | xjv; € V zachodzi h(z) = Y70 wih (vi) = 2300, D000, iai;w;. Zatem jesli
T
utozsamimy x z wektorem X = | : |, to h(z) jest zadane wektorem AX. Zatem macierz A jednoznacznie

Tn
wyznacza odwzorowanie h.

Troche przeliczenn doprowadza nas do faktu, ze jesli h : V. — W i f : W — U sa homomorfizmami o
macierzach A 1 B, to homomorfizm f o h jest zadany macierza BA. Zatem mozna utozsamia¢ odwzo-
rowania liniowe miedzy skoiiczenie wymiarowymi przestrzeniami z macierzami. Sktadanie odwzorowan
sprowadza sie w takiej sytuacji do mnozenia macierzy.

Definicja. Odwzorowanie: F' : Vi X...x V), — W nazywamy wieloliniowym, jesli po ustaleniu wszystkich
argumentéw poza jednym pozostaje liniowe wzgledem tego argumentu.

Przykladem odwzorowania wieloliniowego jest wyznacznik. Jesli dim V' = n, to det : V™ — R jest liniowe
ze wzgledu na kazda kolumne osobno, czyli n-liniowe. Dwuliniowy jest na przyklad iloczyn skalarny
() R xR" 3 (2,y) — Y i, xiy; € R

1.3.9 WARTOSCI WLASNE

Wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy — wtlasnosci i metody liczenia.
warto$é wlasna, wektor wtasny, podprzestrzenie wartosci wtasnej
wielomian charakterystyczny i jego pierwiastki
krotno$¢ algebraiczna i geometryczna oraz zwiazek miedzy nimi
wartos$ci wlasne macierzy (ze znajomoscia dowodu): ortogonalnych i unitarnych, rzeczywi-
stych symetrycznych i hermitowskich, idempotentnych (macierzy rzutu)
e jeden przyktad zastosowania

Definicja. Niech A € M, x,(K), gdzie K = R lub K = C. Liczbe A € K nazywamy wartoscia wlasna
macierzy A, jezeli istnieje niezerowy wektor v # 0 taki, ze Av = Av. Wektor v nazywamy wektorem wta-
snym odpowiadajgcym wartosci wlasnej A. Analogiczne definicje mozemy wprowadzi¢ dla odwzorowania
liniowego h : K™ — K™.

Definicja. Podprzestrzenia wlasna odpowiadajaca A nazywamy zbior Ey = ker(A — AI). Jest to pod-
przestrzen przestrzeni K™ (jako jadro odwzorowania liniowego). Wszystkie niezerowe elementy FE) sa
wektorami wlasnymi A (bo (A —A)x =0 <= Az = A\z).

Definicja. Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian x4 (t) = det(A — ¢I).
Twierdzenie. Liczba A jest wartodcia wlasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy xa(\) = 0.

Dowdéd. Mamy Av = M dla pewnego v # 0 dokladnie wtedy, gdy (A — AT)v = 0 ma nietrywialne
rozwiazanie. To zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy det(A — AI) = 0. O

Mamy deg(xa) = n (wspoteczynnik wiodacy tego wielomianu to (—1)"#"). Zatem macierz A ma co
najwyzej n réznych wartosci wlasnych. Aby wyznaczy¢ wartosci wlasne rozwiazujemy rownanie x4 (A) =
0. Nastepnie dla ustalonego A znajdujemy wektory wlasne rozwiazujac rownanie (A — A\I) x = 0.

Definicja. Krotnoscia algebraiczna wartosci wlasnej A nazywamy jej krotnosé jako pierwiastka x4.
Krotnoscia geometryczna wartosci wlasnej A nazywamy dim(E}).

Krotnos¢ geometryczna jest zawsze rowna co najwyzej krotnosci algebraicznej. Moze by¢ mniejsza. Jesli
krotno$¢ geometryczna kazdej wartosci wlasnej macierzy A jest réwna jej krotnosci algebraicznej, to
macierz jest diagonalizowalna (istnieje baza ztozona z wektorow wtasnych).
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Definicja. Macierz rzeczywista @ jest ortogonalna, gdy Q7 Q = I. Macierz zespolona U jest unitarna,
gdy U*U = I (U* = U  nazywamy sprzezeniem hermitowskim). Dla macierzy rzeczywistych traktowa-
nych jak zespolone unitarnos$é jest réwnowazna ortogonalnosci.

Twierdzenie. Jezeli A jest wartoscia wlasng macierzy ortogonalnej lub unitarnej, to |A| = 1.

Dowdd. Niech A bedzie macierza unitarng. Wtedy ||v|| = ||Av||. Wobec Av = Av mamy |jv|| = ||Av| =
[[Ao|| = |A] Jv]|. Zatem |A| = 1. O

Definicja. Macierz rzeczywista jest symetryczna, gdy A7 = A. Macierz zespolona jest hermitowska,
gdy A* = A. Dla macierzy rzeczywistych traktowanych jak zespolone hermitowsko$¢ jest réwnowazna
symetrycznosci.

Twierdzenie. Wszystkie warto$ci wtasne macierzy symetrycznej lub hermitowskiej sa rzeczywiste.
Dowdd. Niech Av = Av. Wtedy (Av,v) = A(v,v). Z A = A* mamy

A (v, v) = (M, v) = (Av,v) = (Av)" v = v*A*v = v* Av = (v, Av) = (v, W) = X (v,v) .
Stad A = . O
Definicja. Macierz nazywamy idempotentna, gdy A? = A.
Twierdzenie. Wartosci wlasne macierzy idempotentnej naleza do zbioru {0, 1}.

Dowdd. Niech Av = \v. Mamy A%v = AAv = Al = M. Z drugiej strony A%v = Av = Av. Wobec
v # 0 mamy A2 = X, czyli A\ (A — 1) = 0. O

Jednym z najwazniejszych zastosowan wartosci wlasnych jest obliczanie poteg macierzy. Jedli macierz
A € My, (K) jest diagonalizowalna, to mamy A = PDP~! dla diagonalnej macierzy D i odpowiedniej
macierzy przejscia P. Wtedy A¥ = PDFP~1. DF latwo jest obliczy¢, bo wystarczy podniesé¢ elementy
na diagonali do odpowiedniej potegi.

Inne zastosowanie: tancuchy Markowa. Rozwazmy laiicuch Markowa zadany macierza A. To znaczy, ze
jesli 7 jest rozktadem prawdopodobienstwa stanow (wektorem indeksowanym stanami, w ktorym wartosé
to prawdopodobienistwo bycia w danym stanie), to Ar jest rozktadem prawdopodobieristwa po kolejnym
kroku tancucha. Rozktad 7 jest stacjonarny, jesli Awm = 7, czyli gdy 7 jest wektorem wlasnym A dla
wartosci wlasnej 1.

1.3.10 DIAGONALIZACJA

Macierze diagonalne i diagonalizacja macierzy.
co to znaczy, ze dwie macierze sa podobne?
co to znaczy, ze macierz jest diagonalizowalna?
kiedy macierz jest diagonalizowalna?
jak zdiagonalizowaé¢ macierz i wyznaczy¢ macierz przejscia przez wyznaczanie wartosci i
wektorow wtasnych
e przyktad macierzy diagonalizowalnej i niediagonalizowalnej
e co to jest postaé¢ Jordana i kiedy istnieje?
e czy istnieje i jak wyglada posta¢ Jordana macierzy (bez dowodu): ortogonalnych i unitar-
nych, rzeczywistych symetrycznych i hermitowskich, idempotentnych (macierzy rzutu)

Definicja. Macierze A, B € M,,«,(K) nazywamy podobnymi, jesli istnieje macierz odwracalna P taka,
ze B = P~1AP. Oznaczamy to A ~ B. Jedli macierze A i B sa podobne, to maja ten sam wyznacznik,
rzad, wielomian charakterystyczny i wartosci wlasne.
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Definicja. Macierz diagonalna to macierz postaci

A 0O -0

0 X -+ 0
D=

0 0 - A\

Definicja. Macierz A nazywamy diagonalizowalna, jesli istnieje macierz odwracalna P oraz diagonalna
D takie, ze A = PDP~!. Inaczej moéwiac, A ~ D.

Twierdzenie. Niech A € M,,«, (K). Nastepujace warunki sa rownowazne.
1. Macierz A jest diagonalizowalna.
2. Istnieje baza K" zlozona z wektorow wlasnych A.

3. Suma wymiaréw podprzestrzeni wlasnych odpowiadajacych réznym wartosciom wlasnym wynosi
n.

Dowdd. (1 = 2) Z zalozenia mamy A = PDP~! dla macierzy odwracalnej P i diagonalnej D. Niech
v1,V2,...,0, € K" beda kolumnami P, a Aj,A2,..., A\, € K elementami na przekatnej D. Réwnosé
AP = PD zapisana kolumna po kolumnie daje nam Av; = \jv; dla ¢ = 1,...,n. Macierz P jest
odwracalna, wiec jej kolumny sa liniowo niezalezne i stanowia baze K.

(2 = 3) Zalozmy, ze istnieje baza B = {v1,va,...,v,} przestrzeni K™ zlozona z wektorow wlasnych
macierzy A. Niech i1, pto, ..., uir beda wszystkimi réznymi warto$ciami wlasnymi macierzy A, a V,,, =
{v € K" : Av = p,;v} ich podprzestrzeniami wlasnymi. Niech B; = BNV,,. Mamy Zle |B;| = |B| =n.
Wektory w kazdym B; sa liniowo niezalezne, wigc dim V), > |B;|. Jesliv € V,,, NV, to pv = Av = pjv.
Zatem v = 0. Z tego wynika, ze

k
n=> |Bi| <Y dimV,, =dim(V,, +...+V,,) <n,
=1 i=1

czyli odpowiednia suma wynosi doktadnie n.

(3 = 1) Zalézmy, ze suma wymiaréw podprzestrzeni wlasnych odpowiadajacych roznym wartosciom
wlasnym g1, pio, . . ., . wynosi n. Niech B; bedzie baza przestrzeni V,,. Mamy V,,, NV, = {0}, wiec
B =By UByU---U By, jest bazag K". Niech P bedzie macierza, ktorej kolumnami sg kolejne wektory z
bazy B, a D bedzie macierzg diagonalna, ktora na przekatnej ma wartosci wlasne odpowiadajace tym
wektorom. Poniewaz kolumny P sg liniowo niezalezne, macierz P jest odwracalna. Z konstrukcji zachodzi

AP = PD. O

Powyzsze twierdzenie daje nam algorytm diagonalizacji: wyznaczamy wartosci wtasne i wektory wlasne,
znajdujemy bazy przestrzeni wtasnych, a nastepnie laczymy je w baze caltej przestrzeni. Konstruujemy
P jako macierz przejScia miedzy baza kanoniczng a ta baza (czyli robimy dokladnie to, co w dowodzie
powyzszego twierdzenia).

2 1 —
Dla A = 1] mamy det (A —¢I) = (t —3)(t+1). Dla v; = L] ivg = l ) ] mamy Av; = 3v; i
1 —1f . 3 0
Avy = —vy. Kladac P = [vl 1}2:| = L 1 iD= lo 1] mamy AP = PD.
1
Dla A = 2] mamy det (A —tI) = (2 — t)°. Zatem jedyng warto$cig wlasna jest 2. Rozwigzujac

T

Y

réwnanie A
Yy

=2 [x] dostajemy 2x +y = 2x i 2y = 2y, co jest spelnione dla dowolnego wektora

x
postaci . Nie ma dwoch liniowo niezaleznych wektoréw takiej postaci i A nie jest diagonalizowalna.
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Definicja. Blokiem Jordana odpowiadajacym A nazywamy macierz

Al
0 A
0 0

> = O

Ji(A) =

gdzie na diagonali jest A\, nad diagonalg 1 a poza tym sa same 0.

Definicja. Postacia Jordana macierzy A nazywamy macierz blokowo diagonalna

J, 0 0 0
0 J 0 0

=10 0 7 0
0 0 0

zlozong z blokéw Jordana, taka ze A = PJP~! dla pewnej macierzy odwracalnej P.

Kazda macierz zespolona posiada posta¢ Jordana. Dla macierzy rzeczywistych moze by¢ konieczne przej-
$cie do C. Diagonalizacja jest szczegdlnym przypadkiem, gdy wszystkie bloki Jordana majg rozmiar
1.

Kazda macierz ortogonalna moze zostaé¢ zapisana w pewnej bazie ortonormalnej jako

Cy ... 0
0 ... G
gdzie C; = [:I:l} lub C; = c?s<p Ty jest macierza obrotu o kat ¢. Dodatkowo nad C macierz
singp  cosgp

obrotu jest diagonalizowalna (mimo, ze nad R nie jest, poza trywialnymi przypadkami). Zatem kazda
macierz unitarna jest diagonalizowalna. Macierz ortogonalna nie musi by¢ diagonalizowalna and R, ale
posiada posta¢ Jordana nad C, ktora jest diagonalna. Warto dodaé, ze wszystkie wartosci wlasne macierzy
unitarnej speliaja || = 1.

Kazda macierz hermitowska (symetryczna) jest diagonalizowalna. Jej wartosci wlasne sg rzeczywiste,
zatem postaé Jordana sklada sie z liczb rzeczywistych na diagonali. Warto dodaé, ze dla macierzy hermi-
towskiej (symetrycznej) A nie tylko istnieje baza sktadajaca sie z wektoréw wlasnych, ale nawet ortonor-
malna baza skladajaca sie z wektorow wlasnych. Z tego wynika, Ze istnieje macierz unitarna (ortogonalna)
P taka, ze P*AP jest diagonalna.

Kazda macierz idempotentna jest diagonalizowalna. Jej wartosci wtasne to 0 i 1, zatem posta¢ Jordana
sktada si¢ z pewnej ilosci zer i jedynek na diagonali.

1.3.11 PRZESTRZENIE EUKLIDESOWE I UNITARNE

Przestrzenie euklidesowe i unitarne — definicje, wlasnosci i przyktady.
iloczyn skalarny w przestrzeniach liniowych (nad R i nad C),
definicja przestrzeni euklidesowej (unitarnej)
norma wektora; norma indukowana przez iloczyn skalarny
nierownos¢ Cauchy’ego-Schwarza (bez dowodu) i nier6wnosé trojkata (bez dowodu)
ortogonalno$¢ wektorow, baza ortogonalna (ortonormalna)
metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta
izometria liniowa i zwiazek z macierzami ortogonalnymi i unitarnymi
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Definicja. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad R. Iloczynem skalarnym nazywamy odwzorowa-
nie (-,-) : V x V — R spelniajace:

1. liniowo$¢ wzgledem pierwszego argumentu: (cu + v, w) = alu, w) + f{v, w),

2. symetrie: (u,v) = (v, u),

3. dodatnia okreslonosé: (v,v) > 0 oraz (v,v) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.
Definicja. Niech V bedzie przestrzenia wektorows nad C. Iloczynem skalarnym nazywamy odwzorowa-
nie (-,-) : V x V — C spelniajace:

1. liniowos$¢ wzgledem pierwszego argumentu: {(au + v, w) = alu, w) + S{v, w),

2. sprzezona symetrie: (u,v) = (v, w),

v) =

3. dodatnia okreslonosé: (v,v) > 0 oraz (v,v) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.

Definicja. Przestrzenia euklidesowa nazywamy rzeczywista przestrzen wektorowsa wyposazong w rze-
czywisty iloczyn skalarny. Przestrzenia unitarna nazywamy zespolong przestrzen wektorowa wyposazona

w zespolony iloczyn skalarny.
W przestrzeni R” standardowym iloczynem skalarnym jest (v, w) = Y, v;w;. W przestrzeni C" stan-
dardowym iloczynem skalarnym jest (v,w) = >\, v;w;.
Definicja. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa. Norma na V nazywamy dowolna funkcje ||| : V —
R taka, ze

L lav]| = |af [|v]],

2. lv+w| < ||v|| + |lw|| (nier6wnosé trojkata),

3. |lv|=0 <= v=0.
Norma indukowana przez iloczyn skalarny (-,-) nazywamy funkcje ||v|| = /(v,v). Wszystkie warunki

poza nieréwnoscia trojkata sg oczywiste. Nierownosé trojkata wynika z ponizszych twierdzeri.

Twierdzenie (Cauchy, Schwarz). Dla dowolnych u,v € V zachodzi |(u, v)| < ||| ||v]|. Rownosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy wektory sa liniowo zalezne.

Twierdzenie (Nieréwnosé Minkowskiego). Dla dowolnych u, v zachodzi ||u + v|| < |Jul| + ||v]|. Rownosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory sa liniowo zalezne.

Definicja. Wektory u,v nazywamy ortogonalnymi, jesli (u,v) = 0. Wprowadzamy oznaczenie u L v.

Definicja. Uktad wektoréow vy, ..., v, nazywamy ortogonalnym, jesli v; L v; dla i # j. Uklad ortogo-
nalny nazywamy ortonormalnym, gdy dodatkowo ||v;|| = 1 dla kazdego i.

Twierdzenie. Kazdy uktad ortogonalny ztozony z niezerowych wektoréw jest liniowo niezalezny.

Dowadd. Niech vy, ...,v, bedzie uktadem ortogonalnym. Zatézmy, ze ayv; + ... + a,v, = 0. Mnozac
skalarnie przez v, dostajemy oy (vg,vg) = (a1v1 + ... 4+ @pvn,vE) = (0,v) = 0. Wobec (vg,vr) # 0
mamy ay = 0. Dowolnosé k daje teze. O

Widzimy, ze dowolny uktad ortogonalny o dim V' elementach jest baza V. Okazuje sie, ze kazda baze V
mozna ,poprawié¢” do bazy ortogonalnej, a nawet ortonormalnej. Robimy to za pomoca procedury zwanej
ortogonalizacja Grama-Schmidta.

Propozycja. Zatézmy, ze v1,...,v, sa liniowo niezalezne. Ustalamy iteracyjnie u; = v1, a nastepnie
wp = vk —Zf:_ll %ul dla k > 1. Wtedy uq, ..., u, sa ortogonalne. Aby otrzymaé¢ uktad ortonormalny,
normalizujemy w; = HZ—ZH
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Dowdd. Ustalmy indeks j > 1. Mozemy zalozy¢ indukcyjnie, ze ug L up dla k, ¢ < j. Wystarczy pokazaé,
ze uj L ug dla k < j. Mamy

(uj, ug) = <vj — ._ <Uj’ul:>ui7uk> = (vj, uk) — M (ug,ug) = 0.

O

Definicja. Odwzorowanie liniowe f : V' — W miedzy przestrzeniami unitarnymi (euklidesowymi) nazy-
wamy izometria, jesli jest bijekcja i (f (v), f (w)) = (v, w) dla wszystkich v,w € V.

Definicja. Macierz A € M, x, (R) nazywamy ortogonalna, gdy A”A = I. Macierz A € M, x, (C)
nazywamy unitarna, gdy A*A = I, gdzie A* = a’
Propozycja. Nastepujace warunki sa réwnowazne.

1. A jest macierza ortogonalna (unitarna).

2. Kolumny A tworza uktad ortonormalny.

3. (Av, Aw) = (v, w) dla dowolnych wektorow v, w.

Dowdd. Rozwazamy tylko macierze ortogonalne, dla unitarnych dowo6d przebiega tak samo.
(1 < 2) Mamy (ATA)Z.j =3 AL A =300 A Ay = (A, Aj), gdzie A; oznacza i-tg kolumne
A. Jest (AAT)Z.i =1i (AAT)U, =0dlai+# j wtedy i tylko wtedy, gdy ATA = I.

(1 = 3) (Av, Aw) = (Av)" Aw = vTAT Aw = vTw = (v, w).

(3 = 1) Mamy vT AT Aw = vTw, czyli vT (ATA — I) w = 0. Podstawiajac wektory bazy kanonicznej
v=e; iw=e; dostajemy (ATA— I)ij =0, wiec (ATA)“, =11 (ATA)U =0dlai#j. O
7 powyzszego twierdzenia wynika, ze odwzorowanie liniowe f jest izometria wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajaca mu macierz jest unitarna.
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I.4 Metody Formalne Informatyki

I.4.1 WEASNOSCI LICZB NATURALNYCH

Podaj definicje dodawania, mnozenia, potegowania i odejmowania w oparciu o twierdzenie o
definiowaniu przez indukcje. Udowodnij indukcyjnie wtasnosci tych dziatan takie jak tacznosé i
przemiennos¢.

Twierdzenie (O definiowaniu przez indukcje). Niech A, B beda zbiorami, niech f : A — Big :
B x N x A — B beda funkcjami. Istnieje doktadnie jedna funkcja h: A x N — B taka, ze

e h(a,0) = f(a) dla kazdego a € A,
e h(a,n') = g(h(a,n),n,a) dla wszystkicha € Ain €N,

gdzie n’ oznacza nastepnik n.

Dowdd. Niech e € BA*™" dla pewnej liczby naturalnej m. Warunki
e(a,0) = f (a) dla kazdego a € A,
e(a,n') =g (e(a,n),n,a) dlakazdegoa € Aine€m

oznaczamy (). Zaczynamy od rozwazenia zbioru H = {e : Tpmen € € BA*™ oraz e spelnia (*)} Induk-
cyjnie dowodzimy, ze H jest niepusty i zawiera co najmniej jedng funkcje e : A x m’ — B dla kazde]
liczby naturalnej m. Robimy to rozwazajac zbior

P={meN:3 gaxm € H}
i z funkcji dla n definiujemy funkcje dla n’ w jedyny mozliwy sposob. Nastepnie pokazujemy, ze e, ¢’ € H
zgadzaja sie na przecieciu swoich dziedzin. Robimy to nie wprost, biorac najmniejsze n takie, ze sie nie
zgadzaja i dostajac sprzecznosé z (). Koniezymy biorac h = | H. Jest to funkcja z poprzedniego faktu.

Jedli istnieje druga funkcja b’ spelniajaca odpowiednie warunki, to mamy h (a,n) # h' (a,n) dla pewnego
n € N. Ale h i b/ zawezone do n’ X A sa elementami H, co daje sprzecznosé. O

Definicja. Dodawanie definiujemy za pomoca twierdzenia o definiowaniu przez indukcje dla A = B =N
i f(n)=mn,g(m,n,p)=m'. Mamy

m+0=m,

m+n' = (m+n).
Twierdzenie. Dla dowolnych a,b,c € N zachodzi (a +b) + c=a + (b + ¢).

Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem c. Dla ¢ = 0 jest

(a+b)+0=a+b,
a+ (b+0)=a+b.

Dalej zaktadamy, ze (a +b) + k = a + (b + k) dla pewnego k € N. Pokazemy, ze zachodzi to dla k':
(a+b)+k =(a+b)+k) =(a+Ob+k) =a+b+k)=a+(b+FK).

Pierwsze przejscie to definicja dodawania, drugie to zalozenie indukcyjne, trzecie i czwarte to ponownie
definicja dodawania. Na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe. O
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Twierdzenie. Dla dowolnych a,b € N zachodzi: a + b= b+ a.

Dowdd. Dowdd wymaga udowodnienia dwoch prostych lematéw pomocniczych (indukeja po n):
1. 0+n=n
2.m' +n=m+n)

Zakladajac prawdziwos$é lematéow prowadzimy indukcje po b. Dla b = 0 jest a + 0 = a (z definicji) oraz
0+ a=a (zlematu 1). Zatem a + 0 = 0 + a. Teraz zakladamy, ze a + k = k + a. Pokazemy, ze zachodzi
to dla k':

a+k =(a+k)=((k+a) =K +a.

Pierwsze przejscie wynika z definicja dodawania, drugie z zatozenia indukcyjnego, a trzecie z lematu 2.
To koniczy dowdd. O

Definicja. Mnozenie definiujemy za pomoca twierdzenia o definiowaniu przez indukcje dla A = B =N
if(n)=0,g(m,n,p)=m+p. Mamy

m-0=0

m-n' = (m-n)+m
Twierdzenie. Mnozenie jest przemienne.

Dowdd. Indukcjg po n dowodzimy, ze 0-n =01 m'-n =m-n+ n. Stosujac te lematy dowodzimy teze
indukcyjnie. O

Lemat. Dla m,n,p € N zachodzi m - (n +p) =m-n+m - p.

Dowdd. Indukcja po p. [

Twierdzenie. Mnozenie jest laczne, czyli dla m,n,p € N zachodzi (m-n)-p=m-(n-p).

Dowdd. Indukcja po p. Baza p = 0 z definicji. W kroku indukcyjnym mamy
(m-n)-p'=(m-n)-p+m-n=m-(n-p)+m-n,

m-(n-p)=m-(n-p+n)=m-(n-p)+m-n.

Definicja. Dla ustalonego m € N potegowanie definiujemy nastepujaco:

m® =0

’
n :m'n.m

Definicja. Wprowadzamy funkcje poprzednika p(n):

Metody Formalne Informatyki Strona 39/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

1.4.2 L1CZBY RZECZYWISTE

Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych. Porzadek na liczbach rzeczywistych. Podaj bez
dowodu twierdzenie o rozwinieciu liczby rzeczywistej w szereg.

Definicja. Ciaggiem elementow ze zbioru A nazywamy funkcje a : N — A. Przez a,, oznaczamy a(n).
Definicja. Ciggiem Cauchy’ego liczb wymiernych nazywamy kazdy taki ciag a : N — Q, ze
Vec@re>0TnoeNTk, (3nolar — ar] < €
Definicja. Niech X = {a : N — Q jest ciagiem Cauchy’ego}. Na zbiorze X okreslamy relacje ~ tak, ze
a~b <= Vecore>0InoeNTnzngln — bn| <€
Twierdzenie. ~ jest relacja rownowaznosci na X.

Dowdd. Zwrotnosé i symetrycznosé sa oczywiste. Wykazemy teraz przechodnio$¢. Zaldézmy, ze a ~ b i
b ~ c. Ustalmy € > 0. Niech ny,ny € N beda takie, ze Vyenansn, [an—bn| < £/2 oraz Vnenansn, |bn—cn| <
€/2. Wezmy no = max(ni,ng). Wtedy

Visnolan — cnl <lan —bn| +1bn —cn| <e/24+¢/2=¢
Pierwsza nier6wnos¢ wynika z nieréwnosci trojkata. O

Definicja. Zbiorem liczb rzeczywistych nazwiemy zbiér X/:. Oznaczymy go poprzez R.

Intuicyjnie, dang liczbg rzeczywista jest zbidr ciggéow Cauchy’ego o wymiernych elementach, ktore zbie-
gaja do niej w granicy.

Definicja. Dla ciagow a, b definiujemy ciag a+b jako (a+b)(n) = a(n)+b(n). Podobnie definiujemy ciag
a-bjako (a-b)(n) = a(n)- b(n). To pozwala na zdefiniowanie dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych:

[a]~ + [b]~ = [a + b]~
[a]~ - [b]~ = [a - b]~

Twierdzenie. Te definicje sa poprawne, to znaczy nie zaleza od wyboru reprezentanta klasy.

Dowdd. Jeslia ~aib~b, to |an + b, —a, —Bn| < lap —an| + ’bn —Bn| < ¢ dla odpowiednio duzych
n.

Z definicji ciagu Cauchy’ego istnieje takie ng € Nie > 0, ze Vpsp, |ap — ano| < €. Wtedy dla M, =
max {|ag|,...,|any|,|@no4+1| + €} mamy |a,| < M dla kazdego n. Podobnie znajdujemy Mg, My, M.
Bierzemy M = max { M, My, Mz, Mg}. Jezeli |a, — @n| < 557 1 |bn — by| < 557, to

’anbn —Engn‘ = |an (bn —En) + b, (an —En)| < |an| ‘bn —Bn’ + ‘En} lan, —@n| < e.

Definicja. Definiujemy porzadek na R jako

la]l~ < [b]l~ <= Fe50TnoeNnVnznean +€ < by
Moéwimy wtedy, ze € rozdziela ciagi a, b poczynajac od elementu ap,.
Twierdzenie. (R, <) to porzadek liniowy.
Dowdd. Niech [a]~ # [b]~. Wtedy z definicji

Jes0VnenTiznlar —bi| > €
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Wezmy ng, np takie, ze dla k, ¢ > max(ng, npy) zachodzi |ay — a¢| < €/3 oraz |by, — be| < €/3. Zgodnie z
formuly powyzej musi istnie¢ p > max(ng, ny) takie, ze |a, — by| > €. Zalozmy, ze ap + ¢ < b, (w druga
strone bedzie symetrycznie). Wezmy teraz dowolne r > p. Zachodza nastepujace nieré6wnoscei:
ap +e < by

ar —e/3<a,<ar+¢/3

b —e/3<b, <b.+¢/3
Prosto z nich wywnioskowaé, ze

ar+¢e/3<a,+2¢/3<b,—¢/3<b,

Czyli €/3 rozdziela ciagi a, b poczynajac od elementu a,. O

Twierdzenie. Dla kazdej liczby rzeczywistej 0 < = < 1 istnieje ciag a € 2V taki, ze gdy ciag b jest dany

. n a .
jako b, = > SriT, to:

e b jest ciaggiem Cauchy’ego,
o b~ ==,
i vnEl}’c>n ap = 0.

Nazywamy go rozwinieciem = w szereg binarny.

1.4.3 RELACJE, ILOCZYNY KARTEZJANSKIE

Tloczyn kartezjaniski i jego wtasnosci. Pojecia relacji, ztozenia, relacji odwrotnej, funkcji. Podaj
wlasnosci tych pojec.

Definicja. Dla zbiorow z,y pare uporzadkowana definiujemy jako (z,y) = {{z},{z,y}}.

Definicja. Dla zbioréw x,y iloczyn kartezjanski definiujemy jako

exy={z€P(PxVUy)): Jucapey(a,b) = z}.

Intuicyjnie jest to po prostu zbioér wszystkich mozliwych sparowan elementéw z dwoch zbiorow. To dziwne
otypowanie jest dobrane tak, zeby byto zgodne z definicjg pary.
Propozycja (Podstawowe wlasnosci).

e I XJI=0

ez X (yUz)=(zxy)U(z X 2)

e zX(yNz)=(zxy)N(zxz)

e zx(y\z)=(rxy\(zx2z)

Propozycja. Iloczyn kartezjariski jest monotoniczny po kazdej wspoétrzedne;j:

xCy = (xX2)C(yx2)
rCy = (z2xx)C(2xYy)

Definicja. Relacjg nazywamy kazdy podzbior iloczynu x x y. Ponadto dla relacji RC Ax B,S C BxC
definiujemy

e zltozenie: So R = {(z,2) € Ax C:3yep(zr,y) € RA(y,2) € S}

e odwrotnosé: R~! = {(y,z) € Bx A: (z,y) € R}
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Propozycja (Wtasnosci).

To(SoR)=(ToS)oR
(SoR)"!=R oS!
(RUS)™ =R tust
(RNS)'=R1NnS!

° (R_l)_lzR
e (RUS)oT =(RoT)U(SoT)
e (RNS)oT C(RoT)N(SoT)

Definicja. Identycznosé to relacja 1x € X x X taka, ze z € 1x <= Jpex z = (z,2).

Definicja. Niech f C X x Y. f nazwiemy funkcja, gdy:
® Voex Jyev(z,y) € f,
e (my)efA(my)ef = y=y.
Piszemy wtedy f: X — Y, za$ przez f(z) oznaczamy ten unikalny y € Y taki, ze (z,y) € f.

Definicja. YX = {f: X - Y} ={f € P(X xY) : f jest funkcja }.

Propozycja. Ztozenie funkcji jest funkcja.

Propozycja. f: X =Y, g:Y = Z = g(f(z)) = (g0 f)(@).

Propozycja (Ekstensjonalnosé). f: X =2V, g: X =Y = (f =g < Viexf(z) =g(x)).

Definicja. Iniekcja to funkcja f: X — Y taka, ze f(x) = f(¢/) = x=2a'.
Surjekcja to funkeja f : X — Y taka, ze Vyey Jpexy = f().
Bijekcja to funkcja, ktora jest iniekcja i surjekcja.

Propozycja. Ztozenie iniekcji jest iniekcja. Ztozenie surjekcji jest surjekcja. Ztozenie bijekcji jest bijek-
cja.

Twierdzenie. Jesli f: X — Y jest bijekcja, to f~! jest bijekcja. Ponadto fo f~1 = 1y.

Dowdd. Zaczynamy od pokazania, ze f~! jest funkcja. f jest surjekcja, wiec Vyey Jrexy = f(x). Wtedy
(x,y) € f, czyli (y,x) € f~1. Zalozmy teraz, ze dla pewnego y € Y zachodzi (y,z) € f~! oraz (y,2') €
f~t. Wtedy (z,y) € f oraz (z',y) € f. Ale f jest iniekcja, wiec z = '

Teraz pokazemy, ze f~! to iniekcja. Niech wiec f~1(y) = f~1(y') = 2. Wtedy (x,y) € f oraz (x,9') € f.
Ale f jest funkcja, wiec y = v/'.

Pozostaje wykaza¢, ze f~! to surjekcja. Jako, ze f jest funkcja to Viex yev(z,y) € f. Ale wtedy
7y ==

Aby pokazaé¢ druga czes$¢ lematu zauwazmy, ze identycznosé jest funkcja. Wystarczy wiec sprawdzié, czy
(fo f~Y(y) = y dla wszystkich y € Y. Niech wiec dla ustalonego y bedzie f~1(y) = 2. Wtedy f(x) = y.
Ostatecznie (f o f~)(y) = f(f~'(y)) = f(=) = v O

I.4.4 KONSTRUKCJA LICZB NATURALNYCH

Konstrukcja liczb naturalnych von Neumanna. Udowodnij twierdzenie o indukcji. Podaj
przyktadowe wlasnosci liczb naturalnych. Udowodnij zasade minimum i maksimum.

Aksjomat (nieskoriczonosci).
B@exAVyer = yU{y} €x))

Kazdy zbior spelniajacy ten warunek nazywamy zbiorem induktywnym.
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Lemat. Jesli z to niepusty zbioér zbiorow induktywnych, to () tez jest zbiorem induktywnym.

Dowdd. Kazdy element x jest zbiorem induktywnym, wiec V,c, & € z, czyli @ € (x. W celu wykazania
drugiej wlasnosci wezmy y € (x. Wtedy V.c, y € z. Wszystkie elementy x to zbiory iduktywne, wiec
V.exy € z. To daje y' € ) x. O

Twierdzenie. Istnieje unikalny najmniejszy ze wzgledu na inkluzje zbiér induktywny.
Dowdd. 7 aksjomatu nieskoricznosci istnieje pewien zbiér induktywny x. Niech
y={z € P(z) : z jest zbiorem induktywnym}

Zbior y jest niepusty, bo x € y. Korzystajac z poprzedniego lematu wiemy, ze |y jest zbiorem induk-
tywnym. Twierdzimy, ze jest on szukanym najmniejszym zbiorem induktywnym. W tym celu wezmy
dowolny zbior induktywny w. Mamy w € y, czyli [y C w. [y jest wiec podzbiorem kazdego zbioru
induktywnego.

Jedyno$¢ wynika z tego, ze gdyby istnialy dwa takie zbiory x,y, towtedy t Cyiy Cx, czyliz =y. O

Definicja. Najmniejszy ze wzgledu na inkluzje zbiér induktywny nazywamy zbiorem liczb naturalnych
i oznaczamy go N.

Przyklad. Liczby naturalne (elementy zbioru liczb naturalnych) to kolejne elementy 0 = &,1 =

{@}’2:{@7{9}}73:{Q’{Q},{®7{®}}}7,,,, ’

Twierdzenie (o indukcji matematycznej). Dla dowolnego zbioru Z C N jesli:
s Jc/,
e Vo eZ = o' =axU{z} €2,

to Z=N.

Dowaod. Ustalmy zbior Z, ktéry spelnia zalozenia twierdzenia. Wtedy Z jest zbiorem induktywnym, wiec
z definicji N mamy N C Z. Z zalozeri mamy Z C N, wiec zachodzi réwnos¢. O

Twierdzenie. Kazdy element liczby naturalnej réwniez jest liczba naturalna.

Dowdd. Dowodzimy przez indukcje. Niech Z = {n € N : V¢, y € N}. Sprawdzamy zalozenia twierdzenia
o indukcji:

e Jako, ze zbiér @ nie posiada elementéw, to kazdy jego element jest liczba naturalng.

e Niech n € Z. Rozwazmy n’ = n U {n}. Rozwazmy y € n’. Jezeli y € n, to z zalozenia jest liczba
naturalna. Jezeli y € {n}, to y = n, czyli jest liczba naturalna.

W takim wypadku z twierdzenia o indukcji mamy Z = N, co koriczy dowod. O
Podobnie mozemy dowie$é¢ takze innych wtasnosci. Przyktadowo:

Propozycja. Kazda liczba naturalna jest albo zbiorem pustym, albo nastepnikiem pewnej liczby natu-
ralnej.

Propozycja. Dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnego zbioru y jesli y € n, to y C n.
Propozycja. Dla liczb naturalnych m,n jesli m C n, to m € n.
Propozycja. Dla liczb naturalnych m,n zachodzi m C n lub n C m.

Propozycja. Dla liczb naturalnych m,n zachodzi jedna z trzech mozliwosci: m € n, n € m, m = n.
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Definicja. Wprowadzamy liniowy porzadek na liczbach naturalnych jako

m<n < m~Cn.
Twierdzenie (Zasada minimum). Kazdy niepusty podzbior N zawiera element najmniejszy.

Dowdd. Zal6ézmy nie wprost, ze istnieje taki zbior X C N, ze X # 0 i X nie ma elementu najmniejszego.
Rozwazmy zbior Z = {n € N: Vi<, k € N\ X}. Mamy 0 € Z, bo inaczej ) € X jest elementem naj-
muniejszym X . Teraz zatozmy n € Z. Dla k < n’ jeslik <n/,;to k <nimamy k e N\ X zn € Z. Jesli
k =n’', to musi by¢ k € N\ X, bo inaczej n’ jest elementem najmniejszym X. Z twierdzenia o indukcji
mamy Z = N. Zatem X = ), bo X N Z = (). Sprzecznosé. O

Dowdd. Dowodzimy poprzez indukcje. Niech
Z:{nGN:Vm(xQN/\xﬂn;&g) = ﬂmex}

To wladnie (] z bedzie naszym elementem najmniejszym: z definicji jest podzbiorem wszystkich elementow
x. Sprawdzamy zalozenia twierdzenia o indukcji:

e JcZ, boxrnNg =2 dla dowolnego x.

e Niech n € Z i niech  C N jest takie, ze x N n’ jest niepuste. Jesli z N n jest niepuste, to [z € z z
zalozenia indukcyjnego. Jedli natomiast x Nn = &, to mamy z Nn' = {n}. W szczegolnosci n € x,
czyli (N« C n. Z drugiej strony dla kazdego z € x mamy n = z badz n € z (trzecia mozliwosé jest
wykluczona przez x Nn = &). To oznacza, ze n C z. Z tego mamy, ze n C |Jx. W takim razie
dostalismy, ze (x =n € x.

Zatem Z = N. Aby dowie$¢ nasze twierdzenie rozwazamy niepusty * C N. Bierzemy n € x. Wtedy
n' Nz # @, wiec z tego co dowiedlismy indukeyjnie wynika, ze [z € z, czyli jest jego elementem
najmniejszym. O

Twierdzenie (Zasada maksimum). Jesli = jest niepustym podzbiorem N ograniczonym z gory, czyli
takim, ze
ElyGszezz <,

to x ma element najwiekszy.

Dowdd. Dla x = {0} teza dziala. Zalozmy dalej, ze © # {0}. Wtedy kazde ograniczenie gorne x jest
wieksze od (). Niech Z = {n € N: n jest ograniczeniem gornym X} # (. Z Zasady minimum Z ma
element najmniejszy y. Jesli y ¢ X, to y ma poprzednik (bo y # 0), ktory tez ogranicza X z gory.
Sprzecznosé z minimalnoscia, y. O

Dowdd. Dowodzimy poprzez indukcje. Niech Z bedzie zbiorem ograniczein gornych, dla ktérych zachodzi
nasza teza. Formalnie
Z:{nGN:VI(aﬁ#Q/\xQn) = Uacex}

To wtasnie |z bedzie naszym elementem najwiekszym: z definicji zawiera wszystkie elementy x. Spraw-
dzamy zalozenia twierdzenia o indukcji:

e & € 7, bo & nie posiada niepustych podzbioréw.

e Niech n € Z i niech # C n’ bedzie niepuste. Jesli n € z, to |Jz = n € x, bo pozostale elementy n’
sa podzbiorami n. Jesli za§ n ¢ x, to © C n i z indukcji mamy |Jz € x.

Zatem Z = N. Rozwazmy = C N ograniczony z gory przez y. Wtedy V.c, 2z C y, wiec x C /. Z warunku
z definicji Z mamy |Jz € «. O
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1.4.5 RELACJE ROWNOWAZNOSCI

Relacje rownowaznosci i podziaty zbiorow. Pokaz, ze relacja rownowaznosci jest srodkiem do
definiowania poje¢ abstrakcyjnych.

Definicja. Relacje R C X x X nazywamy relacja rownowaznosci (abstrakeji) o polu X, gdy:
o 1x C R (zwrotnosc),
e R7! C R (symetrycznosc),
e Ro R C R (przechodnio$c).

Definicja. Niech R bedzie relacja réwnowaznosci o polu X. Klasa abstrakcji elementu x € X jest zbiér
[z]r ={y € X : (z,y) € R}.
Definicja. Zbior klas abstrakcji relacji R oznaczamy przez X/ R

Twierdzenie. Niech R bedzie relacja réwnowaznosci o polu X. Nastepujace warunki sa rownowazne:
L [zlr N lylr # 2.
2. [z]r = [y]r.
3. (z,y) € R.

Dowdd. (1) = (2): z powodu pelnej symetrii wystarczy pokazaé [x]gr C [y|r. Wezmy wiec p € [x]

c R-
Z zalozenia istnieje z € [z]g N [y|g. Mamy wiec (y,2) € R, (z,2) € R (z symetrii), (z,p) € R. Z
przechodniosci mamy (y,p) € R.

(2) = (3): ze zwrotnosci y € [y|r, wiec z zalozenia y € [z]g, czyli (z,y) € R.
(3) = (2): y € [y]r ze zwrotnosci, y € [x]r z zalozenia. Mamy wiec niepuste przeciecie. O
Intuicyjnie klasy abstrakcji dziela zbiér na zbiory elementéw ,,podobnych” do siebie. Ponizej formalizu-
jemy te intuicje.
Definicja. Niech X # @. Rodzine r € P(P(X)) nazywamy rozkladem zbioru X, gdy:

1. vCETC 7& a,

2. Ur=X,

3. CeRANDeRANC#D) = CND=2.

Lemat. Dla relacji rownowaznosci R o polu X zbiér X/ R Jest rozkladem X.

Dowdd. (1) Kazda klasa jest niepusta, bo zawiera element, ktory ja wyznacza. (2). UX/R C X, bo

kazda klasa jest pewnym podzbiorem X. W druga strone dla kazdego « € X zachodzi x € [z]g € X/ R
(3) Wynika z poprzedniego twierdzenia. O

Lemat. Dla rozktadu r zbioru X definiujemy relacje R, C X x X jako
(z,y) € R <= Joerz e CAyeC.

Wtedy

1. R, jest réwnowaznoscig.

2. X/RT =T
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Dowdd. (1) Zwrotno$¢ mamy, bo kazdy « € X musi naleze¢ do pewnego zbioru C rozktadu r. Syme-
trycznosé jest oczywista. Zostaje przechodniosé. Niech (z,y) € R, i (y,2) € R,. Istnieja wiec C,D € r
takie, ze x,y € C oraz y,z € D. Ale to oznacza, ze przeciecie C, D jest niepuste, wiec C = D. To daje
(x,2) € R,.

(2) Najpierw inkluzja w prawo. Niech C € X/RT' Istnieje wiec © € X taki, ze C' = [z]g,. Niech D € r
bedzie taki, ze x € D. Widzimy, ze wtedy C' = D. Teraz w druga strone. Niech C' € r. C' jest niepusty,
wiec istnieje € C. Widzimy, ze C = [z]g,.. O

1.4.6 TWIERDZENIE CANTORA-BERNSTEINA

Wypowiedz twierdzenie Cantora-Bernsteina. Wypowiedz i udowodnij twierdzenie Cantora. Czy
istnieje zbior wszystkich zbioréw? Odpowiedz uzasadnij.

Definicja. A ~,, B, gdy istnieje bijekcja f: A — B.

Definicja. A <,,, B, gdy istnieje iniekcja f: A — B.

Definicja. A <,,, B, gdy A <,, B oraz nie zachodzi A ~,, B.

Twierdzenie (Cantora-Bernsteina). Jesli A <,,, B oraz B <, 4, to A ~,, B.

Twierdzenie (Cantora). A <,, P(A) dla dowolnego zbioru A.

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze A <,, P(A). Mozemy na przyklad wzia¢ iniekcje, ktora mapuje kazdy

a € A na jego singleton {a}. Zalozmy teraz nie wprost, ze istnieje bijekcja f : A — P(A). Niech
C={z€A:z¢ f(z)}. Zsurjektywnosci f istnieje zg € A takie, ze f(z9) = C. Mamy teraz 2 przypadki:

1. zp € f(z0). Ale wtedy z definicji C mamy, ze 2y ¢ C i mamy sprzecznosc.

2. zp & f(20). Ale wtedy z definicji C mamy, ze zy € C' i tez mamy sprzecznosé.

Whiosek. Nie istnieje zbior wszystkich zbiordw.

Dowdd. Zal6zmy nie wprost, ze A jest zbiorem wszystkich zbiorow. Wtedy mamy P(A) C A, co oznacza,
ze P(A) <, A (identycznosé¢ jest iniekcja). Z drugiej strony podobnie jak w poprzednim dowodzie
argumentujemy, ze A <,, P(A). Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wiemy wiec, ze A ~,, P(A), co jest
sprzeczne z twierdzeniem Cantora. O

1.4.7 LEMAT KURATOWSKIEGO-ZORNA

Podaj wypowiedZ lematu Kuratowskiego-Zorna i przyktady jego zastosowania.

Definicja. Porzadek to para (X, R), gdzie R to zwrotna, przechodnia i antysymetryczna relacja na
zbiorze X (podzbior X x X). Jedli R jest dodatkowo spojna (czyli (z,y) € R lub (y,z) € R dla kazdej
pary (z,y)), to porzadek nazywamy liniowym.

Definicja. a jest maksymalnym elementem porzadku (X, <), gdy Veex ¢ < £ = a = z. Analogicznie
definiujemy element minimalny.
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Definicja. a jest najwiekszym elementem porzadku (X, <), gdy Viex ¢ < a. Analogicznie definiujemy
element najmniejszy.

Definicja. Dla porzadku (X, <) oraz A C X,b € X mowimy, ze b jest majoranty A, gdy Veecaa < b.
Analogicznie definiujemy minorante.

Definicja. Lancuch w porzadku (X, R) to L C X taki, ze (L, RN L?) jest porzadkiem liniowym.
Twierdzenie (Lemat Kuratowskiego-Zorna). Jesli w porzadku (X, <) kazdy laiicuch ma majorante

(odpowiednio minorante), to istnieje w nim element maksymalny (odpowiednio minimalny).

Podamy teraz dwa przyktady zastosowania tego lematu.
Twierdzenie. Jesli A, B sa niepustymi zbiorami, to istnieje iniekcja z A w B lub z B w A.

Dowdd. Niech H = {f C A x B : f to czeSciowa iniekcja}. Rozwazmy porzadek (H, C). Sprawdzamy dla
niego zatozenia lematu Kuratowskiego-Zorna. Niech Hy C ‘H bedzie taicuchem. Zauwazmy, ze majoranta

HO jest U Ho:
o Vicw, f € UHo z definicji sumy.
o | JHo € H, bo gdyby |JHo nie bylo czesciows iniekcja, to albo jeden element A bylby mapo-

wany dwukrotnie, albo dwa rozne elementy A bylyby mapowane na ten sam element B. W obu
przypadkach Hy nie mogtoby by¢ tancuchem.

W takim razie z LKZ istnieje w tym porzadku element maksymalny fMAX € H. Twierdzimy, ze fMAX
jest funkcja z A w B lub (fMAX)~1 jest funkcja z B w A. Wtedy z definicji H musi juz by¢ iniekcja,
wiec mamy teze. Zalozmy wiec nie wprost, ze istnieje ag € A takie, ze Vyep (ag,b) ¢ fMAX oraz by € B
takie, ze Vaca (a,b) ¢ fMAX. Ale zauwazmy, ze wtedy fMAX U {(ag,bo)} € H, wiec fMAX nie moglo byé
elementem maksymalnym. O

Twierdzenie. Kazdy porzadek da sie rozszerzy¢ do liniowego.

Dowdd. Niech (X, Ry) bedzie pewnym porzadkiem. Rozwazmy zbior
H={RC X?:RyC Ri(X,R) jest porzadkiem} .
Uporzadkujmy go za pomoca inkluzji. Sprawdzamy zalozenia LKZ. Niech Hy C H bedzie taricuchem.
Zauwazmy, ze jego majoranta jest | Ho:
e dla R € Hy mamy R C |JH,.
e UHo € H, bo Ry C|JHo oraz (X,|JHo) jest porzadkiem.

W takim razie z LKZ mamy element maksymalny RMAX ¢ . Zalozmy nie wprost, ze RMAX nie jest
porzadkiem liniowym. Wtedy istnieja a,b € X takie, ze (a,b) ¢ RMAX oraz (b,a) ¢ RMAX. Niech
R; bedzie domknieciem przechodnim RMAX U {(a,b)}. Oznacza to, ze Ry = RMAX U S, gdzie S =
{(z,y) € X?: (z,a) € RMAX A (b,y) € RMAXL. Widzimy, ze RMAX C R;. Wykazanie, ze Ry € H da
wiec sprzecznosé z maksymalnoscig RMAX. Sprawdzmy, czy rzeczywiscie tak jest.

e Ry C Ri, bo Ry C RMAX C R;.
e R, jest zwrotna, bo RMAX jest zwrotna.
e R jest przechodnia, bo zdefiniowalismy ja jako domkniecie przechodnie.

e R, jest antysymetryczna: zalézmy nie wprost, ze istnieja x # y takie, ze (z,y) € Ry i (y,x) € Ry.
Mamy teraz 3 opcje. Jesli (z,y) € RMAX oraz (y,z) € RMAX, to RMAX nie jest antysymetryczna
i mamy sprzecznosé. Jesli (z,y) € S, za$ (y,z) € RMAX, to wtedy (b,%), (y,2), (z,a) € RMAX
i z przechodniosci (b,a) € RMAX — sprzecznogé. Ostatecznie jedli (v,y) € S oraz (y,x) € S, to
(b,y), (y,a) € RMAX i ponownie z przechodnioéci mamy (b, a) € RMAX — sprzecznosé.

O

Whiosek. Kazdy zbior da sie liniowo uporzadkowaé¢, bo mozemy zaczaé od (X, 1x).
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1.4.8 L1CcZBY CALRKOWITE I WYMIERNE

Wykonaj konstrukcje liczb catkowitych. Wprowadz dzialania na liczbach catkowitych. Podaj
konstrukcje liczb wymiernych i dziatania na nich.

Definicja. Niech ~ bedzie relacja na N x N okreslong nastepujaco
(n,k) =~ (p,q) < n+q=p+k.
Propozycja. = jest relacja réwnowaznosci
Definicja. Liczby catkowite definiujemy jako Z = N x N/%.
Definicja. Element zero 0 € Z to [(0, 0)]~. Element przeciwny do z = [(n, k)|~ to —z = [(k,n)]~.

Definicja. Dziatania na Z definiujemy nastepujaco:
e dodawanie: [(n, k)]~ + [(p, @)l~ = [(n + P, k + ¢)]~-
e mnozenie [(n, k)|~ (0, )]~ =[(n-p+k-gn-q+k- D)~

e odejmowanie: z —y = x + (—y).
Definicja. Niech Z* = Z\ {0}. Okreslamy relacje ~ na zbiorze Z x Z* jako:
(a,b) ~ (¢,d) <= a-d=c-b.
Propozycja. ~ jest relacja réwnowaznosci
Definicja. Liczby wymierne definiujemy jako Q = Z x Z/N.
Definicja. Element zero 0 € Q to [(0,1)]~. Element przeciwny do z = [(a,b)] _ to —x = [(—a,b)] .

Definicja. Dziatania na Q definiujemy nastepujaco:
e dodawanie: [(a,b)]~ + [(¢c,d)]~ = [(ad + bc, bd)]~.
e odejmowanie: [(a,b)]~ — [(¢,d)]~ = [(ad — be, bd)]~.
e mnozenie: [(a,b)]~ - [(¢,d)]~ = [(ac, bd)]~.
e dzielenie: [(a,b)]~ : [(¢,d)]~ = [(ad, bc)]~, gdy [c,d]~ # 0.

1.4.9 LiczNOSC ZBIOROW

Podaj definicje réwnolicznosci zbioréow oraz zbioréw przeliczalnych i nieprzeliczalnych.
R . e e c c
Udowodnij réwnolicznogé zbiorow AB~ ~,, ABXC oraz (A x B)” ~,, A° x B®.

Definicja. Zbiory A, B sa rownoliczne, gdy istnieje bijekcja f: A — B. Piszemy wtedy A ~,, B.

Definicja. Zbior A jest przeliczalny, jesli istnieje Ny C N takie, ze A ~,,, Ny. Zbior A jest nieprzeliczalny,
jesli nie jest przeliczalny.

Twierdzenie. (AB)C ~,, ABXC,

Dowdd. Zdefiniujmy funkcje o : (AP)¢ — ABXC w ten sposob, ze dla funkcji € (AP)C bedzie

a(x)(b,¢) = z(c)(b).
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1. « jest iniekcja.

Niech z; # zo € (AB)C. To, 7e funkcje sa rézne oznacza tyle, ze istnieje ¢y € C takie, ze x1(co) #
x2(cg). To dalej sa funkcje, wiec dalej mamy, ze istnieje by € B takie, ze x1(co)(bo) # z2(co)(bo).
Ale to znaczy, ze mamy by, ¢o takie, ze a(x1)(bo, co) # a(x2)(bo, o), czyli a(x1) # alxs).

2. « jest surjekcja.

Niech y € AB*C. Niech 2y € (AP)C jest taka funkcja, ze dla wszystkich b € B,c € C zachodzi
xo(c)(b) = y(b, ¢). Wtedy mamy a(z0) (b, c) = zo(c)(b) = y(b, ¢), wiec a(xg) = y.

O
Twierdzenie. (A x B)¢ ~,, A® x BC.
Dowdd. Zdefiniujmy funkcje 8 : (A x B)® — A® x BY w ten sposob, ze f(z) = (l o x,r o x), gdzie
l(a,b) = a, zas r(a,b) = b.
1. [ jest iniekcja.

Niech 21 # x5 € (A x B)¢. Wtedy istnieje ¢y € C takie, ze z1(cp) # z2(co). Ale to w szczegdlnosci
oznacza, ze 1(x1(co)) # l(x2(co)) lub r(z1(co)) # r(x2(co)). Z tego dostajemy, ze

B(x1) = (loxy,rox) # (loxg, T 0oxe) = [(2).

2. B jest surjekcja.

Niech g € A® oraz h € B®. Niech 2y € (A x B)® to funkcja taka, ze dla wszystkich ¢ € C zachodzi
xo(c) = (g(c), h(c)). Wtedy B(zo) = (Lo xg,7 0 x0) = (g, h).
O

1.4.10 TWIERDZENIE ZERMELO

Podaj definicje dobrego porzadku. Udowodnij zasade indukcji pozaskoriczonej. Wypowiedz
twierdzenie Zermelo.

Definicja. Porzadek (X, <) jest dobry, gdy kazdy niepusty Z C X ma w nim element najmniejszy.
Lemat. Dobry porzadek zawsze jest liniowy.
Dowdd. Bierzemy Z jako zbiér dwuelementowy {x,y}. O

Definicja (Indukcja pozaskonczona). Mowimy, ze w liniowym porzadku (X, <) obowiazuje zasada in-
dukcji, gdy dla kazdego @ # Z C X jesli Voex {ye€X:y<2}CZ = z € Z), to wtedy Z = X.

Twierdzenie. W dobrym porzadku obowiazuje zasada indukcji.

Dowdd. Niech (X, <) bedzie dobrym porzadkiem. Zal6zmy nie wprost, ze istnieje @ # Z C X taki, ze
{lyeX:y<a} CZ = z € Zdlakazdegoxz € X. X\Z jest niepusty, wiec z definicji dobrego porzadku
ma element najmniejszy xg. To oznacza, ze dla wszystkich y mniejszych od z zachodzi y ¢ X \ Z. Czyli

{y € X 1y <z} C Z. Z poczatkowego zalozenia mamy wiec, ze xo € Z, czyli sprzecznosc. O

Twierdzenie (Zermelo). Kazdy zbior da sie dobrze uporzadkowac.
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1.4.11 LICZBY PORZADKOWE

Podaj definicje liczby porzadkowych von Neumanna oraz ich wlasnosci. Udowodnij antynomie
Burali-Forti.

Aksjomat (regularnosci, dobrego ufundowania). V,(z # @ = I, (y €z AyNz = 9))
Aksjomat regularnosci nie pozwala na x € x, ani « € y € z, ani zadne podobne zagniezdzone wyrazenie.
Wynika to z faktu, ze gdyby bylo & € =z, to {z} nie spelnia aksjomatu regularnosci, a gdyby byto
x €y €z, to {z,y} nie spelia tego aksjomatu.
Definicja. Zbiér X jest liczba porzadkowa, gdy:

o Voywexx €EYyVycaVao=y.

(] vwex xz g X.
Przykiad. 0,1,2,3,... N=w, NU{N} = w+ I,NU{N}U{NU{N}} = w+2,...
Propozycja. Zbior pusty jest elementem kazdej niepustej liczby porzadkowe;.

Dowdd. Zalozmy, ze X jest niepustg liczba porzadkows. Istnieje x € X takie, ze z N X = ). Jest x C X,
wigc = = . O

Lemat. Kazdy element liczby porzadkowej jest liczba porzadkowa.
Dowdd. Niech z bedzie liczba porzadkowa Jesli x = @, to teza zachodzi. W przeciwnym wypadku niech
y € x. Z definicji liczby porzadkowej mamy y C .

e Czyli dla a,b € y zachodzi a,b € x, wieca € blub b € a lub a =b.

e Niech a € y. Jako, ze y C z, to a € z. Zalézmy, ze a € y, czyli istnieje b € a takie, ze b ¢ y.
Mamy b € z (bo a C z), wiec z pierwszej cechy liczb porzadkowych b = y badz y € b. W pierwszym
przypadku mamy y € a € y, a w drugim b € a € y € b. Oba te przypadki sa sprzeczne z aksjomatem

regularnosci.
O
Whniosek. Dla liczby porzadkowej X i jej elementow z,y € X jezeli z € y, to x C y.
Dowdd. y jest liczbg porzadkows jako element liczby porzadkowej, zatem z = € y wynika x C y. O

Whniosek. Dla liczby porzadkowej X i jej elementow z,y € X jezeli x C y, to z € y.

Dowdd. 7 definicji liczby porzadkowej mamy = € y lub y € x. Zal6zmy nie wprost, ze y € x. x jest liczba
porzadkowa, wiec y C = C y. Sprzecznosc. O

Twierdzenie. Zbiér bedacy liczba porzadkowa jest dobrze uporzadkowany inkluzja.
Dowdd. Ustalmy liczbe porzadkowa X i niepusty zbior A C X. Z aksjomatu regularnosci istnieje a € A
takie, ze aN A = (). Ustalmy dowolne b € A roézne od a. Wtedy a € b lub b € a. To drugie daje b € an A,

wiec a € b. Zatem a C b. Z tego wynika, ze a jest elementem najmniejszym A. O

Definicja. Przedzialem poczatkowym w porzadku (X, <) nazywamy zbior Y C X taki, ze jesliz € Y i
y < z dla pewnegoy € X, toye VY.

Uwaga. W dobrym porzadku (X, <) kazdy wlasciwy przedzial poczatkowy jest postaci {z € X : x < zo}
dla pewnego zg € X. x( jest minimum zbioru ograniczeni gérnych tego przedzialu poczatkowego.

Lemat. Kazdy przedzial poczatkowy liczby porzadkowej jest liczba porzadkowa.
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Dowdd. Niech X bedzie liczba porzadkowa a Y jej przedzialem poczatkowym. Dla wszystkich a,b € Y
mamy a=bluba€blubbe€a, boa,be X.

Niech z € Y. Wtedy « C X. Ustalmy dowolne z € . Wtedy z € X i z C z, wiec z definicji przedziatu
poczatkowego z € Y. Zatem = C Y. O

Lemat. Kazdy wlasciwy przedzial poczatkowy liczby porzadkowej jest jej elementem.

Dowdd. Niech A bedzie liczba porzadkows i niech C bedzie jej wlasciwym przedziatem poczatkowym.
Wiemy, ze C = {& € A:x C xp} dla pewnego zg € A. Dla  C zp mamy = € zg, wiec C C xg. Do
tego dla kazdego x € xgp mamy x € A (bo xg C A) oraz x C xo. Zatem xg C C. To pokazuje, ze
C=ux9€A. O

Twierdzenie. Dla dwoch liczb porzadkowych jedna jest przedziatem poczatkowym drugie;j.

Dowdd. Rozwazmy dwie liczby porzadkowe A, B. Niech C = A N B. Pokazemy, ze C jest przedzialem
poczatkowym zaréowno A, jak i B. Ustalmy z € C. Mamy = C A, B. Dla dowolnego y € A takiego, ze
y C x mamy y € x, wiec y € B, czyli y € C. Zatem C jest przedzialem poczatkowym A. Analogicznie
pokazujemy, ze C jest przedzialem poczatkowym B.

Wiemy, ze jesli C' # A, C' € A i analogicznie dla B. Teraz rozwazamy przypadki.
e Jesli C = AiC =B, to mamy A = B i teza zachodzi.
e Jesli C = AiC € B, to A jest przedzialem poczatkowym B.
e JesliC=BiC € A, to B jest przedzialem poczatkowym A.

e JesliCe AiC e B,toC e An B = C, co daje sprzeczno$¢ z aksjomatem regularnosci.

Twierdzenie (Dychotomia Burkina-Faso). Nie istnieje zbior wszystkich liczb porzadkowych.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze X jest takim zbiorem. Pokazemy, ze X musi by¢ liczba porzadkowa. To
bedzie oznaczalo, ze X € X, co jest sprzeczne z aksjomatem o regularnosci.

e Niech z,y € X beda réznymi liczbami porzadkowymi. Z poprzedniego twierdzenia x jest wlasciwym
przedzialem poczatkowym y lub y jest wlasciwym przedzialem poczatkowym z, czyli x € y lub
yewx.

e Niech z € X. x jest pewna liczba porzadkowa. Wiemy, ze wszystkie elementy x sg liczbami porzad-
kowymi, wiec x C X.

O

Twierdzenie. Kazdy zbior dobrze uporzadkowany jest izomorficzny z pewna liczba porzadkowa (czyli
istnieje bijekcja zachowujaca porzadek).
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1.5 Metody Probabilistyczne Informatyki

1.5.1 LANCUCHY MARKOWA

Fancuchy Markowa na przykladzie analizy randomizowanego algorytmu dla problemu 2-SAT.

Definicja. Proces stochastyczny to rodzina zmiennych losowych {X; : ¢ € T} indeksowana zbiorem T
(zazwyczaj interpretowanym jako czas). X; nazywamy stanem procesu w chwili ¢. Dla co najwyzej prze-
liczalnego T (zwykle T' = N) mowimy, ze proces jest z czasem dyskretnym.

Definicja. Proces stochastyczny z czasem dyskretnym (i T = N) jest lancuchem Markowa, jesli dla
kazdego t € N i ciagu (ag, a1, ...,a;—1,x) takiego, ze

t—1
P(ﬂXi:aiﬂXt:J?) >0

i=0
zachodzi

t—1

P(Xt+1—y| ﬂXi—aiﬁXt—x> =P(Xp1=y| X, =2x)
i=0

dla kazdego y. Jest to automat, ktéry zmienia stany z danym prawdopodobieristwem, ale zaleznie tylko

od poprzedniego stanu. Zbiér stanéw bedziemy oznaczaé przez S.

Twierdzenie (Randomizowany 2-SAT). Rozwazmy formule postaci C' = A, z; V y;, gdzie x,y sg jed-
nymi z n zmiennych (lub ich zaprzeczeniami). Zastosujemy nastepujacy algorytm: wybieramy losowe
wartos$ciowanie, dopoki formula jest niespelniona wybieramy losowa niespelniona klauzule i jeden z jej
literatéw, a nastepnie odwracamy jego wartoéciowanie. Powtarzamy taka operacje maksymalnie m - 2n?
razy, gdzie m jest pewnym parametrem. Jesli formuta jest spelniona zwracamy wartosciowanie, inaczej
stwierdzamy niespetnialnosé.

Taki algorytm zwraca poprawna odpowiedz z prawdopodobieristwem co najmniej 1 — 2%“
Dowdd. Algorytm moze sie pomyli¢ tylko, jesli formuta jest spelnialna, a on stwierdzi niespelnialnosé.

Niech wiec bedzie spelnialna, a S bedzie pewnym spelniajacym ja wartosciowaniem. Definiujemy X; jako
liczbe zmiennych wartosciowanych tak samo jak w .S w i-tym kroku algorytmu.

Zachodzi P (X, 11 =1|X; =0)=1,adlaj>0 jest

P(Xip1=j+1]X;=j) >

9

N = N =

P(Xip1=7—-1]X;=3) <

)

bo w poprawianej klauzuli albo obie zmienne nie zgadzaja sie z S i na pewno jedng zmienimy poprawnie,
albo jedna sie zgadza i mamy % na zmiane poprawnej. Taki proces stochastyczny nie jest lanicuchem
Markowa. Zamiast niego analizujemy proces o stanach Y; takich, ze P(Y;;1 =7+1|Y; =) = % oraz
Yo = Xo. To juz jest taiicuch Markowa.

Niech h; oznacza oczekiwang liczbe krokéw potrzebnych do osiggniecia wartosci n zaczynajac od j. Mamy
hy, =0, hg=h;+1oraz h; = % + % + 1. Mozna pokazaé¢ indukcyjnie, ze h; = hj;11 + 25+ 1: dziala
dla 7 = 0, a dalej mamy

hjy1=2hj —hj 1 —2=2h; — (hj+2( —1)+1)—1=h; —2j — 1.

Ztegowynika,Zeh0=h1—|—1=h2+1+3=-~-=Z?;01(2i+1):n2-
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Podzielmy wykonanie algorytmu na segmenty rozmiaru 2n2. Niech Z bedzie liczba krokéw potrzebna
do otrzymania rozwigzania (liczac od poczatku segmentu). Mamy E [Z] < n?. Z nieréwnosci Markowa
zachodzi

2
n 1
P(Z > 2n?%) < = .
( ) = on2 2
Zatem prawdopodobienistwo, ze algorytm nie zwroci poprawnego wartosciowania po m segmentach jest
ograniczone przez 2% O

1.5.2 KULE I URNY

Problem kul i urn ze wzmocnionym feedbackiem (jako ilustracja zastosowania rozktadu
wykladniczego).

Ae ™ 2 >0
nazywamy rozkta-
0 rz<0

dem wyktadniczym. Prawdopodobienistwo spada wyktadniczo wraz ze wzrostem x. Mamy

Definicja. Dla parametru A > 0 rozklad o funkeji gestosci f(z) =

oo 0 R
/ f(x)dz = / Ae ™ dz = lim Ae M dz = lim —e*)‘f}f = lim —e M 41=1,
—00 0

R—o0 0 R—o0

wiec jest to poprawna gestosc.

Propozycja. Dystrybuanta, warto$é¢ oczekiwana i wariancja zmiennej X o rozkladzie wykladniczym z

parametrem \ to
I1—e™ t>0
F (1) = { ‘

0 t<0
1
E[X] =~
X]= 7,
1
Var(X):)\z.

Dowdd. .
F(t) = / f(x)de = —e_m‘g =1—e,

e ° o *° 1 <1
E[X] :/ xf (x)da:z/ Aze M dx = —a:e#‘m|0 —/ —eMdr = ——e M| =,
—00 0 0 )\ 0 )\
E(x? = [ «2f(2)de=...= >
)= [ - 2
a wigc Var (X) = 3. O

Lemat. Rozktad wykladniczy ma wlasnosé ,bez pamieci”, czyli dla zmiennej X ~ Exp (M) i s,t > 0
mamy

PX>s+t|X>t)=P(X >5s).
Dowdd.

P(X>5+t>_1_Fx(8—|—t)_e_)‘(s+t)
P(X>t)  1-—Fx(t) e
=€7>‘5:1_FX(8)=]P>(X>5),

PX>s+t|X >t)=
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Lemat. Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie wykladniczym z parametrami A\ i p.

Zachodzi min (X,Y) ~ Exp (A + p). Dodatkowo P(X < Y) = A+#

Dowdad.

P(min (X,Y) >t) =P (X >tNY > 1) =P (X > t)P(Y > t) = e Mt = =0,

P(X <Y)=P((X,Y) € {(z,y) eR*:z <y}) / /ny (z,y)dzdy

oo oo
/ / e A pe M dz dy = / pe M (1 — e_/\y) dy = / pe M dy _/ pe~ MY gy
0 0

4 [_u mm} p A

>\+N 0 Atp Atp

O

Twierdzenie (Feedback ze wzmocnieniem). Niech X,,,Y;, beda liczba kul wrzuconych odpowiednio do
czerwonej i niebieskiej urny w momencie czasu n. Zaczynamy z Xo = o, Yo = Yo- Jesli X=zxiY =y,
to niech prawdopodobienistwo wybrania kolejnej kuli do czerwonej urny wynosi dla ustalonego
parametru p.

w
zP+yP

Dla kazdych zg,yo € Ny i p > 1 z prawdopodobieristwem 1 istnieje ¢ € N takie, ze jedna z urn otrzyma
mniej niz ¢ kul (przy rzucaniu w nieskoriczono$¢). Innymi stowy
]P(lim X, = oon lim Yn:oo> —0.
n—oo n—oo
Dowdd. Niech T, bedzie zmienng modelujaca czas oczekiwania na (z + 1)-sza kule w urnie czerwonej

majac w niej x kul. W naszym modelu T,, ~ Exp (2?), czyli zmienna T, formalnie nie ma nic wspolnego
z kulami i urnami. Podobnie definiujemy U,. Wczesniej widzieliémy, ze zachodzi

xP
P(T, <U,) = ey

a wiec te zmienne faktycznie dobrze modeluja nasz eksperyment — szansa na ,skoiiczenie” T, przed U, jest
taka, jak wrzucenia kuli do urny czerwonej. W momencie skoriczenia T, mozemy ,zrestartowac¢” U, (czyli
skorzystaé z wlasnosci bez pamieci rozktadu wyktadniczego) i zacza¢ T,41 — odpowiednia nier6wnosé
bedzie dalej zachodzi¢. Oczywiscie wszystko dziata tak samo, gdy skoiiczy si¢ U,,.

Definiujemy
o) oo
“Yne-yu
Jj=zo J=%o

Te warto$ci oznaczaja momenty, w ktorych liczba kul wrzuconych do danej urny staje sie nieograniczona.

Mamy
1

SSEm -3 L

Jj=zo J=xo
To samo zachodzi dla G. Zatem P(F < o0) = P(G <o0) = 1 i te liczby sa dobrze zdefiniowane z
prawdopodobieristwem 1 (ograniczona warto$¢ oczekiwana daje zerowe prawdopodobienstwo tego, ze
zmienna jest nieograniczona). Mamy P (F' # G) = 1 (tak zachowuja sie kazde niezalezne zmienne ciagte),
czyli P(F < GUF > G) = 1. Zalozmy, ze F < G. Mamy zatem (dla pewnego t)

t+1 t+1

ZU <F<ZU = ZU <ZT <ZU

dla wszystkich odpowiednio duzych m. To znaczy, ze do niebieskiej urny wpadnie ¢ kul i zanim wpadnie
kolejna, do czerwonej urny wpadnie nieograniczona liczba kul — czyli w granicy jest lim,, ... Y, = t.

Analogiczny argument dziala, gdy G > F. Zatem z prawdopodobieristwem 1 zachodzi przedstawiona
sytuacja, co konczy dowod. O
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1.5.3 QUICKSORT

Wykorzystaj liniowo$¢ wartosci oczekiwanej i oblicz oczekiwang liczbe wykonanych poréwnan w
algorytmie sortowania Quicksort. Mozesz przyjac¢, ze sortujemy tablice parami réznych
elementow.

Definicja. Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X, oznaczana E [X], to
E(X)=> i-P(X=i),

gdzie suma przebiega po obrazie X. Warto$¢ oczekiwana moze byé nieokreslona, jesli jest nieskoriczenie
wiele wartosci w obrazie i szereg okreslajacy wartosé oczekiwana nie jest zbiezny.

Twierdzenie (Liniowo$¢ wartosci oczekiwanej). Dla dowolnych zmiennych losowych X, ..., X,, z ogra-
niczonymi wartosciami oczekiwanymi zachodzi

>x
i=1

Dowdd. Dowodzimy dla n = 2, reszta z indukcji. Mamy

n

=> E[X,].

=1

E

EX+Y]=> k-PX+Y=k=> (i+j)P(X=i)n(Y =)

k ]
:ZiZP((X:i)ﬂ(Y:j))+ZjZP((Y:j)ﬂ(X:i))
:Zi]P’(X:i)—i—ZjIP(Y:j):E[X]—HE[Y].

O

Mamy algorytm sortujacy Quicksort (losujemy pivota, dzielimy na mniejsze i wieksze i odpalamy reku-
rencyjnie). Jaka jest oczekiwana liczba wykonanych poréwnan na danych rozmiaru n?

Rozwazamy juz posortowane wartosci x1, . .., z,. Zmienna X — liczba wykonanych poréwnan. Rozbijamy
1 x;,z; byly poréwnane

na X;; = u%j DY P .Mamy]E[X]:Zi.[P’(Xijzl),
0 Wwpp 7

Elementy z;, z; sa porownywane, jesli jako pivot zostanie wybrany jeden z nich. Nie zostana poréwnane,
gdy zostanie wybrany element pomiedzy nimi. Zanim to zostanie zdecydowane algorytm moze wybraé
inne pivoty, lezace na lewo lub na prawo od rozwazanych elementéw. Decyzja o poréwnaniu dzieje sie,
gdy jako pivot zostaje wybrany element z {x;, z;11,...,z;}. Mamy

P (Q wybral za pivot z; lub z; | Q wybral pivota sposrod {z;,...,z;}) = T

gdzie Z jest zbiorem wartosci, na ktéorych odpalony jest algorytm w momencie decyzji, czy elementy
zostana poréwnane. Jak wida¢ wielkos¢ Z nie ma znaczenia.

. - -1 —1 ¢n—itl —k+1
Pozostaje nam policzy¢ E[X] = >0 Z;:iﬂji% = YRt = 2 o

Sho(n+1—k)-2=2nlnn+ O (n). To daje nam szukana zlozonos¢.

1.5.4 IcEA BUFFONA

Igte dlugosci ¢ rzucono na podloge z desek o szerokosci d, przy czym ¢ < d. Jakie jest
prawdopodobieristwo, ze igta przetnie krawedz deski?
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Zauwazmy, ze skoro £ < d, to igla zawsze przetnie co najwyzej jedng krawedz deski. Co wiecej, musi to by¢
krawedz, do ktorej srodek igly bedzie miat najblizej. Niech wiec X bedzie zmienna losowa, ktéra oznacza
odlegtosé¢ srodka igly od najblizszej krawedzi deski, zag o bedzie zmienng losowa, ktéra odpowiada katowi
ostremu miedzy igla a krawedziami desek. Widzimy, ze X ~ Uni[0, d/2], za§ o ~ Uni[0, 7/2]. Wynika to
z tego, ze X = min(Y,d —Y) dla Y ~ Uni[0,d], zas @ = min(8,7 — ) dla 8 ~ Uni[0, 7]. Patrzac na
rysunek zauwazamy, ze igla przetnie sie z krawedzia deski doktadnie wtedy, gdy ¢/2-sin @ > X. Liczymy
wiec prawdopodobienistwo takiego zdarzenia:

/2 pl/2-sina 2 9 4 /2 o0 90
(¢/2-sina ) /0 /0 — - gdrda=— ; /2 -sinada — (—cosa)lg —

Rysunek 1: Igta Buffona.

1.5.5 SPACER LOSOWY

Losowy spacer na plaszczyznie. Pionek znajduje sie w punkcie (0,0) na plaszczyznie. W i-tym
kroku (¢ > 1) losowany jest kat «; jednostajnie na [0, 27] (i niezaleznie od poprzednich losowan),
a pionek przesuwa sie ze swojej aktualnej pozycji o wektor jednostkowy wyznaczony przez kat
a; (z osia OX). Jaki jest oczekiwany kwadrat odlegtosci od punktu (0,0) po n krokach?

Niech X, bedzie zmienng losows oznaczajaca kwadrat odleglosci pionka od punktu (0,0) po n kro-
kach. Pokazemy teraz indukcyjnie, ze E[X,,] = n. Widzimy, ze X; = 1 z prawdopodobienistwem 1, wiec
oczywiscie E[X1] = 1. Mamy wiec baze indukeji.

Zalozmy teraz, ze n > 2. Zalozmy, ze po n — 1 krokach pionek znajduje sie w punkcie (z,y). Zauwazmy,
ze jednostajne wylosowanie kata o, wzgledem osi OX mozemy réwnie dobrze traktowaé jak jednostajne
wylosowanie kata wzgledem prostej przechodzacej przez punkty (0,0) oraz (z,y). Ponadto zauwazmy, ze
z symetrii wynika, ze wystarczy nam wtedy rozwazy¢ losowanie takiego kata z przedziatu [0, 7]. Niech
wiec 8 ~ Uni[0, 7]. Wtedy z twierdzenia cosinuséow

X, =X,_1+1—-2y/X,_1cosp.

Obkladajac wszystko wartoscig oczekiwang, korzystajac z niezaleznosci zmiennej 5 od poprzednich kro-
kéw pionka oraz z zatozenia indukcyjnego dostajemy

E[X,]| =E[X,-1]+1—-2-E[\/X,_1] -E[cosf]=n—141-0=n.
Po drodze skorzystaliSmy rowniez z faktu, ze E[cos 8] = 0, ktéry mozna tatwo udowodnié:

Elcos 8] = / coszdz = sinz|; =sinm —sin0 = 0.
0
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1.5.6 PrRoOCES PoissoNa

Proces Poissona. Definicja i potrzebne wlasnosci aby wykazaé co nastepuje. Niech (N (¢),t > 0)
bedzie procesem Poissona o parametrze A. Wykazaé, ze jesli w przedziale czasowym (0, t] zaszto
doktadnie jedno zdarzenie, czyli N (t) = 1, to czas zajécia tego zdarzenia (X;) ma rozktad
jednostajny na przedziale (0,¢] (w szczegdlnosci nie zalezy od \).

Definicja. Rozwazmy ciag zdarzer losowych. Niech N (t) zlicza liczbe zdarzen w przedziale czasu [0, ¢].
Proces {N (¢t) : t > 0} nazywamy stochastycznym procesem zliczajacym.

Definicja. Proces Poissona z parametrem A > 0 to stochastyczny proces zliczajacy taki, ze:
1. N(0)=0
2. proces ma stacjonarne i niezalezne przyrosty, czyli
(a) Vsi>0 N (t) i N (s+1t) — N (s) maja ten sam rozklad — proces nie zmienia si¢ w czasie.
(b) Ve <tocts<ts N (t2) — N (t1) i N (t4) — N (t3) sa niezalezne, czyli zdarzenia na niezaleznych
przedzialach sa niezalezne.
3. limy_,q w = ), czyli predkosé pojawiania sie zdarzenn wynosi A.

P(N(t)>2)
t

4. limy_,0 = 0, czyli wystapienie wiecej niz jednego wydarzenia naraz jest nieprawdopodobne.

Twierdzenie. Niech {N (¢) : ¢t > 0} bedzie procesem Poissona z parametrem . Wtedy
(AD)"

Vis>0mnen P(N (t+s) — N(s) =n) = e*/\tT’

czyli taka zmienna ma rozktad Poissona z parametrem \t.

Dowdd. Indukcja po n. Niech P, (t) :=P (N (t+ s) — N (s) = n). Dowodzimy bazy n = 0. Mamy
Py(t+h)=P(N({t+h)=0)=P(N(@t)=0NN({E+h)—N()=0)
=P(N(@#)=0)-P(N(t+h)=N(t)=0)=P(N () =0)-P(N(h)=0)=F(t) Po(h),

gdzie najpierw podstawiamy s = 0, potem korzystamy z niezaleznosci i stacjonarnosci. Mamy

Pé(t)Z}{ig})PO(Hh,)l_R)(t) :%%R](t).Po;h)—Po(t) :Po(t)%z%w
= Ry (1) i L E VO ZNZFVOI 2D 2L p )y 0)= a0,

gdzie w przedostatnim przejsciu skorzystaliémy z obu granic z definicji procesu Poissona. Mamy iggg =

—A, wiec catkujac obustronnie dostajemy In (P (t)) = —At + C, a wiec
Py (t) = e,

a podstawiajac Py (0) = 1 mamy C = 0, wiec jest tak jak chcemy.

Teraz robimy krok indukcyjny dla n > 1. Mamy

Py(t+h) =Y Puy(t) Pi(h),
k=0

bo jesli n — k zdarzenri bedzie miato miejsce w ciagu ¢ jednostek czasu, to pozostate k musi sie wydarzyé
w kolejnych h. Mamy

. P,(t+h)—P,(t)
/ _
PO= T i h

= lim ¢ <Pn ()P (h) =)+ Pacs (O P00+ 3 Pocs (P <h>)

h—0

— P, (1) lim Py(h) -1 mpl(h)

M e
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gdzie ostatnie przejscie to zastosowanie granicy z poprzednich przeliczen i definicji procesu Poissona, a
przedostatnie wynika z szacowania

S PP < TR (N () >2) 0.
k=2

Rozwiazujemy réwnanie rézniczkowe P! (t)+ AP, (t) = AP,,_1 (t). Przeksztalcamy domnazajac przez e:
M (P (t) + AP, (1)) = eMAP,_1 (t), czyli (wzér na pochodna mnozenia):
n—1 n—1
d At Ay —ar (A (AL)
QNP (1) =M AP, (1) = &M - A — A .
a ) =e 1) =T AT T A o)
Teraz catkujemy i mamy e* P, (t) = A" - % -t" + C, liczac w t = 0 dostajemy C = 0. O

Twierdzenie. Niech X bedzie pierwszym miedzyczasem procesu Poissona N z parametrem \. Zmienna
X1 | N (t) = 1 ma rozktad jednostajny na [0, ].
Dowad.

P(X,<s|N(@t)—1) FE<sON@=1) PV () =1 PN N(s)=0)

P(N () =1) P(N (1) =1
e—)\s)\s . e—k(t—s) s
e~ M\t Tt

1.5.7 CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE

Centralne Twierdzenie Graniczne. Warianty mocniejszych wypowiedzi.

Definicja. Mo6wimy, ze ciagla zmienna losowa X ma standardowy rozktad normalny (z parametrami 0

i1), jesli jej gestosc to funkcja f (z) = ﬁe*%. Taki rozktad oznaczamy N (0,1).

Lemat. Zachodzi

9] .2
/ e 2 dx = V2m.

— 00

Dowdd. Mamy

o) 2 oS .2 e8] 0 12,2 2m oo 2 2m
/ ez dz-/ ez dm:/ / e 2 dzdm:/ / e_TrdrdGZ/ 1d6 = 2,
oo o —o0J—o0 o Jo 0

gdzie druga rownosé to przejscie na wspolrzedne biegunowe a pézniej catkujemy przez podstawienie. To
daje nam teze. O

Definicja. Definiujemy funkcje Phi jako

z 1 22
D (z) = / ——e 7 dz,

oo V2T

czyli dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.

Lemat. Warto$¢ oczekiwana i wariancja rozktadu N (0,1) to kolejno 01 1.
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Dowdd. Mamy

Druga catke liczymy przez czesci:

o 2 m2d 2 o 2 zgd 2 22 o0 > 12d
x e 2 dxr = re 2 dr=—|x-(—€e 2 + e 2 dx
/ﬂo V2r \/277/0 V2n ( ( )’0 /o )
2 V2T
2

—_

=1.

Definicja. Zmienna losowa X ma rozklad normalny N (u,oz) dla p € Rio > 0, jesli istnieje Z ~
N (0,1) takie, ze X = p+oZ.

Lemat. Jesli X ~ N (u,0?), to zachodzi E [X] = p i Var (X) = o°.

Dowad.
EX]|=E[p+0Z] =p+oE|[Z] = p.

Var (X) = Var (u+ 0Z) = 02 Var (Z) = o°.

O
Lemat. Niech X ~ N (,u, 02). Dystrybuanta i gestosé X to
o
1 (=)
fX(Z): 67 2
oV 2T
Dowdd. X
FX(x):P(ng)zp( P ’”‘):cb(””"_“>
o o o
z—p\2
z—p\1 1 1 _(*3%)
:¢/ _— = = — 2
Ix (@) ( o )0 o2
O

Lemat. Funkcja tworzaca momentéw rozktadu normalnego N (u,0?) to

252

MX(t):e 2

+tp

Dowdad.

1 * el 1 [ “’2
MX (t) = 271—0- / etw . 6_9 d[[ = E/ et(o‘u-{-u) e du

1 o0 (u—to)? t252 t252
tu e” 2z ez du=etttTs

1 oo
= —e¢ [ e
V2T — o V2T /_oo

gdzie drugie przejicie to podstawienie u = *-* a ostatnie to zauwazenie, ze ta caltka to dystrybuanta
rozktadu normalnego N (to, 1). O

_ (u—to)? 252
2 du = et“"’ 2

Definicja. Mo6wimy, ze ciag dystrybuant Fy, Fs,... zbiega do dystrybuanty F' (wzgledem rozktadu),
jezeli
Vaer F jest ciagle wa = lim F, (a) = F (a).

n—r oo

Oznaczamy to F, EEN A (zbieznosé punktowa).
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Twierdzenie (Lévy’ego o ciaglosci). Niech Y7,Ys, ... bedzie ciagiem zmiennych losowych gdzie Y; ma
dystrybuante F; i funkcje tworzaca momentoéw M;. Niech Y bedzie zmienng losowa o dystrybuancie F' i
funkcji tworzacej momentow M. Jezeli

Ve lim M, (t) = M (t),

n—oo

to £, 2 F.

Twierdzenie (Centralne Twierdzenie Graniczne). Niech X7, ..., X,, beda niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi o takich samych rozkladach z wartoicia oczekiwang p i wariancja o2. Dalej potézmy X, =
LS L X;. Wowezas dla dowolnych a i b zachodzi

X, -
P<a< K <b> Ly & (b) — @ (a).
n
Dowdd. Niech Z; = =1 Wowczas Z; majq takie same rozklady i E [Z;] = 0, Var (Z;) = 1. Rozwazmy

\/77 > Xy — % Chcemy pokazaé, ze

g

zmienng, losows Y, = Zz 1 f

n

lim E [etY"] = eé,

n—oo

co da nam teze z twierdzenia Lévy’ego. Oznaczajac M (t) = E [etzi] mamy

E[e"] =K [eﬁ 22‘:121} - <M (%))L

Definiujemy L (t) = In M (t). Przeliczamy:

(t
1. L(0)=InM (0) =In1=0, bo M (0) =E [e"%] =1
M’

O _g[z]=0

2. I (0) = 575

M(0)M" (0)—(M'(0))?
3. L"(0) = ) =E[Z?] =1

7Z ciaglosci logarytmu wystarczy pokazaé, ze

nL (%) — g

Korzystajac dwukrotnie z reguty de 'Hospitala dostajemy

t _3
Lg) (e e
— 1 = m —————— = lIm = lim L 7 B)

lim
n—oo N

n—oo —27L72 n—oo —277,_5 n—oo

Twierdzenie. Niech X;i,..., X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych z E[X;] = p; i
Var (X;) = o?. Niech zachodzi

L 3mso0 Viem P(|Xi| < M) =1

. n 2
2. im0 > ;4 07 = +00.

P<a<W<b> Ly & (b) — @ (a).
> i1 0;

Wowczas

Twierdzenie (Berry-Esséen). Istnieje taka stata C, ze zachodzi nastepujace: niech Xy, ..., X,, beda nie-
zaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkltadzie ze skoriczona wartoscia oczekiwana p i wariancja

o?. Dalej niech p = E [|XZ — ﬂ|3] <ooiX,=21%" X; Mamy

1@<X"o‘“<a> —®(a)

<C-

N

p
ad3\/mn’
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1.6 Modele Obliczen

1.6.1 HIERARCHIA CHOMSKY’EGO

Omow hierarchie Chomsky’ego jezykow, ilustrujac klasy i zaleznosci miedzy nimi odpowiednimi
przyktadami.

Dla ustalonego alfabetu X jezykiem nazywamy dowolny podzbior L C ¥*. Innymi stowy, jezykiem jest
dowolny zbiér skoriczonych ciagéw nad 3.

Hierarcha Chomsky’ego sktada sie z 4 warstw.

Jezyki typu 3: jezyki regularne oznaczane Ls. Jest to najwezsza sposrod klas jezykow. Jezyk L jest
regularny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wyrazenie regularne « nad X takie, ze L(a) = L. Rownowaznie,
gdy istnieje automat skoniczony A taki, ze L(A) = L. Przyklad jezyka regularnego to L = {a™b: n € N},
gdyz L = L(a*b).

Jezyki typu 2: jezyki bezkontekstowe oznaczane Lo. One roéwniez maja dwie réwnowazne charakteryza-
cje, poprzez automaty ze stosem oraz gramatyki bezkontekstowe. Zauwazmy, ze kazdy automat skonczony
jest automatem ze stosem, zatem kazdy jezyk regularny jest jezykiem bezkontekstowym. Przykladem
jezyka bezkontekstowego, ktory nie jest jezykiem regularnym jest L = {a"b™ : n € N}. Generuje go
gramatyka G = ({S}, {a,b}, P, S}, gdzie w sktad P wchodza produkcje S — aSb | e. Ten jezyk nie jest
regularny, co wynika z nastepujacego lematu.

Lemat (O pompowaniu). Jesli L jest jezykiem regularnym, to istnieje takie n > 0 (zalezne od L), ze
dla kazdego w € L z |w| > n istnieje postaé¢ w = xyz taka, ze |vy| < n, |y| = 11 Vien zy'z € L.
Inaczej mowiac: musi istnieé takie niepuste y bedace blisko poczatku stowa, ze mozna je ,napompowac”
— powtorzyé dowolna liczbe razy.

Dowdd. Niech A = (Q,%,0, s, F) bedzie DFA akceptujacym L. Ustalmy n = |@Q| i wezmy dowolne stowo
w € L takie, ze m = |w| > n. Niech w =ag ... am_1.

Stowo jest akceptowane, a wiec istnieje ciag stanéw qq, ..., qm taki, ze ¢qg = si ¢, € F. Jego dlugosé
jest wieksza niz n, a wiec jaki$ stan musi sie powtarzaé¢. Niech ¢; bedzie tym stanem, ktoérego pierwsze
powtérzenie wystepuje najwczesniej — niech bedzie to g;. Ustalamy

r=ap...0j—1, Y=0a;...05-1, 2 =05 ...0m—1-

Mamy |zy| < n, bo inaczej ¢; nie powtarzalby sie najwczesniej. Do tego z ¢; = ¢; wynika, ze stowo y
moze wystapi¢ w akceptowanym stowie dowolna liczbe razy — mamy cykl stanéw. Zatem V;en 2y’z € L.
Oczywiscie y jest niepuste. O

Twierdzenie. Jezyk L = {a"b" : n € N} nie jest regularny.

Dowdd. Pokazemy, ze L nie spelnia lematu o pompowaniu. Ustalmy dowolne n > 0 i rozwazmy stowo
w = a®*b?". Dla kazdego podziatu w = zyz takiego, ze |zy| < n zachodzi zy = a* dla pewnego k. Wobec
tego mamy y = a’ dla pewnego £ > 0. Gdyby lemat o pompowaniu byl speliony, to a>*~¢b*® musiatoby
nalezeé¢ do jezyka, a tak nie jest. Zatem L nie spelnia lematu o pompowaniu i nie jest regularny. O

Jezyki typu 1: jezyki kontekstowe oznaczane L;. Na Modelach Obliczen pojawily sie one jako je-
zyki opisywane przez automaty ograniczone liniowo (Linearly Bounded Automaton, LBA). Sa to nie-
deterministyczne Maszyny Turinga, ktore obliczajac stowo w dostaja na wejsciu - w - oraz gto-
wica Maszyny Turinga nigdy nie moze wyjs¢ poza ograniczniki. Przyktadem jezyka kontekstowego jest
L = {a"™b"c¢™ : n € N}. Odpowiednie LBA zaczyna od lewego ogranicznika, idac w prawo natrafia na
a, skrela je i idzie dalej, napotyka ciag a i potem b, skresla je i idzie dalej, po ciagu b napotyka c,
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skresla je i po ciagu c napotyka prawy ogranicznik. Wtedy wraca do lewego ogranicznika. Jesli cokolwiek
stanie sie inaczej niz bylo powiedziane (na przyklad napotka inng litere albo nie w takiej kolejnosci), to
maszyna sie zapetla. W przeciwnym wypadku zaczyna od nowa, ignorujac wykreslone litery. Akceptuje,
jesli przejdzie od lewego do prawego ogranicznika bez napotkania nieskreslonej litery. To, ze L nie jest
bezkontekstowy pokazujemy za pomoca lematu o pompowaniu w jednym z kolejnych pytan.

Catkiem tatwo zauwazy¢, ze dowolne PDA moze by¢ symulowane przez LBA. Zalézmy, ze mamy PDA
P, ktore w kazdym przejSciu umieszcza na stosie co najwyzej M znakoéw. Wtedy mozemy zdefiniowaé
LBA, ktorego alfabet tasmowy bedzie sktadal sie z par (litera alfabetu P, ciag co najwyzej M symboli
stosowych P). Takie LBA moze symulowaé¢ P: przeglada kolejne litery, na przegladnietych juz literach
trzyma dodatkowo symbole stosowe dotozone przy ich przegladnieciu. Jest w stanie znalez¢ symbol, ktory
jest na szczycie stosu, a dzieki temu zasymulowaé ruch P.

Jezyki kontekstowe sg rowniez charakteryzowane przez tak zwane gramatyki kontekstowe. Sa one uogol-
nieniem gramatyk bezkontekstowych — produkcje nie sa postaci A — v dla pewnego nieterminala A, ale
aAB — avyB dla pewnego nieterminala A i form zdaniowych «, 8 (czyli ciggéw teminali i nieterminali).
Intuicyjnie méwiac, mamy kontekst, ktory stwierdza, czy mozemy przejs¢ dang produkcja.

Jezyki typu 0: jezyki rekurencyjnie przeliczalne oznaczane Lg. Jest to najszersza klasa jezykow. Jezyk
L jest rekurencyjnie przeliczalny, gdy istnieje Maszyna Turinga M taka, ze L = L(M). Kazdy jezyk
nalezacy do poprzednich klas jest rekurencyjnie przeliczalny (bo kazde LBA jest Maszyna Turinga),
jednak istnieja jezyki rekurencyjnie przeliczalne, ktére nie sa kontekstowe. W szczegdlnosci kazdy jezyk
kontekstowy jest rekurencyjny (czyli istnieja dla nich Maszyny Turinga, ktore nie tylko akceptuja stowa
nalezace do jezyka, ale rowniez zatrzymuja sie bez akceptacji dla stéw nie nalezacych do jezyka), bo
LBA maja ograniczong tasme, ilos¢ stanéw i ilo$¢ symboli tasmowych, wiec maja tylko skoriczenie wiele
konfiguracji. Jesli zasymulujemy wiecej niz tyle konfiguracji, to znajdziemy sie¢ drugi raz w takiem samej,
a wiec nasze LBA sie zapetlito i wiemy, ze mozemy sie zatrzymaé. Wiemy z kolei, ze istnieja jezyki,
ktore nie sa rekurencyjnie, na przyklad jezyk uniwersalny L, (jezyk skladajacy sie z Maszyn Turinga
sparowanych ze stowami, ktore akceptuja).

Te wszystkie rozwazania daja nam ciag
L3 C Ly & Ly € Lo,

ktory nazywamy Hierarchia Chomsky’ego.

1.6.2 JEZYKI BEZKONTEKSTOWE

Omoéw lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych. Podaj przyktad jezyka
bezkontekstowego. Podaj przyktad jezyka, ktory nie jest bezkontekstowy.

Zaczynamy od przedstawienia gramatyk bezkontekstowych i automatéw ze stosem. Raczej nie trzeba
wprowadzaé tych wszystkich definicji odpowiadajac na to pytanie, ale na pewno trzeba je znaé¢ (albo
przynajmniej rozumieé, jakie intuicje na nimi stoja).
Definicja. Gramatyka bezkontekstowa (CFG, context-free grammar) to krotka G = (N, X, P, S), gdzie:
e N - skoriczony zbior zmiennych (nieterminale),
e Y - skoriczony alfabet (terminale),
e PC N x (NUX)" - skoriczony zbiér produkeji,
e S € N - symbol startowy.
Produkcje (s,w) bedziemy zapisywaé¢ s — w. Kilka produkeji s — wq, s — wo mozemy zapisaé tacznie:

s = w | wa.

Definicja. Forma zdaniowa to dowolne stowo z (N U X)*.
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Definicja. Dla gramatyki bezkontekstowej G = (N, X, P, S) definiujemy relacje —¢ na formach zdanio-
wych. Mowimy, ze a« —¢ [ (mozemy uzyskaé § z a w jednym kroku), jesli

Jar,asve(vus) Jaen (A7) € PAa=ajAag A B = aryag,
czyli B powstaje z o przez zamiane nieterminala na forme zdaniowa zgodnie z jakas produkcja.
Przez —{, oznaczamy zwrotne i przechodnie domkniecie —¢, czyli o —7 3, jedli mozemy uzyskaé 8 z o
w pewnej liczbie krokow.
Definicja. Jezyk L (G) generowany przez gramatyke G = (N, X, P, S) to jezyk

L(G)={weX:5—;w}.

Ogolniej mozna zdefiniowaé

LG, A ={weX : A w}.
Takie jezyki nazywamy jezykami bezkontekstowymi (CFL).

Definicja. Wywodem (derivation) w gramatyce G nazywamy ciag form zdaniowych aq, ..., a, takich,
7€ Vicn 0 =@ Qig1.

Uwaga. v € L(G) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wywod «p, ..., a, w G taki, ze ag = S 1 o, = v.

Definicja. Wywod lewostronny ay, . . ., a, to taki wywod, ze dla kazdego i < n mamy
Q; = xABi,
gdzie z € ¥*, A€ N, B; € (NUX)". Przez A rozumiemy nieterminal, ktory jest zastepowany w danym

kroku wywodu. Zatem w wywodzie lewostronnym zawsze zamieniamy najbardziej lewy nieterminal.

Definicja. Drzewo wywodu (parse tree) formy zdaniowej a w gramatyce G = (N, X, P, S) to ukorzenione
drzewo z porzadkiem na dzieciach, w ktorym kazdy wierzchotek ma etykiete z N U X U {e}. Etykieta
korzenia to S. Jesli wierzcholek ma etykiete A i dzieci Xi,...,X,, to A — X;... X, jest produkcja
w P. Wierzchotki o etykiecie € sa lisémi i nie maja rodzenstwa. W wyniku konkatenacji etykiet lisci
otrzymujemy o.

Propozycja. Kazde drzewo wywodu mozna jednoznacznie przypisa¢ do wywodu lewostronnego.

Dowdd. Majac zadane drzewo wywodu dla formy zdaniowej o mozna przej$¢ po nim zgodnie z kolejnoscia
dzieci. W ten sposoéb z symbolu startowego dostajemy «, a w kolejnych formach zdaniowych zmienia sie
najbardziej lewy nieterminal. Podobnie wywod lewostronny zadaje drzewo wywodu — budujemy drzewo
zgodnie z kolejnymi przejsciami w wywodzie. O

Definicja. Automat ze stosem (PDA — pushdown automaton) to krotka
P=(Q,%,T,6,q0, 20, F),
gdzie:
e () — skonczony zbiér stanow,
e ¥ — skonczony alfabet,
e I' — skonczony alfabet stosowy,
e §:(Qx (XU{e}) xT) = P(Q x I'*) — skoriczona niedeterministyczna funkcja przejscia,
® ¢y € () — stan startowy,
e 7y € T — stosowy symbol poczatkowy (sygnalizujacy pusty stos),
e I C (@ — zbidr standéw koncowych.

Taki automat dziala podobnie jak e-NFA, ale tym razem ma stos, na ktory moze odktadaé rézne wartosci,
ktore potem sa z niego $ciagane i uczestnicza w podejmowaniu decyzji.

Modele Obliczen Strona 63/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

Definicja. Opis chwilowy (konfiguracja) PDA to trojka (g, w, ), gdzie ¢ to aktualny stan, w to nieprze-
tworzona jeszcze czesé stowa a v to wszystkie symbole na stosie (czytane od gory).

Definicja. Dla PDA P = (Q,%,T, 46, qo, Zo, F') definiujemy Fp jako relacje przejscia miedzy konfigura-
cjami, to znaczy
(Q7aw7X6) FP (pawaaﬂ) — (p,Oé) € 5(q’a7X)a

gdzie a € XU {e}, X €T a pozostate symbole maja typy wynikajace z definicji.
Definiujemy F7} jako zwrotne i przechodnie domkniecie Fp.

Definicja. Niech P = (Q,%, T4, qo, Zo, F') bedzie PDA. Jezykiem akceptowanym stanem koncowym
tego PDA nazywamy jezyk L (P) = {w € £* : (qo,w, Zo) F}5 (¢,€,a) Aq € F'}.

Definicja. Niech P = (Q,%,T, 4, qo, Zo, F) bedzie PDA. Jezykiem akceptowanym pustym stosem tego
PDA nazywamy jezyk N (P) = {w € ¥* : (¢o,w, Zo) F} (q,¢,¢)}.

Twierdzenie. Mamy L = L (P) dla pewnego PDA P wtedy i tylko wtedy, gdy L = N (Q) dla pewnego
PDA Q.

Twierdzenie. Jezyk L jest bezkontekstowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest akceptowany przez pewien
automat ze stosem.

Teraz mozemy przej$¢ do odpowiedzi na faktyczne pytanie.

Przyktad. Jezyk L = {a"b" : N} jest bezkontekstowy. Generuje go gramatyka G = ({S},{a,b}, P, S)

o produkcjach:
S — aSb|e

Mozemy zapytaé, jakie wlasnosci musza spelniaé jezyki, aby byly bezkontekstowe. Jednym z nich jest
lemat o pompowaniu dla jezykdw bezkontekstowych.

Twierdzenie. Niech L bedzie jezykiem bezkontekstowym. Wtedy istnieje taka stata n, ze dla kazdego
slowa z € L z |z| > n istnieje podzial z = uvwzy spelniajacy nastepujace warunki:

1. Jowz| < n.

2. |vz| > 1.

3. Vien wvkwzry € L.

Zauwazmy, ze twierdzenie prowadzi nas do nastepujacej obserwacji:
Przyktad. Jezyk L = {a"b™c" : n € N} nie jest bezkontekstowy.

Dowdd. Poprowadzimy dowdd nie wprost. Niech N bedzie stalyg z lematu o pompowaniu. Rozwazmy
stowo z = aMbVeN. Wtedy z lematu o pompowaniu istnieje podzial z = uvway speliajacy powyzsze
warunki. Zauwazmy jednak, ze |[vwz| < N, wiec pewna litera z {a,b,c} nie bedzie wystepowaé w vz.
Zatem dopompowanie raz zaburzy réwnosé ilogci poszczegdlnych liter w slowie, wiec uv?wa?y € L. To
przeczy lematowi o pompowaniu, wiec L nie jest bezkontekstowy. O

Pozostaje nam przedstawi¢ szkic dowodu lematu o pompowaniu. Przyda nam sie do tego Postaé¢ Normalna
Chomsky’ego.

Definicja. Mowimy, ze G = (N, 3, P, S) jest w postaci normalnej Chomsky’ego (moéwimy, ze G jest w
CNF), jesli wszystkie produkcje sa postaci A — BC lub A — a, dla a € X, A, B,C € N za$ wszystkie
nieterminale sa osiagalne i generujace.

Skorzystamy z tego, ze dla kazdej gramatyki G istnieje gramatyka G’ w CNF, ze L(G) \ {e} = L(G).

Propozycja. Niech G bedzie gramatyka bezkontekstowa w postaci normalnej Chomsky’ego. Jesli w
drzewie wywodu stowa w kazda $ciezka ma dtugo$é co najwyzej n, to zachodzi |w| < 2771
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Dowdd. Dowdd indukcja po dtugosci najdtuzszej Sciezki w drzewie. Jedli ma ona dlugos$é 1, to drzewo
sklada sie z korzenia i jego jednego dziecka etykietowanego terminalem, mamy |w| = 1. Jesli jest dluzsza,
to korzeri ma dokladnie dwojke dzieci (bo G jest w CNF). Oba poddrzewa ukorzenione w tych dzieciach
maja dtugosé najdtuzszej ciezki co najwyzej n — 1, a wiec z zalozenia indukcyjnego mamy |w| < 2772 +
n—2 = gn—1, O

Dowdéd Lematu o pompowaniu. Niech G = (N, X, P, S) bedzie taka gramatyka w CNF, ze L(G) = L\
{e}. Wybierzmy n = 2™+l 4+ 1, gdzie m := |N|. Wezmy dowolne slowo z € L : |w| > n. Wtedy w
drzewie wywodu z istnieje Sciezka od korzenia do liscia dtugosci m+ 1. Z Zasady Szufladkowej Dirichleta
pewien nieterminal powtarza sie na niej dwa razy, wiec wezmy sposrod nich taki nieterminal A, ktorego
poprzednie wystapienie jest jak najnizej. Wtedy rozpatrujac ten wywod, w kontekécie dwoch najnizszych
wystapien A mamy

S =4 uAy =& wAzy =4 2 = wwwary.

Wskazali$§my w ten sposéb podzial z = wvwzy, ktéry spetnia warunek 3., gdyz A —% vFAxF |w. Z
minimalno$ci wysokosci A gorne jego wystapienie jest na wysokosci co najwyzej m, zatem |[vwz| < 2™ <
n. Jest tez |vz| > 1, gdyz w CNF nie ma produkeji wymazujacych (dajacych stowo zerowe). To koriczy
dowod. O

Ten dowod da sie przeprowadzi¢ tez bez postaci normalnej Chomsky’ego. Wymaga to rozwazenia drzew
o wiekszej liczbie dzieci wierzchotkow niz 2, ale poza tym dowod przebiega dokladnie tak samo (pod
koniec moze sie okazac¢, ze |vx| = 0, ale wtedy bedziemy w stanie znalez¢ inna $ciezke, dla ktorej nie
bedzie to 0).

1.6.3 JEZYKI REGULARNE A AUTOMATY SKONCZONE

W jaki sposob jezyki regularne sg charakteryzowane przez automaty skonczone? Nakresl idee
dowodu.

Definicja. Wyrazenia regularne nad alfabetem 3 to obiekty tworzone nastepujaco:

1. Bazowo wyrézniamy trzy rodzaje wyrazen regularnych: a (takie ze a € ), 0, €.

2. Jesli E| F to wyrazenia regularne, to (F + F), (E - F), (E)* to wyrazenia regularne.
Jezyki regularne otrzymujemy poprzez interpretacje wyrazen regularnych.

Vaen L(a) ={a}; L(0)=0; L(e) = {}
L(E+F)=LE)UL(F); L(E-F)=L(E)-L(F); L(E")=UZo(L(E))"

n=0

Definicja. Deterministyczny automat skoiczony (DFA — deterministic finite automaton) to krotka A =
(@Q,%,9,s, F), gdzie:

e () — skonczony zbiér stanow,

e > — skonczony alfabet,

e J:(Q x X — @ — funkcja przejscia,

e s € () — stan poczatkowy,

e F' C @ — stany koricowe (akceptujace).

Automat zaczyna od zadanego stanu s i dostaje kolejne litery alfabetu, na podstawie ktérych przechodzi
do nowych stanéw w sposob zadany przez 0. Beda nas interesowaé sytuacje, w ktorych ostatecznie
znajdziemy sie w stanie nalezacym do F'.
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Definicja. Definiujemy funkcje 5 Q x ¥* — @ w nastepujacy sposob

5 q w=e
(g,w) = 5(S(q,m),a), w=za,a€N,xrcu*’

Jest to funkcja okreslajaca stan automatu po wielu krokach (zadanych danym stowem).

Definicja. Niech A = (Q,%,4,s, F') bedzie DFA. Jezykiem akceptowanym przez A nazywamy jezyk
L) ={wer 8w e F}.
Definicja. Niedeterministyczny automat skoriczony (NFA — nondeterministic finite automaton) to
krotka A = (Q, %, 6, S, F), gdzie:

e () — skoiiczony zbidr stanow,

e > — skonczony alfabet,

e § C @ x X x (@ — relacja przejscia,

e S C @ — zbior standow poczatkowych,

e F' C @ — stany koricowe (akceptujace).

Automat niedeterministyczny rozni sie od deterministycznego tym, ze zaczyna w wielu stanach poczat-
kowych i wykonuje przejscia zgodne z 4, ktora tym razem jest relacja — dla zadanego stanu i litery moze
by¢ wiele poprawnych przejsé (lub nie byé zadnego).

Definicja. Definiujemy funkcje 5:P (Q) x ¥ — P (Q) w nastepujacy sposodb

0(B,a) ={q€Q:3yen (@,a,q) €0}

Jest to funkcja okreslajaca mozliwe stany dla zadanych stanéw poczatkowych i litery.

Definicja. Analogicznie jak przedtem definiujemy funkcje 5:P (Q) xX* = P(Q).

(B B, w=E¢
(B,w) = N(S(B,x),a), w=za,a€N,rEXN*

Definicja. Niech A = (@, X,0,5, F) bedzie NFA. Jezykiem akceptowanym przez A nazywamy jezyk
L(4) = {we s :5(s,w)ynF £0}.

Twierdzenie. Niech L C ¥*. Mamy L = L(Ap) dla pewnego DFA Ap wtedy i tylko wtedy, gdy
L =L (Ay) dla pewnego NFA Ay.

Dowdd. (=) Jesli DFA (Q, %, 4, s, F) akceptuje L, to NFA (@, %, 6, {s}, F) rowniez (kazdy DFA jest
NFA z minimalng ro6znica typu krotki).

(<= ) Konstrukcja potegowa — jesli Ay = (Q,%,6,5,F) akceptuje L, to akceptuje je tez DFA
(P(Q),%,0p,S,F), gdzie dp = ¢ (czyli 6p = 0) oraz F = {B € P(Q) : BN F # (}. O

Definicja. Definiujemy e-NFA tak samo jak NFA | z tym, ze relacja przejscia ma sygnature @ x
(X U{e}) x Q (zakladamy, ze ¢ ¢ %). Oznacza to, ze e-NFA moze wykonywaé przejécia na stowie pustym,
czyli zmienié stan bez ,zuzycia” litery z wejscia.

Funkcje 5 definiujemy identycznie jak dla NFA.

Definicja. Definiujemy e-domkniecie zbioru stanéw B w automacie A jako zbior B4 taki, ze

[o ]
Ae __ Ae
phe=Jmt
1=0
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gdzie

i [B i=0
i = S(B;“j,g), i>0

Intuicyjnie, sa to wszystkie stany, do ktorych da sie dojsé z B za pomocs, przejscé €.
Definicja. Analogicznie jak przedtem dla e-NFA A definiujemy funkcje 5:P (Q) xX* = P(Q).

R BA,E’ w=¢
0 (B, w) = 9q ~ /~ Ae .

5(5(3,3:),&) , w=zxa,a€Xrer”

Jest to taka sama funkcja jak dla NFA z tym, ze po zuzyciu kazdej litery dokonujemy e-domkniecia.
Jezyk akceptowany przez e-NFA definiujemy identycznie jak dla zwyktego NFA.

Twierdzenie. Niech L C ¥*. Mamy L = L(Ap) dla pewnego DFA Ap wtedy i tylko wtedy, gdy
L =L (Ayn) dla pewnego e-NFA Ap.

Dowdd. ( = ) Podobnie jak w przypadku NFA, kazde DFA jest NFA, ktore z kolei jest e-NFA.

(<) Jedli Ay = (Q,%,6,5, F) akceptuje L, to akceptuje je tez DFA (P (Q),X,8p, S, F), gdzie

§p = 64N (czyli dp = 8) oraz F = {B€ P(Q): BNF # }. O

Niedeterministycznych automatow e-NFA uzyjemy do rekurencyjnej konstrukeji automatu akceptujacego
jezyk regularny. Najpierw zrobmy automaty dla prostych wyrazen regularych: a € ¥, ¢,0. Mozemy to

zrobi¢ nastepujaco:
a €
start H<>—><<) start HQ—'Q

Rysunek 2: Przypadek bazowy — pojedyncza literka i symbol epsilon.

Zostaly nam przypadki konstrukeji wiekszych wyrazen z mniejszych. Zalézmy ze dla wyrazen regular-
nych R, S mamy automaty ktore akceptuja doktadnie takie jezyki jak opisuja te wyrazenia. Nastepujace
konstrukecje pozwola nam zaakceptowac¢ wyrazenia R+ .S, R- S i (S)*:

Rysunek 3: Wyrazenie R + S Rysunek 4: Wyrazenie R - S Rysunek 5: Wyrazenie (R)*

Zatem pokazaliSmy, ze jezyki regularne sa akceptowane przez niedeterministyczne automaty skoiiczone,
a wiec rowniez przez DFA.
Do tego dla kazdego DFA A o stanach Q = {q1, g2, - .., ¢}, mozemy skonstruowaé¢ wyrazenie regularne
R takie, ze L(R) = L(A). Konstrukcja opiera si¢ na stworzeniu podwyrazen RZ(-? takich, ze
L(RE?) to zbior takich stow w, ze zaczynajac w ¢; po ich wezytaniu skoriczymy w stanie g;, a kazdy
stan ¢; ktory odwiedzimy pomiedzy spetnia t < k.

W ten spos6b mozemy pokazaé, ze klasa jezykow regularnych to doktadnie klasa jezykoéw akceptowanych
przez automaty skoniczone. Robimy to w nastepujacy sposob.

Niech DFA A = (Q,%,0,s, F'). Wprowadzmy porzadek na stanach Q = {q¢,...,¢,}. Zauwazmy, ze
w € L (A) jest rownowazne istnieniu Sciezki na stanach s ~» ¢; € F, ktorg automat przechodzi dla tego
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stowa. R bedzie generowato doktadnie takie stowa. Okreslamy

0, i#j

g, 1=]

Rz(g) = ,B@j + Z a, gdzie ﬁi’j = {

a€X:6(qi,a)=q;

Teraz dla 0 < k < n mozemy zdefiniowaé RZ(»? = Rzakj_l) + Rgﬂk_l) (Rgf,;”) R,(fj_l) — majac do dys-
pozycji nowy stan qr mozemy albo znalezé Sciezke bez niego, albo dojsé do niego korzystajac tylko z
mniejszych stanow, potem wroci¢ do niego dowolng liczbe razy i ostatecznie wyjsé z niego i dojsé do
koiica pozostalymi stanami.

Ostatecznie szukane wyrazenie to R = queF REZ), gdzie ¢; = s.

1.6.4 OPERACJE NA JEZYKACH REGULARNYCH I BEZKONTEKSTOWYCH

Omoéw zamknietosé klasy jezykow regularnych oraz klasy jezykoéw bezkontekstowych na operacje
na jezykach.

Klasa jezykoéw regularnych jest zamknieta na w zasadzie wszystkie popularne operacje na jezykach.
Dowody oparte sg o tworzenie nowych automatéw lub wyrazeni regularnych

1. Suma, Katenacja, Gwiazdka Kleene’go: Dla L1, Ly jezykow regularnych opisywanych przez
wyrazenia «, 3, wyrazenie « + [ opisuje L; U L. Analogicznie, wyrazenia « - § 1 («)* opisuja
odpowiednio L - Lo i L7.

2. Dopelnienie: Jesli L jest regularny, to istnieje automat DFA A = (Q,%,4, s, I). Biorac DFA
B=(Q,%,0,s,Q\ F) dostajemy, ze L(B) = X* \ L(A), wiec L tez jest regularny.

3. Przeciecie, odejmowanie: Zalozmy, ze Ly, Ly sg regularne. Biorac DFA Ay, A, takie, ze L(A;) =
L1, L(As) = Lo, mozemy skonstruowac automat produktowy
B = (Q1 x Q2,%,6p, (s1,52), FB)
taki, ze:
63({p1ap2}7 CL) - (61 (p17 Cl), 52(}72, a))

Biorac Fp = F} X Fy dostajemy L(B) = Ly N Lo, za$ biorac Fg = F; x (Q2 \ F) dostajemy
L(B)=1L1\ Lo.

Klasa jezykéw bezkontekstowych nie jest zamknieta na pewne operacje. Pokazemy najpierw, na
ktore operacje jest zamknieta, a potem kontrprzyktady na pozostalte.

1. Suma, Katenacja, Gwiazdka Kleene’go: Niech L, Ly beda jezykami bezkontekstowymi nad
alfabetem 3. Wtedy istnieja pewne gramatyki bezkontekstowe G, Go takie, ze dla i = 1,2

Gi = (Niﬁzvpiwsi); Lz = L(Gl)

Skonstruujemy gramatyki bezkontekstowe dla jezykéw Ly U Lo, Ly - Lo, Lj.

(a) Stworzmy gramatyke G, = (Ny U Na U {S}, %, P, S), gdzie P zawiera zar6wno wszystkie
produkcje z Py, P», jak i dwie nowe produkcje

S—>G5 Sl |52

Nietrudno zauwazy¢, ze L(Gs) = L1 U L.

(b) W tym przypadku konstrukcja G. bedzie analogiczna, jednak inna bedzie nowa dodawana
produkcja:
S —G. Sng.

Dostajemy L(G.) = Ly - Lo.
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(¢) Tutaj skonstruujemy w podobny sposob G, = (N; U {S}, X%, P,S), jednak w P zawrzemy
wszystkie produkcje z P; oraz dwie nowe:

S — 519 e
Zauwazmy, ze L(G,) = L}

2. Przeciecie: klasa jezykow bezkontekstowych nie jest zamknieta na branie przecieé. Zauwazmy,
ze jezyki Ly = {a™b"c™ : myn > 0} oraz Ly = {a™b™c™ : m,n > 0} sa bezkontekstowe (jako
katenacje jezykow bezkontekstowych), jednak L1 N Ly = {a™b"c" : n > 0} nie jest bezkontekstowy.

3. Dopelnienie, odejmowanie: klasa jezykéw bezkontekstowych nie jest zamknieta ani na bra-

nie dopelnieri, ani na odejmowanie. Gdyby byla zamknieta na pewna z tych operacji, to przez
zamknieto§é na sume mozna by bylo uzyska¢ zamknietosé na przeciecie:

leLQZEUfQ; leLQZ(Ll ULQ)\((Ll\LQ)U(LQ\Ll))

1.6.5 TWIERDZENIE MYHILLA-NERODE’A

Omow twierdzenie Myhilla—Nerode’a, podajac idee dowodu i zwiazek z minimalizacja
automatow skoriczonych.

Definicja. Niech A = (@, %,9, s, F') bedzie ustalonym DFA. Zdefiniujmy relacje A-réwnowaznosci na
zbiorze stanéw ) w nastepujacy sposob:

-~ ~

p=aq wtedy itylko wtedy, gdy Viyes-d(p,z) € F < 6§(q,z) € F.
Jesli stany nie sa A-réwnowazne, to sa A-rozroznialne.
Okazuje sie, ze powyzsza relacja gra kluczowa role przy minimalizacji automatow skoriczonych. Dla usta-
lonego DFA A = (Q, %, 0, s, F') szukamy innego DFA| ktore akceptuje doktadnie L(A) i ma najmniejsza
mozliwg liczbe standw. Okazuje sig, ze konstruujac DFA D = (Q/EA, ,0p, [S]EA,F/EA), gdzie

6D([p]EA ) a) = [6(177 a)]EA7

a nastepnie usuwajac z niego stany nieosiagalne ze startu dostajemy automat minimalny.

Definicja. Niech L bedzie ustalonym jezykiem nad alfabetem ¥. Zdefiniujmy na zbiorze wszystkich stow
3* relacje L-kongruencji w nastepujacy sposob:

x=ry wtedyitylko wtedy, gdy Vyex+azu € L < yu € L.

Oczywiscie ta relacja to relacja réwnowaznosci. Okazuje sie, ze ona jest kluczowa do opisania klasy
jezykow regularnych. Nastepujace twierdzenie nazywamy Twierdzeniem Myhilla Nerode’a.

Twierdzenie. Jezyk L nad alfabetem ¥ jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy relacja =, ma skonczenie
wiele klas abstrakcji.

Pomyst na dowdd. W jedng strone, jesli L jest regularny to istnieje pewne DFA, ktore go akceptuje.
Skonstruujemy relacje na stowach, ktorej klasy abstrakcji wyznaczane sg przez stany tego DFA, ktora
bedzie L-kongruencjq.

W druga strone, jes§li mamy skonczenie wiele klas abstrakcji pewnej L-kongruencyi, to mozemy skon-
struowaé automat ktorego stanami beda te klasy abstrakcji. Da sie pokazaé, ze ten automat jest dobrze
zdefiniowany i akceptuje dokladnie L.

Dowdd. ( = ) Niech L bedzie jezykiem regularnym. Wtedy istnieje pewny DFA A = (Q, %, 6, s, F),
ktory spetnia L(A) = L. Wprowadzmy relacje ~ 4 na zbiorze ¥*

~ ~

x~ay = d(s,x) =4 0(s,y).
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Propozycja. Relacja ~4 jest L-kongruencja.

o Jesli @ ~4 y, to 6(s,z) =4 0(s,y), zatem z definicji A-kongruencji

o~ o~ o~ ~

Vwes+ 0(0(s,z),w) € F < §(0(s,y),w) € F.

Zatem Vyex+ 2w € L < yw € L, wiec x = y.

o Jesli @ oba y, to 6(s,x) £4 0(s,y), zatem

o~ o~ ~

Jyes ~(6(3(s,2),w) € F <= §(3(s,y),w) € F)

Zatem ey« —\(xw €L <= ywe L)7 wiec & Zr, y.
To znaczy, ze ~4 ma co najwyzej |Q| klas abstrakeji, a wiec L-kongruencja ma skoriczona liczbe stanow.

( <= ) Przypusémy, ze relacja =y, ma skonczenie wiele klas abstrakcji C = {C1, Cs,...,C,}. Skonstru-
ujemy DFA A, a nastepnie udowodnimy, ze L(A) = L.

A=(C,%6[e=,,F), 0(Ci,a) = C; <= Fyec,aw € Cj, F={C;eC:C; CL}.

Czemu funkcja przejscia jest poprawnie zdefiniowana? Wezmy dowolne dwa stowa x, y, takie, ze
x =, y oraz dowolng literke a € 3. Pokazemy, ze za =, ya.

T=Ly = Vyesr (3w €F <= yw € F) = Vyex- (vaw € F <= yaw € F) = za =, ya.

~

Zatem mozemy indukcyjnie pokazaé, ze 6([¢]=, ,w) = [w]=, .

Zauwazmy tez, ze dla kazdej klasy C € C jesli C N L # (), to istnieje w € C N L, a wtedy wobec
Vuee Veer (wx € L <= wux € L) zastosowanego do x = ¢ mamy C C L. Teraz

wel < [w_ CL < 3([5]EL,w) CL < 3([5]EL,w) €F < we L(4).

O

Na koniec warto powiedzie¢, ze skonstruowany w implikacji automat jest automatem minimalnym dla
jezyka L. Istotnie, zauwazmy, ze gdyby dla pewnych stanow C;, C; € C zachodzito C; =4 C}, to biorac
dowolne stowa u, v dla ktorych zachodzi C; = [u]=, i C; = [v]=, dostajemy

Vees (0(Cy,2) €F <= 6(Cj,x) €F) = Vpesw(uz €L <= vz € L) = u=p v,

wiec C; = Cj.

1.6.6 MASZYNY TURINGA

Determinizm i niedeterminizm dla maszyn Turinga: oméw oba modele i zwigzek miedzy nimi.

Maszyna Turinga to siddemka M = (Q,%,T,6,qo, B, F). Jest to model obliczen, w ktorego sktad
wchodza:

1. Tasdma — dwustronnie nieskoriczona tasma ztozona z komoérek, w kazda z nich wpisany jest jakis
symbol ze zbioru T.

2. Glowica — element trzymajacy stan ¢ € @, w ktéorym obecnie znajduje sie Maszyna Turinga.
Glowica wskazuje na pewna komorke tasmy.

3. Funkcja (czesciowa) / Relacja przejscia §. Opisuje zbior regul, wzgledem ktorych dziala
glowica. O regule mozemy mys$le¢ nastepujaco:

Gdy gtowica znajdujgca sie w stanie p i patrzy na komdrke z symbolem X, to na jaki symbol Y

ma go zamienié, do jakiego stanu q ma przejsé, oraz czy ma sie przesungé do komdrki w lewo
(L), czy w prawo (R)?

Modele Obliczen Strona 70/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

W zaleznosci od tego, czy maszyna jest deterministyczna, czy niedeterministyczna, typ delty to:
DMT: §: (Q xT)— (@ xT'x{L,R})
NMT: 6 C (QxT)x(Q xT x{L,R})

Konfiguracja MT: Stan maszyny przedstawiamy za pomoca ciagu X1 Xs ... Xg q Xg11 ... Xy, gdzie
X; €T, g € Q. Utozsamiamy go z Maszyna, w ktorej na tasmie:

e Mamy zapisany ciagg X1 Xs...X,, na lewo od X; i na prawo od X,, wszystkie komorki to blank:
B.

o Glowica patrzy na X1 oraz jest w stanie g.
Konfiguracja poczatkowa MT dla stowa w = {w;}}'_; na wejsciu to ciag go wiws ... wy.

Ruch (krok) MT wyznaczany jest przez relacje b, C T*QT* x T*QT'™* na zbiorze konfiguracji w zalez-
nosci od funkcji/relacji przejscia, na przyktad:

X1X2...kaXk+1...Xn F]\/[ Xng...quY...Xn

gdy ((p, Xit+1), (¢, Y, L)) € 6. Definiujemy F3}, jako zwrotne i przechodnie domkniecie ;.

Definicja. Maszyna Turinga M akceptuje stowo w, jesli gow Fpr af3, dla pewnych o, 8 € T, f € F.
Definiujemy L(M) jako zbior stow akceptowanych przez M. O jezyku L mowimy, ze jest rekurencyjnie
przeliczalny (w RE), jesli istnieje pewna MT M taka, ze L = L(M).

No wlasnie, ale jaka Maszyna Turinga? Deterministyczna czy Niedeterministyczna? Oczywiscie DMT
jest w szczegb6lnoscei niedeterministyczna, ale prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Dla Niedeterministycznej Maszyny Turinga M L(M) jest rekurencyjnie przeliczalny.

Pomys! na dowod jest taki, zeby skonstruowa¢ Deterministyczng Maszyne Turinga 3, ktora symuluje
dziatanie M. Jej konstrukcja jest jednak calkiem dluga, jesli chce sie ja zrobi¢ w miare formalnie.

Lemat. Deterministyczna Maszyna Turinga i wielotasmowa Deterministyczna Maszyna Turinga to mo-
dele réwnowazne. Wtedy mozemy bez straty ogdlnosci korzystaé z wielu tasm.

Dowdd. Na poczatek wyttumaczmy, czym jest wielotaSmowa Maszyna Turinga. Ustalmy liczbe cal-
kowita k. k-tasmowa Maszyna Turinga My = (Qk, %, 'k, 0, s, B, Fj) nazywamy taka deterministyczna
Maszyne Turinga, w ktorej:

e Mamy do dyspozycji k tasm. Dla stowa wejSciowego w konfiguracja poczatkowa trzyma je na jednej
z tasm, a pozostale sa wypelnione blankami.

e Glowica patrzy na wiele tasm naraz. Poczatkowo na pierwszej tasmie patrzy na wg, na pozostaltych
gdziekolwiek.

e Na opis chwilowy sklada sie opis kazdej z k£ tasm, jednak poréwnujac z klasycznym modelem, na
kazdej tasmie gtowica ma ten sam stan. Akceptacja stowa przebiega analogicznie, czyli musimy
doj$¢ do stanu akceptujacego.

e Funkcja przejscia jest typu
§:Qp xTF = Qp x (Ty x {L, R}".

Czyli, intuicyjnie, ruch wykonujemy w oparciu o krotke symboli na ktére patrzy glowica, wtedy
na kazdej tasmie wybieramy na co podmieni¢ dany symbol oraz w ktorg strone pdjsé. Nastepnie
zmieniamy stan glowicy.

Jak zasymulowaé takie ustrojstwo za pomoca Deterministycznej Maszyny Turinga? Pomyst jest taki,
aby na bazie maszyny M)}, skonstruowaé¢ deterministyczng maszyne Turinga z jedna tasma, w ktorej
informacje o wielu tasmach trzymamy w nastepujacy sposob:

e Q=Qpx{L,E}x (I'yu{O})*UR — w stanie bedziemy trzyma¢ nie tylko w jakim obecnie stanie
jest My, ale réwniez na jakie symbole patrza odpowiednie glowice. Trzymamy tez, czy jesteSmy w
stanie load, czy execute. Dodatkowo R to jaki§ zbior stanéw roboczych.
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o I' = (I'y x {0,1})* — w kazdym bloku na tagmie sptaszczamy stan k tasm, ponadto przy kazdym
symbolu trzymamy wartosé logiczna (w krotce, pod indeksem 2¢), czy na i-tej tasmie glowica patrzy
na dana komorke.

e Warunki poczatkowe: Na poczatku, gdy dostajemy na wejsciu stowo wy, . .., w,, nasza maszyna
przechodzac po tasmie na prawo zamienia komoérki na 2k-krotki w nastepujacy sposéb:

wo — (wo,l,B,l,...,B,l); vV w; — (wi,O,B,O,...,B,O),

a nastepnie wraca na najbardziej lewa komorke (po lewej stronie od wszystkich obliczen mozemy
utrzymywaé wskaznik, ktory oznacza komdrke za najbardziej lewq odwiedzong komdrkg) i przecho-
dzi do stanu ¢ 1. o, O

e Symulacja kroku load: Bedac w stanie g, 1 g, g maszyna przechodzi w prawo, dopoki stan ma
nie wszystkie pola wypelione, w momencie gdy na jakiej$ tasmie natrafi na jedynke, to wpisuje pod
odpowiedni kwadrat symbol jaki tej jedynce odpowiada. Gdy zbierze komplet, wraca na poczatek.
Dzieki temu, ze mamy komplet, mozemy podjaé¢ decyzje o ciggu akcji ktore podejmiemy w fazie
execute, na podstawie 0 (p, a1, as,...ag).

e Symulacja kroku execute: Bedzie wyglada¢ podobnie. Idziemy w prawo, jezeli trafiamy na
wskaznik na i-tej z symulowanych tasm oraz pod odpowiednim indeksem nie mamy kwadrata, wy-
konujemy ruch odpowiednio z reguta 0 (p, a1, as, ... ax) dla i-tej tasmy, podmieniajac odpowiednie
symbole w krotce i i-ty symbol w ciagu zamieniajac na kwadrat. Po opréznieniu stanu idziemy do
konca w lewo, a nastepnie przechodzimy do stanu g, 0,0 (gdzie ¢ to stan, do ktorego wesztaby
My,).

e Akceptacja opiera si¢ o dojscie do stanu ¢y, 1, ..., gdzie f € F.
O

Lemat. Zadana Niedeterministyczng Maszyne Turinga J mozemy zasymulowaé na 3-tasmowej Deter-
ministycznej Maszynie Turinga.

Dowadd. Ten opis bedzie mniej dokladny, bardziej koncepcyjny, poniewaz wcze$niej wskazaliémy rézne
techniki programowania na Maszynach Turinga.

e Utrzymujemy trzy tasmy, na pierwszej dostajemy stowo wejSciowe w, na drugiej bedziemy trzymali
kolejke konfiguracji (oddzielonych nowo dodanym znakiem #), za$ trzecia bedzie stuzy¢ jako tasma
robocza. Na drugiej tasmie bedziemy przed ostatnio odwiedzong konfiguracja trzymaé symbol #.

e W pierwszej fazie przepisujemy na drugg tasme stowo #qowyg . . . w,#, nastepnie ustawiamy wszyst-
kie wskazniki na poczgtek, przechodzac juz do gltownej petli algorytmu.

e Algorytm to tak naprawde algorytm BFS w grafie wszystkich mozliwych konfiguracji 3, miedzy
ktorymi krawedz jest wtedy, gdy istnieje w § przejscie miedzy nimi. Algorytm polega na:

1. Przepisaniu konfiguracji na prawo od # na trzecig tasme, a nastepnie zamienieniu kolorow
tak, aby nastepny # byl tym czerwonym.

2. Zasymulowaniu wszystkich mozliwych krokéw dla konfiguracji na trzeciej tasmie, dopisujac
uzyskane w ten sposob stany do kolejki na drugiej tasmie (mozemy korzystaé¢ z dodatkowej
pamieci uzyskanej poprzez zwiekszenie liczby stanéw i dodanie do nich informacji o tym, ktory
stan byt sprawdzany ostatnio. Pamietajmy, ze konstruujemy M w oparciu o 3).

3. Wyczyszczeniu trzeciej tasmy oraz poprawieniu wskaznika na drugiej tasmie, aby moc powto-
rzy¢ rozumowanie.

Warunkiem akceptacji w jest przepisanie z kolejki konfiguracji, w ktorej stan jest akceptujacy. Zauwazmy,
ze skoro idziemy algorytmem BFS, to przechodzimy w kolejnosci rosnacych odlegltosci, wiec jesli 3 akcep-
tuje w, to istnieje taki wybor przejsé, ze ta akceptacja nastepuje po n krokach, a dzieki temu liczbe kon-
figuracji ktore musi zasymulowaé M do nastapienia akceptacji mozemy ograniczyé przez (5| +1)"F1. O

Modele Obliczen Strona 72/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

1.6.7 PROBLEM STOPU

[ Omow ztozonosé obliczeniowa problemu stopu oraz jego dopetnienia (z dowodami).

Zarowno sformutowanie, jak i dalsze rozwazania problemu stopu $cisle zwigzane sa z faktem, ze potrafimy
jednoznacznie kodowaé¢ Maszyny Turinga. W zwiazku z tym mozemy rozpatrywaé problemy ich dotyczace
w kategoriach analizy ich kodéw. Jednym z takich probleméw jest PROBLEM STOPU. Jednak zanim
przeprowadzimy jego analize, skupmy sie na samym kodowaniu.

Definicja. Kodowaniem Maszyny Turinga M = (Q,{0,1},T,6,q1, B, F) jest stowo nad alfabetem
{0,1}*. Przypu$émy, ze stany M to @ = {q1,42,...qx}, symbole tasmowe to I' = {Xy,..., X, }, za$
g2 jest jedynym stanem akceptujacym. Niech (Xl,Xg,Xg) = (O, 1,B). Przejscia w lewo i prawo be-
dziemy oznacza¢ jako Dy oraz D,. Kodowanie M wyglada nastepujaco.

e Na poczatku wystepuje blok kodujacy liczbe stanéw oraz symboli tasmowych
0%1110"111.
e Nastepnie wystepuje blok kodujacy relacje przejscia 6. Wystepuje on w postaci kodu krotek
(qi, X, qr, X1, Dt) wypisanego jeden po drugim i oddzielonego 11. Krotki te kodujemy jako
0°10710%10"10".

Zauwazmy, ze 1,7, k,l,t > 0, zatem aby oddzieli¢ krotki od siebie wystarczy popatrzeé¢ na miejsca
w ktorych wystepuje 11.

Zauwazmy, ze istnieje wiele kodowan jednej Maszyny Turinga, a nie kazde stowo nad {0, 1}* jest popraw-
nym kodowaniem. W takiej sytuacji bedziemy kodowana maszyne utozsamiaé z maszyng akceptujaca
jezyk pusty.
Definicja. Na stowach {0,1}* mozemy wprowadzi¢ porzadek liniowy

usv = (ul < ||V (Jul = [v| Au <iez v)).

Wtedy kazdej maszynie M mozemy nada¢ numer, odpowiadajacy pewnemu jej kodowaniu wystepujacemu
w cilagu wy, wa, . ... MySlmy o tym w ten sposéb: kolejne stowa koduja ciag maszyn My, M, . ...

Wykorzystujac powyzsze kodowanie, stworzymy jezyk ktory nie jest RE.
Definicja. Jezyk Lq = {w; : w; ¢ L(M;)} nazywamy jezykiem przekatniowym.
Twierdzenie. Jezyk L, nie jest w RE.
Dowadd. Zaldézmy ku sprzecznodci, ze Ly jest w RE. Wtedy istnieje pewna Maszyna Turinga M taka, ze
Lq = L(M). Ma ona swoj numer M = M;, wiec odpowiada jej kodowanie w;. Rozpatrzmy przypadki:
o w;, € Ly — wiEL(Mi) — w,-gZLd.
. U}lng — wl€L(M1) = w; € Ly.
W obu przypadkach mamy sprzecznosé. O
Kolejng cegietka, z ktorej skorzystamy, bedzie Maszyna Uniwersalna. Stuzy ona do symulowania akcep-

tacji stowa w przez Maszyne M. Na wejéciu dostaje ona pare slow: slowo w, ktérego przynaleznosé do
L(M) sprawdzamy oraz kodowanie maszyny Turinga M, ktora bedziemy symulowac.

Maszyne Uniwersalng M, zrealizowaé¢ mozemy za pomoca 4-tasmowej Maszyny Turinga, analogicznie do
tej skonstruowanej przy symulacji maszyny niedeterministycznej. Gtéwng roznicg jest fakt, ze informacji
o mozliwych ruchach nie trzymamy w kodzie M, tylko odczytujemy z kodowania trzymanego na jednej
z tadm. Realizacja dekodera jest jednak trudna, wiec w dalszej czesci rozwiazania bedziemy odwolywaé
sie do istnienia i do ewentualnych modyfikacji Maszyny Uniwersalne;.

PoznaliSmy juz problemy rekurencyjnie przeliczalne (RE). Skupmy sie teraz na bardziej interesu-
jacej z punktu widzenia programistéw podklasie probleméw.

Modele Obliczen Strona 73/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

Definicja. Deterministyczna MT M ma wlasno$é stopu, jezeli dla kazdego stowa wejsciowego w
wykonuje ona ciag skoniczenie wielu krokéw, a nastepnie rozstrzyga czy akceptuje czy odrzuca w. Méwimy
o jezyku L, ze jest rozstrzygalny (w R), gdy istnieje DMT M majaca wlasnosé stopu taka, ze L = L(M).

W oczywisty sposob R C RE. Za chwile pokazemy przyktad jezyka rozrézniajacego klasy R i RE. Do
tego przyda nam sie nastepujacy lemat.

Lemat. Niech L bedzie jezykiem. Jesli L, L € RE, to L, L € R.

Dowdd. Skoro L,L € RE, to istnieja Maszyny Turinga M, M takie, ze L = L(M) oraz L = L(M).

Zauwazmy teraz, ze dowolne stowo w € X* zostanie zaakceptowane przez pewna z maszyn M, M po
skoniczenie wielu krokach. To prowadzi nas do konstrukeji maszyny My takiej, ze L = L(Mg).

e Maszyna bedzie wykorzystywata Maszyne Uniwersalng do symulacji maszyn M, M.

e Dostajac w na wejsciu, najpierw symulujemy pierwszy krok M na w, nastepnie pierwszy krok M
na w, nastepnie drugi krok M na w i tak dalej.

e W koncu ktoras z maszyn zaakceptuje w. Jesli to bedzie M to akceptujemy, jesli M, to odrzucamy.

Analogiczna konstrukcje mozemy przeprowadzi¢ dla jezyka L. O

Definicja. Problem stopu to jezyk Luarr = {{w, M) : M zatrzymuje sie na w}, gdzie w to slowo
wejsciowe, zas M zakodowana Maszyna Turinga.

Twierdzenie. Problem stopu jest w RE \ R. Dopelnienie problemu stopu nie jest w RE.

Dowdd. Aby udowodnié¢ rekurencyjna przeliczalno$é, mozemy skonstruowaé¢ Maszyne Turinga H, ktora
dla danych wejsciowych (w, M) symuluje w na M z uzyciem Maszyny Uniwersalnej:

1. Uruchamiamy M na wejsciu w.

2. Jezeli M sie zatnie, oznacza to, ze (w, M) € Lyarr. Wtedy H wchodzi w stan akceptujacy, tym
samym akceptujac.

3. W przeciwnym wypadku M nigdy nie zatrzyma sie na w. Wtedy H bedzie symulowa¢ M w nie-
skoniczonos$é, zatem tez nie zaakceptuje danych wejsciowych.

Zatem maszyna H akceptuje pare (w, M) wtedy i tylko wtedy, gdy M zatrzymuje sie na w, co dowodzi,
ze L(H) = Lyarr. Zatem pokazaliémy, ze Lyarr € RE.

Aby pokazaé¢ druga czesé twierdzenia zaldozmy ku sprzecznosci, ze Lyarr € R. Oznacza to, ze istnieje
deterministyczna Maszyna Turinga S, ktéra ma wlasno$é¢ stopu i poprawnie rozstrzyga problem stopu.
Wykorzystujac maszyne S, skonstruujemy nowa Maszyne Turinga My, ktoéra rozstrzygataby jezyk prze-
katniowy L.

Dla dowolnego wejscia w; (bedacego i-tym stowem z uporzadkowania i kodowaniem maszyny M;) maszyna
M, dziata nastepujaco.

1. Uruchamia maszyne S na wejsciu (w;, M;). Poniewaz S rozstrzyga problem stopu, to zawsze po
skoriczonej liczbie krokéw udzieli jednoznacznej odpowiedzi.

2. Jesli S odrzuci wejscie (co oznacza, ze M; w ogodle nie zatrzymuje sie na wejsciu w;), to maszyna
M; w oczywisty sposob nie moze zaakceptowaé w;. Z definicji oznacza to, ze w; € Ly. W takiej
sytuacji nasza maszyna M, akceptuje wejscie.

3. Jesli S zaakceptuje wejscie (co oznacza, ze M; na pewno zatrzyma sie na w; ), maszyna My uzywa
Maszyny Uniwersalnej do zasymulowania dziatania M; na slowie w;. Poniewaz z kroku poprzedniego
ta instancja ma wlasnosé stopu, symulacja bezpiecznie zakonczy si¢ w skonczonym czasie.

4. Po zakonczeniu symulacji sprawdzamy wynik: jesli M; zaakceptowala w; (zatem w; ¢ Lg), maszyna
My odrzuca wejscie. Z kolei jesli M; odrzucita w; (zatem w; € Lg), maszyna M, akceptuje wejscie.

Wykazalismy, ze maszyna My dla kazdego mozliwego stowa w; w skoriczonej liczbie krokéw prawidtowo
okresla jego przynaleznos¢ do Lg. Oznaczaloby to, ze jezyk przekatniowy jest rozstrzygalny, a wiec
Ly € R. Jednak Ly ¢ RE, sprzeczno$c.
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Zauwazmy teraz, ze na podstawie lematu powyzej, skoro Lyarr € RE\ R, to Lyarr € RE. To koriczy
dowod. O

1.6.8 KLASY ZLOZONOSCI

Omow klasy ztozonosci: PTIME, NPTIME oraz coNPTIME. Podaj przyktad problemu, ktory
jest w PTIME oraz przyktady jezykow zupelnych dla NPTIME i coNPTIME. Nakresl dowod
twierdzenia Cooka.

Definicja. Obliczeniem Maszyny Turinga M nazywamy ciag krokow gow Fas -+ Far T*{ace, Gre; JT-
Moéwimy, ze niedeterministyczna Maszyna Turinga M dziata w czasie T : N — N, jesli dla stowa wejscio-
wego w kazde obliczenie sktada sie z co najwyzej T'(|w]) krokow.

Definicja. Mowimy, ze deterministyczna (lub niedeterministyczna) Maszyna Turinga M dziata w czasie
wielomianowym, jesli istnieje wielomian P € R[X], taki, ze M dziala w czasie P.

Te definicje pozwola nam wprowadzi¢ dwie bardzo szczegdlne klasy ztozonosci probleméw rozstrzygal-
nych, mianowicie PTIME oraz NPTIME.

Definicja. Jezyk L C ¥* nalezy do PTIME, jedli istnieje deterministyczna Maszyna Turinga M
dzialajaca w czasie wielomianowym taka, ze L = L(M).

Definicja. Jezyk L C ¥* nalezy do NPTIME, jesli istnieje niedeterministyczna Maszyna Turinga M
dzialajaca w czasie wielomianowym taka, ze L = L(M).

Nie jest jasne, czy klasy PTIME oraz NPTIME sg réowne. Prekursorem, ktoéry postawil pytanie o za-
lezno$¢ miedzy nimi jest Stephen Cook, ktory prowadzil wowczas badania nad klasyfikacja systemow
automatycznego dowodzenia twierdzen wzgledem ich zlozonosci.! Przeniést on swoje rozumowanie na
problemy rozstrzygalne, w szczegdlnosci tworzac ich podzial na klasy (m.in. PTIME i NPTIME) ze
wzgledu na relacje, ktora teraz nazywamy redukcjg Cook’a. Szczegblnym przypadkiem tej redukeji jest
redukcja Karpa, ktéra oméwimy.

Definicja. M6wimy, ze problem L; € X3 redukuje sie wielomianowo (w czasie wielomianowym) do
problemu Ly € 33, co oznaczamy L; <p Lo, jesli istnieje deterministyczna MT M dziatajaca w czasie
wielomianowym taka, kazde dane wejSciowe w € X7 przeksztalca na ¢(w) € X5 w taki sposob, ze

w e Ly <= ¢(w) € Lo.

Zauwazmy, ze nasza maszyna prowadzi obliczenie, jednak nie liczy sie akceptacja lub nie, tylko to co
zostanie na tasmie, czyli ¢(w). Intuicyjnie, redukujgc wielomianowo, przeksztatcamy instancje L1 na
instancje problemu Lo, wiec L1 jest co najwyzej tak trudny jok Lo.

Relacja <p dzieli zbior probleméw rozstrzygalnych na mniejsze klasy. Aby o tym porozmawia¢, musimy
wprowadzié jeszcze jedna definicje.

Definicja. O problemie L moéwimy, ze jest C-trudny, jesli kazdy problem L' € C spelia L'’ <p L. O
problemie L mowimy, ze jest C-zupelny, jesli L jest C-trudny i dodatkowo L € C.

Oczywiscie kazdy problem o ktorym wiemy, ze jest PTIME, jest P-zupetny, bo algorytm $wiadczacy o
redukcji Ly <p Lo moze dla zadanego wejscia w w czasie wielomianowym rozstrzygnaé przynaleznosé
w do L; a nastepnie w zaleznosci od wyniku wziaé¢ ¢(w) jako pozytywna lub negatywna instancje Lo
(gdy zhardcode’ujemy dwie, to obydwie beda mialy stala dlugosé; patologicznym przypadkiem jest Lo €
{0,%5}). Okazuje sie, ze istnieja tez problemy NP-zupeine. Jako pierwszy udowodnit to wlasnie Stephen
Cook.

1Problem istnienia modelu dla zdania w logice pierwszego rzedu / wyzszych rzedéw jest nierozstrzygalny, jednakze przy

préobach dowodzenia prawdziwego twierdzenia mozna na tych systemach wprowadzi¢ pewna metryke, mierzaca w jak szybko
dany system znajdzie ten model.
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Definicja. Problem SAT to problem stwierdzenia, czy zadana formula zdaniowa ¢ jest spetnialna. Dla
uproszczenia, mozemy mysle¢ o tym problemie w taki sposob, ze kazda formula zadana na wejsciu jest
w postaci CNF (jednak w dalszych rozwazaniach problem pozostanie rownowazny, nawet przy uzyciu
dowolnych operatoré6w boolowskich).

Twierdzenie. Problem SAT jest w NP.
Dowdd. Zalozmy, ze zadana formula zdaniowa ¢ ma n zmiennych. Wtedy w szczegolnosci n = O(|4]).
Mozemy skonstruowaé niedeterministyczng Maszyne Turinga, ktora:

o w fazie niedeterministycznej wygeneruje wartosciowanie n zmiennych.

e w fazie deterministycznej podstawi te wartosci za zmienne, a nastepnie wyewaluuje (np. idac algo-
rytmem postorder DFS po drzewie operatoréw) wartosé ¢.

e akceptuje, jesli ewaluacja ¢ jest prawdziwa.

Obydwie fazy zajmuja P(|¢|) krokow dla pewnego wielomianu P, zatem maszyna ta $wiadczy o przyna-
leznosci SAT € NPTIME. O

Twierdzenie (Cook, Levin). Problem SAT jest NP-zupelny.
Inne przyktady probleméw NP-zupeinych:

e 3-SAT: SAT, ale na wejsciu dostajemy formute w postaci CNF w ktorej kazda klauzula ma doktadnie
3 literaly.

e Vertex-Cover: na wejsciu dostajemy graf G oraz liczbe k zapisana binarnie. Naszym zadaniem jest
rozstrzygnaé, czy istnieje pokrycie wierzchotkowe grafu o rozmiarze co najwyzej k.

e Hamiltonian-Cycle: na wej$ciu dostajemy graf G. Naszym zadaniem jest rozstrzygnaé¢, czy G ma
cykl Hamiltona.

Twierdzenie. Problem 3-CNF-TAUTOLOGY polegajacy na tym, ze dla zadanej formuty ¢ w postaci
3-CNF (koniunkcja klauzul sktadajacych sie z 3 alternatyw) chcemy odpowiedzie¢, czy jest tautologia,
jest w PTIME.

Dowdd. Przedstawiony problem jest rownowazny sprawdzeniu, czy —¢ (bedaca w postaci 3-DNF, czyli
alternatywa klauzul skladajacych sie z 3 koniunkeji) jest niespelnialna. —¢ obliczamy w czasie wielomia-
nowym. —¢ jest niespelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy kazda klauzula zawiera zaroéwno literal z, jak i
—z. Na to juz potrafimy napisaé¢ algorytm wielomianowy. O

Przed przedstawieniem dowodu Twierdzenia Cook’a skupimy sie na jeszcze jednej klasie zlozonosci,
coNPTIME.

Definicja. Jezyk L C ©* nalesy do coNPTIME, jedli jezyk L nalezy do NPTIME. Innymi stowy, je-
zyk L nalezy do coNP, jesli istnieje wielomianowa niedeterministyczna Maszyna Turinga M, ktéra ma
akceptujace obliczenie doktadnie dla stow x & L.

Uwaga. Jesli analogicznie zdefiniujemy problemy coP, to P = coP. Nie wiadomo, czy NP = coNP.
Lemat. Jesli L jest NP-trudny, to L jest coNP-trudny.

Dowdd. Wezmy dowolny problem L' € NP, wtedy L' <p L, wiec istnieje taka wielomianowa redukcja
¢, 76 Vyes-w € L' < ¢(w) € L. To znaczy, ze Vyes-w & L' < ¢(w) ¢ L, czyli mamy
Vwessw € L' <= ¢(w) € L. Zatem ¢ jest tez wielomianowa redukcja miedzy L’ oraz L. Dowod
konczy fakt, ze dopelnienie kazdego problemu z coNP jest w NP, zatem kazdy problem coNP redukuje
sie wielomianowo do L. O

Whiosek. Dopelnienia probleméw NP-zupelnych sa coNP-zupelne.
Przyktady probleméw coNP-zupelnych:
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e UNSAT: dana jest na wejsciu formuta ¢. Naszym zadaniem jest rozstrzygniecie, czy formula ta jest
niespelnialna.

e TAUTOLOGY: dana jest na wejsciu formula ¢. Naszym zadaniem jest rozstrzygniecie, czy formuta
ta jest tautologia.

Dowdd Twierdzenia Cooka. PokazaliSmy juz, ze SAT € NP. Pokazemy teraz, ze SAT jest NP-trudny. W
tym celu wezmy dowolny problem L € NP, pokazemy redukcje L <p SAT.

Skoro L € NP, to istnieje niedeterministyczna MT M = (Q, X, T, 6, qo, B, F') dzialajaca w czasie T' € R[X]
taka, ze L = L(M). Zatem dla kazdego stowa wejsciowego w € L istnieje obliczenie akceptujace majace
co najwyzej T(|w]) krokow.

Pomyst jest taki: utozsamimy obliczenie akceptujace M z wypelieniem grida nad ¥ U @) o wymiarach
I x J, gdzie T = {-T(|w]),...,0,...,T(Jw|])} oraz J = {0,1,...,T(Jw|)}. W tym gridzie, wiersz po
wierszu, bedziemy trzymaé opisy chwilowe kolejnych krokéw obliczenia M. Nastepnie zrobimy formute
o(w), ktorej spelnialnosé jest rownowazna istnieniu takiego obliczenia akceptujacego M na w, ktore sie
miesci w tabelce. Dodatkowo, zagwarantujemy |p(w)| = O(P(Jw]|)), abysmy mogli t¢ redukcje zrealizowac
w czasie wielomianowym. Wtedy w € L <= ¢(w) € SAT.

W formule ¢(w) bedziemy mieli zmienne z; j, dlai € I,j € J,a € I' U Q. Prawdziwos¢ takiej zmiennej
oznacza, ze w tabelce na polu o koordynatach (7, j) (czyli w i-tej kolumnie i w j-tym wierszu) stoi symbol
a. Stworzymy formuly ¢1, ¢o, d3, ¢4 takie, ze p(w) = @1 Ada A3 A ds. Formuly te beda oznaczaé kolejno:

e ¢ — na kazdym polu jest doktadnie jeden symbol.

e ¢, — w pierwszym wierszu jest konfiguracja startowa.

e ¢3 — w ostatnim wierszu jest konfiguracja, w ktorej jesteSmy w stanie akceptujacym.
e ¢4 — przejscia miedzy konfiguracjami sg poprawne.

Aby wszystko spia¢, dodajemy do § takie przejscia dla stanéw akceptujacych, ze nie wazne na jaki
symbol patrzymy, zamieniamy go na blanka i idziemy w prawo. Nie wplywa to na akceptacje ani na
wielomianowosé, ale gwarantuje, ze jesli zaakceptujemy szybciej niz po T'(Jw|) krokach, to w ostatnim
wierszu tabelki bedzie konfiguracja akceptujaca.

Zaczynamy od ¢;. Okreslamy

ii= \V Tija B; ;= N ijaVomige
acTuUQ (a, b)e(PUQ)?
a#b

A

Wtedy

¢r= [\ A ABi
(i,7)€IXJ

Teraz wymusimy konfiguracje poczatkows i koricowsa,
P2 = /\ 7i0,B \ 70,0,q0 N /\ Ti0,w; 5 P3 = \/ \/%,T(m\),f-

ieI\([lw|Ju{0}) i€[|wl] feFicl

Na koniec potrzebujemy zagwarantowaé poprawnosé przejsé¢. Cheemy, aby miedzy kazdymi dwoma wier-
szami wystepowalo przejscie w lewo lub w prawo, wigc dodamy dwie reguty:

¢4: /\ /\ (-Pl(ivjaavq)\/PT(i7jva7q))/\K(ivj)
(i,§)€IXJ a€l
q€Q
Intuicja jest nastepujaca:
o K(i,j) — jesli (4, j) wraz z sasiednimi komoérkami w wierszu nie jest stanem, to przepisz symbol
wystepujacy w (4, j) do nastepnego wiersza: (i, j + 1).
e P(i,j,a,q) —jesli (4, j) jest stanem ¢ patrzacym na a, to wybierz ktoras z regul (p, X, —1) z §(a, q),
a nastepnie rozpisz wedtug niej komorki (¢ — 1, j+1),(¢, j+1),(i 4+ 1, j+ 1).
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Przydadza nam sie dwie pomocnicze formuty:

e NQ(i,j) — w bloku (i, ) nie jest wpisany stan.

NQ(i,j) = /\ i
qeQ

e E(i,j,i',j") —bloki (i, j) i (¢, j) maja te same symbole.

E(i7jai/7j/) = /\ (Ii,j,a — xi’,j’,a)-
aceQuUT

7 ich pomoca mozemy zdefiniowaé

oraz
Pi(i,j,a,q) = \/ (Tijq A Tit1ja) = (Tic1j10 ABGE—1,5,4,5 + 1) Azig1j41,a0)-
(¢',a’,—1)€d(a, q)
Ruch prawostronny mozemy zakodowaé analogicznie. O

Modele Obliczen Strona 78/185



I1

Przedmioty
programistyczno-algorytmiczne



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

II.1 Analiza Algorytmow

I1.1.1 TWIERDZENIE O REKURENCJI UNIWERSALNEJ

Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej, szkic dowodu.

Twierdzenie (O rekurencji uniwersalnej). Niech a > 0, b > 1 beda pewnymi stalymi, a f(n) funkcja
nieujemna, okreslona dla kazdego odpowiednio duzego n € R > ng > 1. Rozwazmy rekurencje

_ JaT(3)+ f(n), n=mng
T = {@(1)b, n < ng

Niech d = log;, a. Wowczas:

1. Jesli f(n) = O(n?) dla d’ < d, to |T(n) = ©(n'°% )|,

2. Jesli f(n) = ©(n?1g"n) dla pewnego k > 0, to | T(n) = O(n'%“1g*" ' n) |

3. Jesli f(n) = Q(n?) dla d’ > d oraz f spelia warunek regularnosci:

af(n/b) < cf(n) dla pewnej stalej ¢ < 1,

to| T(n) = O(f(n)) |

Twierdzenie dziala réwniez, jesli aT (%) zastapimy przez o'T (| %]) + o”T ([%]) dla pewnych a’,a” >
0, d4+ad"=a

Dowdd. Rozwazmy drzewo rekurencji dla powyzszego réwnania. Zakladamy dla uproszczenia, ze n jest
potega b, a warunek brzegowy zachodzi dla n = 1.

f(n) f(n)

SN SN
@(1)/ \@(1/ \@(1)/ \@(1/ \@(1)

@(nlogb a)

f(n/b)

Caltkowity koszt T'(n) to suma kosztéw na wszystkich poziomach drzewa. Glebokosé drzewa wynosi log, n.
Na poziomie i (gdzie i = 0,1,...,log, n — 1) mamy a’ wezléw, z ktorych kazdy wykonuje prace f(n/b?).
Ostatni poziom zawiera a'°% ™ = n'°% 9 lici kosztujacych O(1). Zatem:

log, n—1

Tm) = Y dif (bﬁ) +O(nloE ),

=0

1. W tym przypadku koszt na poziomie i to

a'Lf(n/b’L) — ai(/) (nlogb a—¢ | b—i log, a+is) =0 (nlogb a—¢ | bls)
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dla pewnego € > 0. Mamy log, n poziomoéw, wiec ztozonoé¢ bedzie dominowana przez ilo$¢ wywotain
rekurencyjnych, a dokladniej przez ilosé lidci, ktora powstanie. W kazdym z nich wykonamy prace
O(1). Kazdy poziom rekurencji zwieksza ilo§¢ wywolan a razy, zmniejszajac n b-krotnie. Poziomow
rekursji bedzie zatem log, n, a samych ligci a!'°% ™. Mamy

1/log, b
alogbn —_ aloga n/log, b — (aloga n) a? _ nlogb a

2. Mamy, ze f(n) = ©O(n? Ig* n). Policzmy sumaryczna ztozonos$é na i-tym poziomie rekursji:

1 (5) =0 ( (5) e () =0 (1 (5)).

Dla poziomoéw bliskich korzenia lg(n/b%) ~ lgn. Zatem na kazdym z log, n pozioméw wykonywana
jest praca rzedu ©(n¢1g* n). Poziomow jest lg n. Zatem sumaryczna ztozonosé¢ wyniesie g n- f(n) =

G(Rd lgk—H n)

3. W tym przypadku wywolania beda na tyle ,rzadkie”, ze ztozonosé¢ bedzie zdominowana przez f(n).
Na poziomie i koszt wynosi a’f(n/b") < ca®~*f(n/b=1) < ... < ' f(n). Sumujac koszty poziomow
wewnetrznych, otrzymujemy

log, n—1 log, n—1 log, n—1

Z aif(g)i Z cfn) = f(n) Z o

1

T2 Zatem
—C

Poniewaz ¢ < 1, nieskoniczony szereg geometryczny jest zbiezny do statej

T(n) < f(n) - 12—+ O(n') = O(f ().

Ale wykonujemy co najmniej jedno wyliczenie f(n), zatem zlozonosé to sumarycznie | O(f(n)) |.
O

I1.1.2 PROBLEM SEKRETARKI

Problem sekretarki i jego analiza metoda funkeji tworzacych (szkic — opis kolejnych krokow
dowodu).

Definicja (Problem sekretarki). Mamy n kolejnych kandydatéow na sekretarke, parami roznych jesli
chodzi o kompetencje. Przegladamy ich po kolei. Jedli w danym momencie nie mamy sekretarki albo
obecny kandydat jest lepszy od obecnej to zwalniamy poprzedniego i zatrudniamy nowego. Ile wykonamy
operacji ,zatrudnij”?

Analiza probabilistyczna

Mozemy sprobowaé¢ odpowiedzieé¢ na pytanie, ile srednio wykonamy takich operacji. Bez straty ogélnosci
mozna zmapowaé kompetencje tak, by wszystkie byly liczbami z zakresu od 1 do n. Oznaczmy je przez
ai,...,an. Niech X bedzie liczba zatrudnionych oséb, poszukujemy E[X]. Niech X; oznacza indykator,
czy i-ty kandydat zostal zatrudniony. Oczywiscie mamy X = > X;, a zatem tez E[X]| = Y E[X;] =
> P(X;). Zauwazmy, ze sytuacja, w ktorej zatrudniamy nowa sekretarke oznacza, ze a; = max(asg, .. ., a;).
Zaktadajac, ze wszystkie permutacje wystepuja z rozktadem jednostajnym szansa tego wynosi 1/i (bo
najwiekszy element musi zosta¢ umieszczony jako ostatni). Otrzymujemy zatem

n n

E[X] =Y P(X;) =Y 1/i=H,=Inn+0(1).

=1 =1
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Analiza funkcjami tworzacymi

Niech X,, oznacza liczbe ponownych zatrudnien jesli mamy n kandydatow. Niech p,, = P(X,, = k). Jak
wezesniej wspomnieliémy n-ty kandydat ma szanse 1/n zostania wybranym, z czego dostajemy

1 n—1
Pnk = —Pn-1k-1 + —Pn-1k dlan>2k>1,

n—1

Pn—1,0 dlan > 2,

(1, k=0
PLE= 0 k>0

Pn,o =

Niech G, () bedzie funkcja tworzaca dla py i, czyli G, (z) = Y pe pnxa”. Zauwazmy, ze jest to wielo-
mian, bo p,r = 0dla k£ > n. Dla n > 2 mamy

Gu(x) =Y pnpa® == pnotp-1a’+——=3 pn1pat
k=0 k=1 k=0

o0 o0
x g, n—1 b
= - E Pn—1,k% + E Pn—1,kT
n n
k=0 k=0

n—1

= %Gn_1<x> + G1(z)
+z—1
= G (@)
n

Chcemy policzyé¢ E[X,,]. Zauwazmy, ze G} (z) = > pe; kpara® 1, wiec G/,(1) = E[X]. Policzmy G}, ()
korzystajac z pochodnej iloczynu

n+x—1
n

Gn1<x)) = Gaa) + G ()

6o = ( :

Podstawmy z = 1. Wtedy G, (1) = >_7—( Pn,k = 1, bo suma prawdopodobienstw wynosi 1. Otrzymujemy

1
G(1) = — + G (1),

Z tego oraz z faktu, ze G| (1) = 0 (bo G1(x) = 1) prosta indukcja pokazujemy, ze

n

6w =3 yi=[F1]

=2

I11.1.3 DRZEWA ROZCHYLANE

Drzewa rozchylane (splay), analiza amortyzowana (szkic).

Drzewem rozchylanym nazywamy drzewo BST z operacja rozchylenia (czyli wlasnie ,splay”). Operacja
splay(z, S) znajduje w drzewie S ostatni wezel v na $ciezce wyszukujacej = (czyli « lub lis¢, do ktorego
x zostalby dowiazany przy wstawianiu), a nastepnie wykonuje rotacje AVL tego wezla w gore tak, ze
ostatecznie powstaje drzewo S’ o korzeniu v.

Jesli wykonujemy splay(z, S), y jest rodzicem x, a z rodzicem y, to mamy kilka opcji:

e z jest lewym (prawym) dzieckiem y i y jest lewym (prawym) dzieckiem z. W takiej sytuacji wy-
konujemy operacje ,zig-zig”, czyli dwie rotacje w prawo (lewo) — pierwsza wzgledem z, a druga
wzgledem y (najpierw podnosimy y, a potem x — dla zlozonosci bedzie wazne, ze robimy to w tej
kolejnosci).
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e z jest prawym (lewym) dzieckiem y i y jest lewym (prawym) dzieckiem z. W takiej sytuacji wyko-
nujemy operacje ,zig-zag”, czyli rotujemy z w gore, najpierw w lewo (prawo) wzgledem y a potem
w prawo (lewo) wzgledem z. Inaczej mowiac, wykonujemy podwojna rotacje wzgledem z.

e x jest lewym (prawym) dzieckiem y i y jest korzeniem. W takiej sytuacji wykonujemy operacje
wzig’, czyli jedng rotacje w prawo (lewo) wzgledem y.

Zauwazmy, ze jesli y jest korzeniem splay(z,S), to w zbiorze S nie ma zadnego klucza pomiedzy z a
y (w posortowanym ciagu kluczy). Za pomoca operacji splay mozna latwo zaimplementowaé operacje
stownikowe.

e Wyszukiwanie x: robimy splay(z, S) i patrzymy do korzenia.

e Wstawianie z: robimy splay(z, S), dostajac drzewo o korzeniu y. Tworzymy nowy korzen x. Jesli
y < z, to x przejmuje prawe poddrzewo y i dowigzuje y jako lewe dziecko. Jesli y > =z, to =
przejmuje lewe poddrzewo y i dowiazuje y jako prawe dziecko.

e Usuwanie z: robimy splay(x, S), dostajac drzewo o korzeniu x. Usuwamy ten korzen i mamy teraz
dwa drzewa S 1 S3. Wykonujemy splay(x, S1), czyli wyciagamy jako korzen najwickszy element z
S1. Ma on puste prawe poddrzewo, wiec mozemy tam dowigzaé Ss.

Okazuje sie, ze amortyzowana zlozonosé pojedynczej operacji na drzewie splay jest logarytmiczna. Niech
wg () oznacza rozmiar poddrzewa wierzchotka x w S. Niech rg (z) = |lgwg (x)]. Te wartosé¢ nazywamy
ranga wierzchotka. Definiujemy funkcje potencjatu @ (S) = > ¢ 7s (z). Przez ¢(-) bedziemy oznaczac
amortyzowany koszt operacji, a przez c (-) koszt rzeczywisty.

Lemat. Niech © € S, niech ¢ bedzie korzeniem S, S’ = splay(S,z). Wtedy ¢(splay (S,z)) <
3(rs(t) —rs(z)) + 1.

Dowdd. Jesli x = t, to teza zachodzi. Dalej zakladamy, ze nastepuje ciag k > 0 rotacji, ktore tworza
kolejne drzewa Sy, ...,Sk, gdzie Sy = S i S = S’. Niech z,y;, 2 beda argumentami i-tej rotacji,
czyli y; jest rodzicem x w S;, a z; rodzicem y;. Oznaczmy koszt amortyzowang i-tej operacji przez
¢ =1+®(S;) — ®(S;—1). Zachodzi ¢ (splay()) = c(splay()) + ® (S") — @ (S) = >, ¢;. Wystarczy wiec
pokazaé, ze ¢; < 3 (rg, (x) —rs,_, (v)) dlai=1,....,k—11¢ <143 (rg, (z) —rs,_, (x)).

Bedziemy rozwazaé rotacje w prawo, rotacje w lewo sa symetryczne. Dla ustalonego i bedziemy pisaé
Y=y, 2=z orazr, =rg,_, (v), 7, =rs, (v) dlav € {z,y, 2} Rozwazamy przypadki.

1. Operacja ,zig-zig”. Mamy 77, = r,, wigc ¢; = L+ ® (S;) =@ (1) = L+ry +ry +1, =10 =7y =7, =
Ly 71l =1 =7y

e Zaktadamy 7, > r,. Wtedy z r;,r, < 1, oraz ry > 7, mamy ¢; < 1+2r, —2r, = 1+
2(rl, —ry) <3(rh, —ry).

e Zaktadamy 1) = r,. Wtedy r;, < 1, =1, < 1y oraz v, < 1y, = r,. Zalozmy nie wprost, ze

r. =r, = a. Poddrzewa x w S;_1 i z w S; maja co najmniej 2% wezléw i sg roztaczne. Zatem
poddrzewo x w S; ma co najmniej 2-2% 41 elementow (bo jeszcze y). Zatem 7/, > a+1 > r, —
sprzeczno$é. Mamy wiec r, —r, < —1. Wobec tego ¢; = 1+ (T; — ry) +(r,—ry) <140-1=
0=3(r, —ry).

2. Operacja ,zig-zag”. Podobnie jak wezesniej r, = 7. i ¢; = 141, + 71, — 1y — 71y

e Zaktadamy r/ > r,. Tu dzieje sie dokladnie to samo, co w analogicznym przypadku operacji

Zig-zig”.

e Zaktadamy r! = r,. Podobnie jak przedtem mamy r; < ry il < 1y Do tego mamy 1y, =
e (bo 1y < 7 17y < 1ry). Cheemy pokazaé, ze (r), —ry) 4 (1, — ;) < —1. Zalézmy nie
wprost, ze 7, — 1y, = 017, —r, = 0. Wtedy r;, = r, = r, = r, = a. Poddrzewo =z w

S; zawiera w sobie poddrzewa y i z, wiec r, > a+ 1 > r, — sprzeczno$é. Zatem mamy
¢ <1+ (r;—ry) + (r, — 7)) <0=3(rl, —rs).

3. Operacja ,zig”. Moze si¢ wydarzy¢ tylko przy ostatniej rotacji, gdy zx nie istnieje. Wtedy 7., = r,
ic,=1+r,+r, —ry —ry =147, —ry,. Mamy 7, —r, > 0, wigc mozna to przeszacowac przez
1+3(rl, — 7).
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O

Twierdzenie. Koszt ciagu m operacji na poczatkowo pustym drzewie splay S wynosi O (mlgn), gdzie
n jest maksymalnym rozmiarem S podczas wykonywanych operacji.

Dowdd. Wiemy, ze operacja splay kosztuje co najwyzej 31gn + 1. Wyszukiwanie i wstawianie to jeden
splay i kilka operacji w czasie stalym. Przy wstawianiu dodatkowo rosnie potencjat, ale o co najwyzej Ign
(ranga nowego korzenia). Przy usuwaniu wykonujemy dwa razy splay i kilka operacji w czasie stalym.
Ostatecznie mamy O (Ign) na kazda operacje i poczatkowy potencjal 0. O

Jesli poczatkowo S ma w sobie jakie§ elementy, to mamy ztozonosé¢ O ((m + n)lgn), bo musimy jeszcze
uwzgledni¢ poczatkowy potencjal, ktéry mogl byé zuzyty.

Ztozono$é ciggu operacji na drzewach splay jest taka sama, jak dla drzew AVL lub kopcodrzew. Ich zaleta
jest fakt, ze nie musimy trzymac zadnych dodatkowych informacji w drzewie (np. balans, priorytety). Do
tego dobrze nadaja sie do struktur implementujacych jaka$ forme pamieci cache, bo elementy na ktérych
operowalismy niedawno sa wysoko w drzewie. Minusem jest fakt, ze ztozonos¢ pojedynczej operacji moze
by¢ liniowa.

I11.1.4 Zr0ZONOSC SORTOWANIA

Dolne ograniczenia na ztozono$¢ sortowania w przypadku pesymistycznym i srednim.

Znamy algorytmy sortujace w czasie O(nlogn). Czy da sie szybciej? Bedziemy pracowaé¢ w modelu
drzew decyzyjnych: jedyne mozliwe operacje to poréwnywanie elementéw, ktére wykonuje za nas czarna
skrzynka w czasie O(1). Wiekszos¢ sensownych algorytmow sortujacych wpisuje sie w ten model.
Definicja. Drzewo decyzyjne sortujace to algorytm zapisany jako drzewo binarne, ktoére spelnia:
e kazdy wezel wewnetrzny zawiera poréwnanie afi] < a[j] dla pewnych elementéw sortowanego ciggu.
e obliczenie rozpoczyna sie¢ w korzeniu.

e jesli wynik poréwnania jest ,tak” to sterowanie przechodzi do lewego poddrzewa, a jesli nie, to do
prawego.

e na koricu kazdej Sciezki-obliczenia jest 1is¢ zawierajacy wynik — permutacja elementéw dajaca ko-
lejnosé rosnaca.

Pesymistyczna zlozono$é sortowania

Propozycja. Pesymistyczna ztozono$é dziatania algorytmu to wysokosé jego drzewa decyzyjnego.
Propozycja. Wysokos¢ drzewa binarnego o m liciach wynosi co najmniej log m.

Dowdd. Pele drzewo binarne wysokosci h ma co najwyzej 2" lisci. O
Propozycja. Kazde drzewo sortujace n elementéw ma co najmniej n! lisci.

Dowdd. Bo tyle jest mozliwych wynikéw algorytmu — permutacji elementéw. O

Whniosek. Kazdy algorytm sortujacy metoda poréwnarn dziala pesymistycznie w czasie co najmniej
nlogn — 1.45n.

Dowdd. Sktadajac poprzednie propozycje mamy, ze pesymistyczna zlozono$¢ wynosi co najmniej log(n!).
7 aproksymacji Stirlinga wiemy, ze

nl~ v2mn(n/e)".
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To oznacza, ze

log(n!) = log (\/ 27rn(n/e)”) =n(logn —loge) + O(logn) ~ nlogn — 1.45n.

Srednia zlozonos$é sortowania

Propozycja. Zakladajac, ze wszystkie permutacje elementéw na wejsciu sa jednakowe prawdopodobne,
$rednia zlozono$¢ sortowania jest srednia arytmetyczna gtebokosci wszystkich lisci.

Dalej przez T, oznaczamy petlne drzewo binarne o m lisciach, zas dla drzewa T przez D(T) oznaczamy
sume glebokosci wszystkich lisci T

Lemat. D(T,,) > mlogm.

Dowdd. Dowodzimy indukcja po m. Dla m = 1 dziala. Niech wiec m > 1. Jako, ze drzewo jest pelne, to
oba poddrzewa korzenia sa niepuste. Lewe poddrzewo ma wiec pewne i lisci, za$ prawe m — ¢ lisci, gdzie
0<i<m.

D(T,) =i+ D(Ty) + (m —1i)+ D(Ty—s) = m+ilogi+ (m —i)log(m —i).
Funkcja f(z) = zlogx + (m — z)log(m — ) ma minimum w x = m/2. Zatem
D(T,,) 2m+2-m/2log(m/2) =m + mlogm — m = mlogm.

O

Whniosek. Kazdy algorytm sortujacy metoda poréwnan dziala srednio w czasie co najmniej nlogn —
1.45n.

Dowdd. Wiemy juz, ze drzewo sortujace n elementéw ma n! lisci. Z lematu wynika wiec, ze suma gtebo-
kosci lisci wynosi co najmniej n!log(n!). Srednia gtebokosé to w takim razie

n!log(n!)/n! =log(n!) = nlogn — 1.45n.
O

Okazuje sie, ze istniejg algorytmy, ktore prawie osiagaja to ograniczenie. Korzystajg one z tak zwanych
drzew turniejowych i wykonuja co najwyzej o n — 1 poréwnan wiecej, niz pokazane minimum.

I1.1.5 RANDOMIZOWANE BST

Randomizacja drzew poszukiwan binarnych: model permutacyjny, kopcodrzewa, ztozonosé
operacji (idea dowodu w oparciu o zlozonosé quicksortu).

W modelu permutacyjnym rozwazamy losowa permutacje ag,...,a, zbioru {1,... ,n}, ktorej elementy
wstawiamy kolejno do drzewa BST. Interesuje nas $rednia zlozonosé operacji wyszukiwania w tak uzy-
skanym drzewie T'. Ztozono$¢ rozwazamy w dwoch przypadkach: gdy wyszukiwanie sie nie powiedzie, i
gdy sie powiedzie.

W przypadku nieudanego wyszukiwania interesuje nas oczekiwana suma dlugosci Sciezek do lisci ze-
wnetrznych (czyli pustych weztow). Oznaczmy ja przez G (n) dla drzewa o n elementach. Takie drzewo
ma doktadnie n + 1 lisci zewnetrznych. Jesli j jest korzeniem T, to lewe poddrzewo ma j — 1 elementéw,
a prawe n — j. Zatem zachodzi G (0) =0 i

G(n):n+1+z%(G(j—1)+G(n—j)),
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bo korzeni jest wybieramy jednostajnie. Jest to identyczne réwnanie jak dla quicksortu — losujemy podziat
na potowy i wywolujemy sie rekurencyjnie. Zatem jest G (n) = 2nlnn+0 (n) ~ 1.4nlgn+O (n). Srednia
dlugosé sciezki do liscia zewnetrznego wynosi © (logn).

W przypadku wyszukiwania z sukcesem interesuje nas suma ditugosci Sciezek do wszystkich wezlow
drzewa (poza lisémi zewnetrznymi). Indukcja po glebokosci drzewa tatwo pokazaé, ze jest ona réwna

G (n) — 2n 1 oczekiwana dlugosé sciezki wyszukiwania to © (logn).

Niech T bedzie drzewem BST otrzymanym w wyniku dodania do niego kolejnych elementéw losowej
permutacji {1,...,n}. Interesuje nas oczekiwana glebokos¢ tego drzewa, czyli E [h (T')]. Niech X,, bedzie
zmienna losowa oznaczajaca wysokogé T'. Niech Y,, = 2X». Niech R,, bedzie zmienna losows oznaczajaca
korzeni T'. Niech Z,, ; bedzie indykatorem tego, ze ¢ jest korzeniem.

Jedli R,, = 1, to lewe i prawe poddrzewa sa losowe i maja odpowiednio ¢ — 1 i n — ¢ elementow. Zatem
Y, = 2max (Y;_1,Y,—;) przy Y1 = 11 Yy = 0. Przy ustalonym T tylko jedna zmienna Z, ; przyjmuje
wartos¢ 1, wiec Y, = > | Z, ;- 2max (Y1, Y,—;). Zp,; jest niezalezne od Y;_1 1Y, _;, bo Z,; zalezy
tylko od potozenia i w permutacji, a dwie pozostale zmienne zaleza od permutacji elementéw innych niz
1. Mamy

n

E[Ys] =Y E[Zn; 2max (Yioy, Yoi)] = = Efmax (Y1, Yo)] < = Y E[Vioy + Y]
=1

i=1 i=1

47171
E;mm.

Propozycja. Zachodzi 22:01 (133) = (”13).
Dowdd. Z?:_Ol ("% = 2?2_43 ("3'), a to zlicza wybory 4 liczb sposrod 1,...,n + 3 sumujac sig po naj-
wiekszej wybranej liczbie. O

Pokazemy indukeyjnie, ze E[Y,,] < i(";‘s) Dla n = 0,1 teza dziata. Dla n > 1 mamy

n—1 n—1 .
4 4 1/i4+3 1 4/n+3 1/n+3
< = ] < = - - _. = == .
E[Yn]\nZE[K]\nZZl( 3) 4 n( 4 ) 4( 3 )

i=0 =0

Korzystajac z nieréwnosci Jensena i wypuklosci 22 mamy 2EX»] < E [2%7] = E[Y,] < %(";‘3) To daje
nam E [X,] < 3lgn+ O (1).

Zatem wysokos¢ drzewa BST powstatego w wyniku wstawienia do niego losowej permutacji elementéw
jest logarytmiczna. Okazuje sie, ze jesli to takich operacjach wstawiania wykonamy operacje usuniecia
losowych elementéw, to drzewo dalej ma gleboko$é logarytmiczna, ale jesli potem dokonamy kolejnych
losowych wstawieni, to oczekiwana gltebokosé rosnie. Eksperymentalnie wykazano, ze §rednia dlugosé
sciezki to wtedy © (v/n).

Aby zachowaé¢ dobre wtasnos$ci wynikajace z losowego rozmieszczenia kluczy w drzewie BST stosujemy
tak zwane kopcodrzewa (treap). Kopcodrzewem nazywamy drzewo binarne, ktore w weztach trzyma dwa
parametry — klucz i priorytet. Kopcodrzewo jest drzewem BST ze wzgledu na klucz i max-kopcem ze
wzgledu na priorytet (czyli w kazdym poddrzewie maksimum jest w korzeniu). Dla zadanego zbioru kluczy
z priorytetami istnieje dokladnie jedno kopcodrzewo zawierajace te klucze — element o najwiekszym
priorytecie jest korzeniem, na lewo sg te z mniejszym kluczem, na prawo z wiekszym i kontynuujemy ten
argument w poddrzewach. Z tego wynika, ze jesli zaimplementujemy stownik za pomoca kopcodrzewa,
to postaé kopcodrzewa po ciagu operacji nie zalezy od kolejnosci tych operacji.

Stownik implementujemy za pomoca kopcodrzewa nastepujaco.
e Wyszukiwanie: jak w BST.

e Wstawianie: jak w BST, wstawiamy nowy element = jako 1i§¢, jesli warunek kopca jest zaburzony,
to dokonujemy rotacji AVL x w gore az bedzie dobrze.
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e Usuwanie: ustawiamy priorytet usuwanego elementu na 0 i rotujemy w dot (w prawo lub lewo,
zaleznie od tego, ktory nastepnik ma wiekszy priorytet) az do liScia, a nastepnie odcinamy.

Wszystkie te operacje sa liniowe od wysokosci kopcodrzewa.

Latwo zauwazy¢, ze jesli posortujemy elementy kopcodrzewa w kolejnosci malejacych priorytetow, to
drzewo BST powstale przez wstawienie ich w takiej kolejnosci jest dokladnie tym kopcodrzewem. Jesli
bedziemy losowaé priorytety jednostajnie, kazda permutacja elementéw bedzie tak samo prawdopodobna.
Zatem kopcodrzewo bedzie miato strukture losowego drzewa BST, a o takim wiemy, ze ma oczekiwang
wysoko$¢ logarytmiczna. Zatem wszystkie operacje na kopcodrzewie maja oczekiwany czas logarytmiczny
od liczby elementéw w nim.

11.1.6 HASZOWANIE DOSKONALE

Uniwersalne rodziny funkcji haszujacych i ich zastosowanie w haszowaniu doskonatym.

Rozwazamy problem wstawienia n kluczy nalezacych do uniwersum U do m-elementowej tablicy T'. Zeby
to mialo sens zaktadamy n < m.

Definicja. Rodzina H funkcji haszujacych jest uniwersalna, gdy
L]

Voyevr #y = [{h € H:h(z) =h(y)}[ <.
Intuicyjnie chodzi o to, zeby wybranie losowej funkcji haszujacej z H dawalo nie wieksze prawdopodo-
bienistwo kolizji na elementach x,y niz niezalezne losowanie dla nich adreséow w T, czyli 1/m.

Lemat. Jesli funkcje haszujaca h wybrano z uniwersalnej rodziny H i uzyto do wstawienia n kluczy do
m-elementowej tablicy T', gdzie n < m, to oczekiwana liczba kolizji z danym = € U wynosi mniej niz 1.

Dowdd. Losujemy h € H. Dla y, z € U niech I, . bedzie zmienng indykatorows zdarzenia h(y) = h(z). Z
uniwersalnosci H mamy
1
Ell, .| =P{,.=1) < po

Niech C, bedzie liczbg elementéw kolidujacych z . C, = Zy 2o oy W takim razie

1
E[C,] =E ZIW < —=

T
yF#w m

Przyklad. Zalézmy, ze U C Z, dla pewnej liczby pierwszej p. Niech
Hpm = {hap: Zp > 2 — ((az +b) mod p) mod m | a € Z3,b € Zy} .

Twierdzimy, ze H, n, jest uniwersalng rodzing funkcji haszujacych.

Dowdd. Ustalamy z,y € Z, takie, ze x # y. Losujemy h,p € Hpm. Niech r = (az + b) mod p, s =
(ay + b) mod p. Oczywiscie r # s. Pokazemy, ze dla ustalonych x,y kazda para (r,s) € Z, x Z, jest
jednakowo prawdopodobna. W tym celu zauwazmy, ze f(a,b) = ((az + b) mod p, (ay + b) mod p) jest
bijekcja pomiedzy Sy = Zj x Zy i Sy = {(r,s) € Z, x Zy : 7 # s}. Jest tak, bo [Si| = [S2] = p(p — 1)
oraz z (r,s) mozna jednoznacznie odtworzyé (a,b). W takim razie

P(hap(z) = hap(y)) =P(r = s mod m).
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gdzie r, s sa losowane jednostajnie z Ss. Szacujemy to drugie prawdopodobieristwo. Dla ustalonego r,
niech S5 = {s € Z, : s # r,s = r mod m}. Widzimy, ze |Ss| < Z=*. Z tego wynika, ze

1
P(r:smodm):ﬂg—.
p—1 "m

Haszowanie doskonale
Ustalamy zbior kluczy S C U, |S| = n. Szukamy h: U — {0,1,...,m — 1} takiego, ze m = O(n) oraz h
jest obliczalna w czasie O(1). Mozemy zalozy¢, ze U = Z,, dla pewnego pierwszego p.
Idea rozwiazania bedzie dwupoziomowe haszowanie uniwersalne:
1. m := n, rozrzucamy S w A[0..n — 1] z mozliwymi kolizjami za pomoca h: U — {0,...,n — 1}.

2

2. Sj:={z € S:h(x)=j},n; = |5, elementy S; haszujemy do tablicy A;[0..m;—1], gdzie m; = nJ.

Wynikows tablica bedzie |J 4;.

Przechodzac do szczegdtow: na poziomie 1 losujemy hqp € Hp m. Ustalamy

h(z) := hgp(x) = ((ax + b) mod p) mod m.

Propozycja. E [E;":_Ol nﬂ < 2n.

Dowad.

m—1 m—1 m—1 m—1 m—1
E ;nﬁ —E Z(nj+2<7;>) —E ;Onj +2E Z(T;J> —n+2E Z@Q

Jj=0 Jj=0 Jj=0

Ta warto$¢ oczekiwana, ktora nam zostala, to taczna liczba wszystkich kolizji. Z lematu o haszowaniu

uniwersalnym
. - n\1 nn-1) n-1
E[liczba kolizji] < — = = )
[liczba kolizji] (2) - o 5

Ostatecznie dostajemy

m—1

-1
E nj2 <n+2nT<2n.

Jj=0

-1 o
Oznaczamy M = 377" " n?. Z nierownosci Markowa mamy

E[M]
P(M >4n) < —— < 1/2.
( n) in /
W takim razie po co najwyzej kilku losowaniach dostaniemy h, ; takie, ze M < 4n.

Na poziomie drugim dla kazdego S; losujemy h’ € Hp,m;- Niech

Ci={{z,y} CS:x#yAh (x)=h(y)}.

Propozycja. P(C; # @) < 1/2.
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Dowdd. 7 lematu o haszowaniu uniwersalnym

Pk (z) = b (y)) < ,i -

w;w‘ =

W takim razie )
s
E[|C;] < <2J>n2 <1/2.

J

7 nieréwnosci Markowa
E[|C]

P(C) # 2) = B(IC;| > 1) < =

<1/2.

Po kilku losowaniach otrzymamy wiec funkcje, ktora nie spowoduje zadnych kolizji.

I1.1.7 ProBLEM DSU

Problem sumowania zbioré6w roztacznych, rozwigzanie drzewowe z kompresja $ciezek, szkic
analizy i wykorzystanie w niej logarytmu iterowanego.

Mamy uniwersum U o n elementach. Rozwazamy pewna rodzing zbioréw rozlacznych F C 2V taka, ze
\UF =U. Zbiory nalezace do F posiadaja swoje identyfikatory. Chcemy efektywnie wykonywaé dowolne
ciagi operacji:

e MakeSet(x) — utworz zbior {z}, zwykle wykonywane na poczatku dla wszystkich elementéow U.
e Union(S;, S;) — polacz zbiory o identyfikatorach S;, S;, to znaczy usun je z F' i dodaj ich sume.
e Find(z) — podaj identyfikator zbioru, do ktérego nalezy element x.

Brutalne rozwiazanie polegaloby na trzymaniu tablicy ID, ktéra kazdemu elementowi U przyporzadko-
wuje identyfikator zbioru, do ktérego obecnie nalezy. Operacje Find dzialaja wtedy w czasie O(1), ale
koszt pojedynczej operacji Union to O(n).

Dalej zaktadamy, ze w ciagu jest m = Q(n) operacji Find oraz co najwyzej n — 1 operacji Union. Koszt
inicjalizacji pomijamy — bedzie wynosit O(n).

Rozwigzanie drzewowe

Kazdy zbidér reprezentujemy za pomoca drzewa. Reprezentantem zbioru jest element w jego korzeniu.
Kazdy element trzyma link do swojego rodzica w drzewie. Operacja Union polega teraz na podpie-
ciu korzenia jednego drzewa do drugiego, zas operacja Find(z) na przebyciu Sciezki w gore drzewa od
wierzchotka x do korzenia.

W pesymistycznym przypadku operacje Union tworza najpierw n-wierzchotkowa Sciezke, a nastepnie
Find pyta m razy o lis¢. To daje pesymistyczna ztozonosé ©(nm). Bedziemy chcieli to jako$ poprawic.

Laczenie wedlug rang

W kazdym wierzchotku trzymamy dodatkowo rank(xz) — poczatkowo ustawione na 0. Operacja Union
bedzie zawsze podpinata korzeri o mniejszej warto$ci rank do tego o wiekszej. W przypadku, gdy sa
réwne taczymy dowolnie, ale nowemu korzeniowi zwiekszamy rank o 1.

Indukcja po kolejnych operacjach Union mozemy pokazaé¢ nastepujace 2 fakty:
Propozycja. Rank korzenia jest zawsze réowny glebokosci jego drzewa.

Propozycja. Drzewo (a nawet poddrzewo), ktorego korzen ma range r posiada co najmniej 2" wierz-
chotkow.

Whiosek. Wszystkie drzewa beda mialty zawsze wysokosé co najwyzej O(logn).
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To pozwala zbié pesymistyczna zlozonosé operacji Find do O(logn). Caltkowita zlozonosé wykonania
calego ciagu operacji wynosi wiec co najwyzej O(mlogn + n).

Kompresja Sciezek

W celu dalszej optymalizacji zauwazmy, ze przy kazdej operacji Find mozemy przestawié¢ wszystkim
odwiedzonym na $ciezce do korzenia wierzchotkom ich wskaznik do rodzica od razu na korzeri. Pozwoli to
w przyszlosci skrocié kolejne przejécia w gore drzewa. Zauwazmy, ze to sprawia, ze pierwsza z propozycji
dotyczacych taczenia wedlug rang juz nie zachodzi, ale druga nadal tak.

W celu analizy zlozonosci po tej poprawce potrzebujemy zdefiniowaé logarytm iterowany.

Definicja. log*n := min {k : log(k) n < 1}, gdzie log(k) n oznacza k-krotne ztozenie funkcji log.
W praktyce log* n < 5, bo log* n > 6 wymaga n > 26536, Bedziemy tez potrzebowali funkcji odwrotnej:

F0) =1,

Twierdzenie (Hopcroft). Pesymistyczny czas dzialania drzewowej implementacji DSU z laczeniem we-
dlug rang i kompresja Sciezek na ciagu sktadajacym sie z m > n operacji Find oraz co najwyzej n — 1
operacji Union wynosi O((m + n)log™ n).

Dowdd.

1. Jesli wezel x jest wlasciwym potomkiem wezla y, to rank(z) < rank(y). Czyli na dowolnej Sciezce
w gore drzewa rangi sa silnie rosnace. Wynika to wprost z tego jak dziala operacja Union oraz
kompresja.

2. W dowolnym momencie liczba weztéw o randze r nie przekracza n/2". Jest tak poniewaz kompresja
nie zmienia rang poszczegblnych weztéw, a wezel o randze r ma swoje poddrzewo rozmiaru co
najmniej 2".

3. Dzielimy wezly na grupy: Gy = {z :log"(rank(z)) = k}. Wtedy grupa Gy, sktada sie z wezlow,
ktorych rangi naleza do zbioru {F(k — 1) +1,..., F(k)}.

4. Jedli Gy, # @, to k < log™ n—1. Jest tak, bo z punktu 2. zadna ranga nie przekracza log n, natomiast

log*(logn) =log* n — 1.

5. |Gx| < n/F(k), gdyz sumujac po wszystkich mozliwych rangach w grupie dostajemy

|G| < n/2Fk=D+L 4 2P R o k=D4 (1 L 1/241/4+..)
= 2. /2P =DF1 — o (k=1) — y /P(E).

6. Analizujemy catkowity koszt wszystkich operacji Find metoda zespolona. Podczas przechodzenia
Sciezka w gore drzewa ksiegujemy koszt przegladu wezta na 2 sposoby:

e Jesli x to korzeni lub up(z) to korzeri lub x nalezy do innej grupy niz up(x), to koszt przypisu-
jemy danej operacji Find. W ten sposob przypiszemy jej koszt co najwyzej log™ n+ 1. Lacznie
przypiszemy wiec koszt O(mlog” n).

e W przeciwnym wypadku ksiegujemy koszt w wezle.

7. W calym ciagu operacji Find taczny koszt przypisany weztowi x nie przekracza F(k) — F(k — 1),
gdzie k = log”(rank(x)). Bedzie tak, bo przy kazdym przejsciu przez x ranga jego rodzica sie
zwieksza. To oznacza, ze po co najwyzej tylu odwiedzeniach jego rodzic bedzie juz musial by¢ z
innej grupy.

8. Dla ustalonego k taczny koszt przypisany wierzchotkom z grupy Gy wynosi
|Gi|- (F(k) = F(k = 1)) < |Gi| - F(k) < n.

Lacznie przypiszemy wiec koszt O(nlog” n).
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O

Okazuje sie, ze amortyzowany koszt operacji Find w takiej realizacji nie jest staly, ale istnieje jeszcze
lepsze ograniczenie gorne niz logarytm iterowany. Definiujemy funkcje Ackermanna

9, i=1
A, ) = A(i - 1,2), i>2j=1.
A(Z_17A(Z7.7_1))7 27]22

Przez a(m, n) oznaczamy funkcje odwrotng do funkeji Ackermanna. Dla praktycznych wartosci m, n jest
a(m,n) < 4. Okazuje sie, kosz m operacji Find i Union mozna oszacowaé przez O(ma(m,n)).
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I1.2 Algorytmy i Struktury Danych 1

11.2.1 Kopy HUFFMANNA

Kody Huffmana, ztozono$¢ algorytmu, wtasnosci problemu uzasadniajace poprawnos$¢ metody
zachtannej.

Mamy zadany alfabet C wraz z czestotliwoscia wystepowania kazdego znaku p : C — [0,1]. Chcemy
tak zakodowaé znaki z C' za pomoca 0 i 1, zeby warto$¢ oczekiwana dtugosci zakodowanego ciagu byta
jak najmniejsza. Aby dekodowanie znakow byto tatwe chcemy, aby otrzymany kod byt prefiksowy — kod
zadnego znaku nie jest prefiksem kodu innego znaku.

Taki kod mozna reprezentowaé pelnym drzewem binarnym, w ktérym liscie oznaczajg znaki, a $ciezka
od korzenia do licia definiuje kod odpowiedniego znaku (przejcie w prawo oznacza 1, w lewo 0). Majac
takie drzewo jesteSmy w stanie tatwo odkodowaé ciag znakdéw: zaczynamy w korzeniu, idziemy kolej-
nymi krawedziami zgodnie z kodowaniem, w momencie dotarcia do licia poznajemy znak, ktory wtasnie
zdekodowalismy, wiec mozemy cofnaé sie do korzenia i kontynuowac.

Chcemy znalezé¢ takie drzewo kodowania T', ktére minimalizuje oczekiwang dlugosé zakodowanego ciagu
znakoéw. Inaczej mowiac, cheemy, aby oczekiwana dtugosé kodu ), .~ p(a) |T (a)| byla minimalna.

Robimy to w nastepujacy sposob:

1. Umieszczamy wszystkie znaki (wezly drzewa bedace lisémi) w kolejce priorytetowej @ (gdzie prio-
rytetem jest prawdopodobieristwo).

2. Dopoki w @ sa co najmniej dwa wezty, Sciagamy z ) dwa wezly x i y o najmniejszym priorytecie,
tworzymy nowy wezel z o dzieciach z, y i priorytecie bedacym suma priorytetéw x i y. Umieszczamy
z na Q.

W ten sposdb powstaje drzewo T' (ukorzenione w ostatnim wezle, ktory zostanie na @). Caly algorytm ma
ztozonosé O (|C|log |C|) (pojedyncza operacja na kolejce priorytetowej zaimplementowanej za pomoca
kopca ma zlozonosé¢ logarytmiczna).

Niech T bedzie pewnym optymalnym drzewem dla C. Niech z,y € C beda znakami o najmniejsze]
czestotliwosci. Teraz:

1. W T” istnieja dwa najglebiej polozone liscie a,b bedace swoim rodzenistwem (idziemy najdiuzsza
Sciezka z korzenia do wezla, ktorego dzieci sa lisémi — te liscie to a i b). Zamieniajac miejscami
a,bz z,y w tym drzewie dostajemy drzewo z nie mniejsza oczekiwana dlugoscia kodu. Zatem to
drzewo tez jest optymalne i mozemy zalozy¢, ze w T’ liscie x 1 y sg rodzenstwem.

2. Niech T" bedzie drzewem otrzymanym z T’ przez zastapienie x,y i ich rodzica przez lis¢ z o
prawdopodobienstwie bedacym sumg prawdopodobieristw x i y. T jest optymalnym drzewem dla
C' = C\{z,y} U{z}, bo gdyby istnialo lepsze drzewo T”, to dawaloby ono lepsze od T" drzewo
dla C.

Pierwsza z tych wlasnosci nazywamy wtasnoscia zachtannego wyboru, a druga wlasnoscia optymalne;j
podstruktury. Za ich pomoca mozemy udowodnié¢, ze T jest optymalne. Robimy to indukcjg po |C|. Baza
|C| = 2 jest oczywista. Zalozmy |C| > 2. Z (1) wiemy, ze istnieje optymalne drzewo T”, ktore laczy x
z y (tak samo jak T). Z T i T’ konstruujemy drzewa T i T’ dla alfabetu C \{z,y} U{z} jak w (2). Z
zalozenia indukcyjnego T jest optymalne, a z (2) T jest optymalne. Zatem oczekiwane dlugosci kodu
dla nich sa takie same, czyli oczekiwane dlugosci kodu dla T i T” tez sa takie same.

Generalnie kazdy dowod poprawnosci algorytmu zachlannego przebiega w taki sposob: podejmujemy
jakas lokalng decyzje i pokazujemy, ze istnieje rozwiazanie optymalne, ktére podejmuje te sama decy-
zje (zachtanny wybér), a nastepnie pokazujemy, ze optymalne rozwiazanie otrzymanego w ten sposob
podproblemu daje optymalne rozwiazanie poczatkowego problemu (optymalna podstruktura).
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I1.2.2 NAJDLUZSZY WSPOLNY PODCIAG

Znajdowanie najdluzszego wspolnego podciggu metoda programowania dynamicznego i
optymalizacja pamieci algorytmem Hirschberga.

Niech X = (z1,...,2,) 1Y = (y1,...,Ym) beda dwoma ciagami (nad dowolnym alfabetem). Chcemy
znalezé ich najdtuzszy wspoélny podciag (Longest Common Subsequence, LCS) — najdluzszy taki ciag
Z = (20,...,2k), 26 2; = Tf(;) 1 2i = Yg(;) dla pewnych Scisle rosnacych funkeji f, g.

Zastosujemy algorytm dynamiczny. Niech X; = (z1,...,2;) 1 Y; = (y1,...,%i). Wyznaczymy c (4, )
bedace dtugoscig LCSu X; i Y;. Zachodzi

0, i=0lubj=0
c(t,j)=<cli—1,7—1)+1, 1,J > 0,2, =y, .
max(c(i,j— 1)76(2_173))7 Za] >0axi #y]

Niech Z = (#1,..., z;) bedzie LCSem X, i Y;. Jesli x; = y; 1 2z, # x;, to Z mozna wydluzy¢ o element
x; = yj, co daje lepsze rozwigzanie — sprzecznos¢. Zatem z, = x; = y;. Z bez ostatniego elementu jest
wspolnym podciggiem X;_; i Y;_1, wiec jest najdtuzszym takim podciagiem. Jesli x; # y;, to zi # 2; i
Z jest LCSem X;_1 1Y lub 2z, # y; i Z jest LCSem X; i Y;_. Zatem przedstawiony wzor jest poprawny.

Mozemy wiec wyznaczy¢ wartosé ¢ dla wszystkich nm mozliwych argumentow. Szukana dlugosé LCSu
X, 1Y, to ¢(n,m). Aby odtworzy¢ taki podciag mozemy podczas wyznaczania c (i, j) zapamietac, ktora
ztrzech opcjic(i — 1,5 — 1)+ 1,¢(i — 1,7),c (4,5 — 1) wybraliémy. Teraz mozemy odzyska¢ rozwiazanie:
zaczynamy w stanie (n,m) i cofamy sie do stanu (n — 1,m — 1), (n — 1,m) lub (n,m — 1) zaleznie od
tego, ktora opcje wybral algorytm dynamiczny. Jesli wybral (n — 1, m — 1), to dopisujemy odpowiednia
litere do rozwiazania. Kontynuujemy w ten sposob az dojdziemy do ¢ = 0 lub j = 0.

Przedstawiony algorytm ma zlozonosé czasows O (nm) i pamieciowa © (nm). Jesli nie potrzebujemy
odtwarzaé rozwiazania, to mozemy zmodyfikowac ten algorytm do zlozonosci pamieciowej © (min (n,m)):
zauwazmy, ze wyliczajac c(¢,j) potrzebujemy pamietaé¢ tylko c (i —1,7), ¢(i,5 —1) i c(i—1,5—1).
Zatem mozemy po kolei rozwazaé wszystkie k = 0,...,n + m i dla ustalonego k£ wyznacza¢ rozwiazania
dla i, j takich, ze i + j = k za pomocg rozwiazan dla 4, j takich, ze i+j=k—1lubi+j =k — 2. To
pozwala nam pamietaé tylko liniowo wiele wartosci w dany momencie.

Aby odtworzy¢ rozwiazanie w czasie © (nm) i pamieci O (min (n + m)) stosujemy algorytm Hirschberga.
Zauwazmy, ze dla kazdego LCSa X 1Y istnieje takie k, ze ten LCS jest konkatenacja pewnego LCSa X =
(xl, e ,LUL%J) iYr = (y1,...,yx) oraz pewnego LCSa X' = (xL%JH’ e ,xn) 1Y, = (Ykt1, -+, Ym)-
Mozemy zastosowaé opisany przedtem algorytm i znalezé diugosé a; LSCa X i Y; = (y1,...,y;) dla
kazdego j = 1,...,m (stosujemy poprzedni algorytm tylko raz, ale zapamietujemy wszystkie wartosci
c (L%J ,j)7 co doktada nam tylko liniowa ilo§¢ pamieci). Podobnie znajdujemy dlugosé 5; LSCa X' i
Y/ = (Yj+1,---,ym) dla kazdego j = 1,...,m. k jest tym indeksem, ktory maksymalizuje aj + . Zatem

jestedmy w stanie znalez¢ go w czasie liniowym. Nastepnie wywolujemy si¢ rekurencyjnie na ciggach Xi
Y, oraz X' 1Y} Bazg algorytmu sg krotkie ciagi, dla ktorych mozemy normalnie odtworzyé rozwigzanie.

Ztozonos¢ czasowa zadana jest rownaniem rekurencyjnym T (n,m) = T (g,k) +T (%,m - k) + nm.
Latwo pokaza¢ indukcyjnie, ze T (n,m) < 2nm. W kazdym wywolaniu rekurencyjnym mozemy wykonaé
obliczenia, zwolnié¢ pamie¢, a dopiero potem wywotaé sie rekurencyjnie. Zatem calo$ciowo nie zuzyjemy
wiecej pamieci, niz w jednym wywotaniu rekurencyjnym, co daje odpowiednig ztozonosé.

11.2.3 DrRZEwA AVL

Technika rotacji i jej uzycie w algorytmach drzew zréwnowazonych AVL.

Definicja. Niech U bedzie zbiorem elementéw, na ktorym zadany jest pewien liniowy porzadek. Drze-
wem BST (Binary Search Tree) nazywamy drzewo binarne, w ktorym wezly utozsamiamy z elementami
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U i dla dowolnych weztéow z,y jesli z jest w lewym poddrzewie y, to x < y oraz jesli x jest w prawym
poddrzewie y, to x > y.

Definicja. Drzewem AVL (Adelson-Velsky, Landis) nazywamy drzewo BST, w ktorym dla kazdego we-
zta v wysoko$¢ poddrzew o korzeniach left(v) i right(v) rozni si¢ o co najwyzej 1. Roznice b(v) =
h (right (v)) — h (left (v)) nazywamy wspotczynnikiem zréwnowazenia (balansem).

Twierdzenie. Wysokos¢ drzewa AVL o n wezlach nie przekracza © (logn).

Dowdd. Jesli drzewo binarne ma n weztow, to ma n + 1 lisci zewnetrznych (pustych wskaznikow w
weztach). Niech N (h) oznacza najmniejsza mozliwg liczbe lisci zewnetrznych w drzewie AVL o wysokosci
h. Mamy N(0) =2, N(1) =3 oraz N(h) = N(h—1)+ N(h —2), bo minimalne drzewo AVL o wysokosci
h powstaje przez dotaczenie do korzenia dwoch minimalnych drzew o wysokosciach h — 11 h — 2. Zatem

k—2
N(h) = F(h+3), gdzie F(i) jest i-ta liczbg Fibonacciego. Ze wzoru Bineta F'(k) > (1+T\/5> (mozna tez

h+1
tego dowodzi¢ indukcyjnie). W drzewie AVL o n weztach i wysokosci h mamy n+1 > N (h) > (HT\/E) ,
czyli h < O (logn). O

Drzewa BFS istnieja po to, zeby implementowaé za ich pomoca stowniki, czyli struktury danych, w
ktorych mozemy trzymacé elementy U i wykonywaé operacje wyszukania, wstawienia i usuniecia. Wy-
szukiwanie polega na przechodzeniu od korzenia w dét drzewa w kierunku wynikajacym z warunku z
definicji drzewa BST. Wstawianie wyglada tak samo — wyszukujemy element i jesli nie istnieje, to umiesz-
czamy nowy wezel z tym elementem w miejscu, gdzie powinien byé. Usuwanie jest troche trudniejsze —
znajdujemy element, jesli ma co najwyzej jedno dziecko, to usuwamy go i zastepujemy go w strukturze
drzewa tym dzieckiem. Jesli ma dwdjke dzieci, to patrzymy do jego prawego poddrzewa i znajdujemy tam
najbardziej lewy wezel (czyli idziemy raz w prawo a potem tylko w lewo). Ten najbardziej lewy wezel
mozemy tatwo usuna¢ (bo nie ma lewego dziecka) i wstawié¢ go na miejsce usuwanego wezta — warunek
BST dalej jest zachowany.

Wszystkie te operacje dzialaja w czasie liniowym od wysokosci drzewa, czyli np. dla drzew AVL sa
szybkie. Mogg one jednak zmienia¢ wysoko$é drzewa i narusza¢ zbalansowanie weztéw. Aby wynikowe
drzewo pozostalo drzewem AVL, musimy naprawi¢ ewentualne niezbalansowania powstale w wyniku
takich operacji. Zauwazmy, ze takie niezbalansowania pojawiaja sie tylko na $ciezce od korzenia do
dodawanego (usuwanego) wezla i dla niezbalansowanego wezta v zachodzi |b(v)| = 2. Niech v bedzie
najnizszym niezbalansowanym wezlem (niezbalansowania poprawiamy iteracyjnie od dotu). Jesli z jest
dzieckiem v o wyzszym poddrzewie a y o nizszym, to niezbalansowanie mogto powsta¢ w wyniku dodania
wezta do poddrzewa x tak, ze jego wysokosé wzrosta lub w wyniku usuniecia wezta z poddrzewa y tak,
ze jego wysokosé spadla. Przywracamy balans za pomoca tak zwanych rotacji.

Jesli  jest prawym dzieckiem v i b(x) > 0, to stosujemy rotacje w lewo wzgledem v: v staje sie lewym
dzieckiem x, a lewe dziecko x zostaje prawym dzieckiem v (patrz Rysunek 6). Jesli x jest lewym dzieckiem
vib(z) <0, to stosujemy analogiczng rotacje w prawo wzgledem v: v staje sie prawym dzieckiem x, a
prawe dziecko x zostaje lewym dzieckiem v.

Rysunek 6: Przyktad lewej rotacji.
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Jesli ¢ jest prawym dzieckiem v i b(z) < 0, to stosujemy prawa rotacje wzgledem x a nastepnie lewa
rotacje wzgledem v. Jesli x jest lewym dzieckiem v i b(z) > 0, to stosujemy lewa rotacje wzgledem x a
nastepnie prawg rotacje wzgledem v. Rysunki do tego mozna zobaczy¢ na Wikipedii.

I1.2.4 NAJKROTSZE SCIEZKI

Algorytm Warshalla-Floyda oraz algorytm Johnsona do znajdowania najkrotszych $ciezek dla
wszystkich par wierzchotkéow grafu.

Niech G bedzie skierowanym grafem z wagami na krawedziach. Niech n bedzie jego liczba wierzcholtkéw, a
m liczbg krawedzi. Naszym celem jest znalezienie najkrotszej (w sensie sumy wag) $ciezki miedzy dwoma
wierzchotkami w G (lub miedzy wszystkimi parami wierzchotkéow). Catkiem zdrowym zalozeniem jest w
takiej sytuacji, ze nasz graf nie ma ujemnych cykli — jesli taki cykl istnieje, to mozna nim przechodzié¢
dowolnie wiele razy, osiaggajac dowolnie krotkie Sciezki.

Algorytm Warshalla-Floyda wyznacza odlegltosci miedzy kazda para wierzchotkow grafu przy zatoze-
niu, ze w grafie nie ma ujemnego cyklu. Robi to w czasie O (n3) i stosuje podejscie dynamiczne. Niech
naszym zbiorem wierzchotkow bedzie {1,...,n}. Przez d® (i,) oznaczamy dlugos¢ najkrotszej sciezki
z i do j, w ktorej jako wierzchotki posredni wystepuja tylko wierzcholki ze zbioru {1,...,k}. Mamy
d© (i,§) = w(i,7) (waga krawedzi lub +-0c0 w przypadku jej braku). Zachodzi

d® (i, j) = min (a*D (i, 5) ,d® D i, k) +d* D (k)

bo jesli rozwazana najkrotsza Sciezka nie zawiera k, to jej dlugosé to d—1 (,7), a jesli zawiera k, to
nie dwa razy (przejscie z k do k musi mieé¢ nieujemna wage, bo inaczej mamy ujemny cykl), zatem
mozna ja podzieli¢ na czes¢ idaca do k i z k. Wyznaczajac odpowiednie wartosci kolejno dla k =0,...,n
dostajemy wszystkie szukane odlegtosci. Dodatkowo mozemy tatwo konstruowaé¢ odpowiednie Sciezki —
gdy wyliczamy d(*) (i,j) mozemy stwierdzi¢, jaka jest ostatnia krawedz na $ciezce $wiadczacej o tej
wartodci (zakladajac, ze mamy odpowiednie krawedzi wyznaczone dla k — 1). To ostatecznie pozwala
nam odtworzy¢ wynik.

Algorytm Bellmana-Forda wyznacza odlegtosé z ustalonego wierzchotka v do wszystkich innych wierz-
chotkow grafu przy zalozeniu, ze w grafie nie ma ujemnego cyklu (osiagalnego z v). Robi to w czasie
O (nm) i dziala w nastepujacy sposob:
Vuzo d (1) < 400
d(v) <0
fori=1,...,ndo
for (r,s) € E(G) do
if d(r) +w(r,s) <d(s) then
d(s) < d(r)+w(rs)
end if
end for
end for

Po pierwszym wykonaniu zewnetrznej petli d (u) bedzie dlugoscia najkrotszej sciezki dlugosci 1 od v
do u. Po drugim bedzie to dtugos¢ najkrotszej $ciezki dlugosci 2 i tak dalej. Nie ma ujemnych cykli,
wiec kazda najkrotsza Sciezka ma dlugosé co najwyzej n i ostatecznie algorytm zwrdci poprawny wynik.
Zauwazmy, ze za pomocs, tego algorytmu mozna wykrywaé, czy w grafie istnieje ujemny cykl — mozemy
wykonaé algorytm Bellmana-Forda a nastepnie wykonaé jeszcze jedno przejscie zewnetrznej petli. Jesli
poprawni ono jaki$ wynik, to w grafie istnieje osiagalny z v ujemny cykl (a jak nie poprawi, to taki cykl
nie istnieje). Zatem aby znalez¢ ujemny cykl w grafie mozemy doda¢ do G sztuczne zrodlo s, ktore ma
wychodzaca krawedz wagi 0 do kazdego wierzcholka i sprawdzié, czy istnieje ujemny cykl osiagalny z s.

Algorytm Dijkstry wyznacza odleglosé z ustalonego wierzcholka v do wszystkich innych wierzchotkow
grafu przy zalozeniu, ze wagi sa nieujemne. Zaczyna on od zainicjalizowania ) bedacego kolejka priory-
tetowa, na ktorej priorytetem wierzchotka u jest wartosé d (u) (obliczona odlegloéé z v). Nastepnie dziata
w nastepujacy sposob:
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for all u € V (G) do
Q.insert(u)
end for
Vuzo d(0) < 400
d()«0
while ! Q.empty() do
u < @Q.pop_min()
for all (u,w) € E(G) do
if d(u) +w(u,w) <d(w)t
d(w) «+ d(u) + w (u,w)
end if
end for
end while

hen

Poprawnosé¢ algorytmu wynika z faktu (dowodzonego indukcyjnie), ze w momencie $ciagania u z ) war-
tos¢ d (u) jest poprawna (jesli co$ Sciagamy, to nic na kolejce nie ma mniejszej odleglodci, wiec nic nie
poprawi $cigganej odlegtosci, bo wagi sg nieujemne). Zakladamy, ze trzymamy krawedzie grafu w listach
sasiedztwa i mozemy po prostu przeiterowac si¢ po krawedziach w wewnetrznej petli. Jesli @ jest zwykla
lista, to znajdowanie minimum dziala w czasie liniowym i ztozonos¢ to © (n2 + m) Mozemy implemento-
waé @) jako kopiec: znajdowanie minimum i $ciaganie go z kopca w czasie O (logn), w momencie zmiany
wartodci d (w) zmiana pozycji wierzchotka w w kopcu w czasie © (logn) (w tym celu pamietamy po-
zycje kazdego wierzchotka w kopcu), co razem daje O ((n + m)logn). Mozna jeszcze zastosowaé kopiec
Fibonacciego, ktory pozwoli nam zaimplementowaé operacje zmniejszenia priorytetu w amortyzowanym
czasie stalym, co da ostateczna ztozonos¢ © (nlogn + m).

Algorytm Johnsona wyznacza odleglos¢ miedzy kazda para wierzchotkow grafu przy zalozeniu, ze w
grafie nie ma ujemnego cyklu (osiggalnego z v). Robi to w czasie O (nmlogn), czyli dla grafow rzadkich
jest szybszy od Warshalla-Floyda. Dziata on w nastepujacy sposob:

1. Wykonujemy algorytm Bellmana-Forda na znajdowanie ujemnego cyklu, czyli tworzymy Zrodto
s 1 puszczamy z niego ten algorytm, wyznaczajac odlegtosé S (u) kazdego wierzcholka u z s. Dla
kazdej krawedzi (u, w) definiujemy nowa wage tej krawedzi jako w’ (u, w) = w (u, w)+.S (u) — S (w).
Mamy w’ (u,w) > 0 z nieréwnosci trojkata, bo S (w) < S (u) + w (u, w). Jednoczesnie suma wag
na dowolnej $ciezce od vg do vy zmienita sie o te sama wartosé S (vg) — S (vx), czyli doktadnie te
same §Sciezki sg najkrotsze.

2. Wykonujemy algorytm Dijkstry na nowych wagach n razy z kazdym wierzchotkiem jako poczatko-
wym.

3. Na podstawie wynikéw dla zmienionych, nieujemnych wag odzyskujemy wyniki dla oryginalnych
wag.

Mozna jeszcze dodaé, ze kazdy z przedstawionych algorytméw pozwala tatwo odtworzyé rozwiazanie, bo
przy kazdej zmianie pamietanej odleglosci jestedmy w stanie zapamietywaé, jaka jest ostatnia krawedz
$ciezki, ktora swiadczy o tej zmianie.

11.2.5 MINIMALNE DRZEWA ROZPINAJACE

Minimalne drzewa rozpinajace w grafie, algorytmy Jarnika-Prima oraz Kruskala, uzasadnienie
poprawnosci, analiza zlozono$ci.

Niech G = (V, E) bedzie nieskierowanym (|V| = n i |E| = m), spojnym grafem z nieujemnymi wagami na
krawedziach. Chcemy znalezé jego minimalne drzewo rozpinajace (Minimal Spanning Tree, MST), czyli
taki podzbior krawedzi £ C E, ze T = (V, E') jest drzewem i ) _p w (e) jest najmniejsze mozliwe.

Algorytm Jarnika-Prima jest zachlannym algorytmem znajdujacym MST. Konstruuje on MST itera-
cyjnie wierzchotek po wierzchotku i dziata w nastepujacy sposob:

1. Zaczynamy od drzewa sktadajacego sie z jednego (dowolnego) wierzchotka v.
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2. Tworzymy kolejke priorytetowa, na ktorej sa wierzchotki V' \ {v}. Priorytetem jest minimalna
wazona odleglosé wierzchotka od aktualnego MST (zaczynamy od 0 dla v i 400 dla pozostalych).

3. Dopoki w drzewie nie ma wszystkich wierzchotkow, Sciagamy wierzchotek z kolejki priorytetowej i
dodajemy go do MST wraz z krawedzia realizujaca najmniejsza odlegtos¢ od MST (ten wierzcho-
tek na pewno jest polaczony krawedziag z MST, bo inaczej wierzcholki na Sciezce z niego do MST
mialyby mniejsza odleglosé). Nastepnie aktualizujemy priorytety wierzchotkéw uwzgledniajac kra-
wedzie wychodzace z wlasnie dodanego wierzcholtka.

Taki algorytm dziata w czasie © ((n 4+ m)logn) jesli kolejka priorytetowa jest kopcem i © (nlogn + m)
jesli kolejka jest kopcem Fibonacciego.

Poprawnosci algorytmu dowodzimy indukcyjnie. Niech G; bedzie skonstruowanym przez nas drzewem
po i-tym kroku (sktadajacym sie z i wierzchotkoéw). Pokazemy, Ze istnieje optymalne drzewo Y; dla
calego grafu zawierajace w sobie GG;. Na poczatku G jest jednym wierzchotkiem, ktory jest zawarty w
kazdym drzewie rozpinajacym. Niech G;_; bedzie zawarte w Y;_;. Konstruujac G; znajdujemy krawedz
e taczaca wierzchotek v nalezacy do G;_1 z u nienalezacym do G;_1. Jesli Y;_1 nie zawiera e, to zawiera
pewna $ciezke laczaca v z u. Ta $ciezka musi zawiera¢ pewna krawedZ f laczaca wierzchotek G;_1 z
wierzchotkiem poza G;_;. Mamy w (f) > w (e) z wyboru e. Zatem $ciezke laczaca v z u w Y;_1 mozna
zastapi¢ krawedzia e nie zwiekszajac sumy wag w drzewie. Z tego wynika, ze istnieje MST Y; zawierajace
e, co koniczy dowdd.

Algorytm Kruskala réwniez znajduje MST. Robi to iteracyjnie, krawedz po krawedzi i dziata w naste-
pujacy sposob:

1. Zaczynamy od inicjalizacji struktury DSU (Disjoint Set Union) na wierzchotkach G: kazdy wierz-
cholek jest w swoim osobnym zbiorze.

2. Sortujemy krawedzie po ich wagach.

3. Przechodzimy krawedzie w kolejnosci rosnacych wag. Jesli aktualna krawedz laczy wierzchotki z
roznych zbioréw, to taczymy je i dodajemy krawedz do MST.

Poprawnosci algorytmu dowodzimy identyczng technika jak w algorytmie Jarnika-Prima. Strukture DSU
implementujemy mniej wiecej tak: na kazdym roztacznym zbiorze utrzymujemy strukture drzewa. Pamie-
tamy korzen drzewa i rozmiar drzewa, a dla kazdego wezlta drzewa pamietamy jego rodzica (dla korzenia
jest to on sam). Aby sprawdzié¢, czy elementy sa w tym samym zbiorze idziemy odnosnikami do rodzicow
az do korzeni i sprawdzamy, czy wyszly nam te same korzenie. Aby potaczy¢ dwa zbiory sprawdzamy,
ktory jest mniejszy i ustawiamy korzen wiekszego zbioru jako rodzica korzenia mniejszego zbioru. W ten
sposob nasze drzewa beda mialy glebokos$é co najwyzej logarytmiczng od liczby elementéw w strukturze
DSU. Zatem operacje na DSU beda dzialaly w czasie O (logn). Caly algorytm Kruskala ma wiec zto-
zono$¢ O (mlogm + mlogn) = O (mlogn). Mozemy zaimplementowa¢ DSU lepiej i zapewnié¢ ztozonosé
operacji O (log" n) lub nawet O («(n)) (gdzie a jest odwrotng funkcja Ackermanna), ale nie zmienia to
ostatecznej zlozonosci algorytmu.

11.2.6 PRZEPLYWY

Algorytm Edmondsa-Karpa znajdowania minimalnego przeptywu z wykorzystaniem metody
BF'S i szkic analizy jego ztozonosci.

Pojecie przeptywu jest zdefiniowane przy odpowiednim pytaniu z Matematyki Dyskretnej. Tam réwniez
udowodnili§my twierdzenie Forda-Fulkersona: przepltyw w sieci przeptywowej jest maksymalny wtedy i
tylko wtedy, gdy nie istnieje dla niego $ciezka powiekszajaca. To twierdzenie daje nam metode wyznacza-
nia maksymalnego przeplywu znana jako metoda Forda-Fulkersona: znajdujemy Sciezke powiekszajaca
od Zrodla s do ujscia t, wyznaczamy, ile przepltywu moze przez nig przeptynaé, a nastepnie aktualizujemy
przeptyw zgodnie z ta wartoscia.

Znajdowanie Sciezki mozemy zaimplementowaé za pomoca dowolnego przeszukiwania grafu: wystarczy
rozwazy¢ ,graf rezydualny” w ktorym istnieja te krawedzie, po ktorych da sie przesunaé¢ dodatkowy prze-
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plyw w aktualnym przeplywie (czyli nienasycone krawedzie sieci przeptywowej i krawedzie odwrotne do
tych, ktore maja niezerowa warto$¢ w przeplywie). Ten graf jest wazony, waga krawedzi oznacza, ile prze-
plywu mozna przez nia pusci¢ (czyli pusci¢ wiecej przepltywu lub cofnaé przepltyw w sieci przeptywowej).

Zakladajac, ze przeplyw ma wartosci catkowitoliczbowe wykonamy co najwyzej | f| wyszukiwan Sciezek
powiekszajacych, gdzie |f| jest wartoscia maksymalnego przeptywu (bo kazda taka Sciezka zwicksza
warto$¢ przeplywu o co najmniej 1). Daje nam to ztozonosé O (|f|(n+m)) = O(|f|m), co moze by¢
bardzo duze (w szczegolnosci nie wielomianowe).

Okazuje sie, ze jesli bedziemy wyszukiwaé Sciezki powigkszajace metoda BFS (czyli zawsze znajdowaé naj-
krotsze Sciezki powiekszajace), to dostaniemy wielomianowy algorytm znany jako algorytm Edmondsa-
Karpa.

Krawedz krytyczna na Sciezce powiekszajacej to krawedz, ktoéra swiadczy o dodatkowym przeplywie, jaki
mozna pusci¢ przez sieé przepltywowa (czyli jej waga jest rowna minimum wag na tej Sciezce powieksza-
jacej). Krawedz krytyczna dla danej Sciezki jest wysycana podczas zwickszania przeptywu. Kazda sciezka
powiekszajaca posiada co najmniej jedng krawedz krytyczna.

Pokazemy, ze podczas wykonywania algorytmu Edmondsa-Karpa kazda z 2m krawedzi w grafie rezy-

dualnym moze by¢ krawedzig krytyczng co najwyzej § razy. Zatem wykonamy co najwyzej O (nm)

wyszukiwan Sciezek powiekszajacych, co da nam catkowita ztozonosé¢ O (an)

Propozycja. Odleglosci wierzchotkéw od Zrédta s w grafie rezydualnym nie maleja w trakcie wykony-

algorytmu.

Dowdd. Przez d (v)id (v) oznaczamy odlegtosé v od s w grafie rezydualnym przed i po pewnym zwieksze-
niu przeplywu, odpowiednio. Te grafy rezydualne oznaczamy G i G’f, odpowiednio. Zal6zmy nie wprost,
ze dla pewnego v zachodzi d’ (v) < d(v). Dodatkowo zalézmy, ze wartos¢ d’ (v) jest minimalna, czyli dla
wierzchotkéw bedacych blizej s taka nieréwnosé nie zachodzi. Rozwazmy najkrotsza Sciezke od s do v w
G';. Niech u bedzie poprzednikiem v na niej. Wtedy (u,v) nalezy do G’ i zachodzi d' (v) = d' (u) + 1.
Wobec minimalnosci d’' (v) mamy d’ (u) > d (u).

Jesli (u, v) nalezy do Gy, to z nieréwnosci trojkata mamy d (v) < d (u)+1. Zatem d (v) < d' (u)+1 = d' (v),
co jest sprzeczne z d (v) > d' (v).

Jesli (w,v) nie nalezy do Gy, ale nalezy do G’f, to nasz algorytm musiat znalezé w Gy $ciezke po-
wiekszajaca zawierajaca (v,u). Z minimalnosci tej $ciezki mamy d(u) = d(v) + 1, co daje nam
d(v)=d(u)—1<d (u)—1=d (v) — 2. To rowniez jest sprzecznosc. O

Ustalmy krawedz (u,v). Jesli jest ona krytyczna na Sciezce powiekszajacej, to w grafie rezydualnym
zachodzi d (v) = d (u) + 1. Zwiekszajac przeplyw wysycamy te krawedz. Aby ponownie mogta sie ona staé¢
krytyczng musimy najpierw zwiekszyé przepltyw za pomoca pewnej $ciezki powiekszajacej zawierajacej
(v,u). W momencie takiego zwiekszenia musi byé¢ d' (u) = d' (v) +1 = d(v) + 1 = d(u) + 2. Zatem
odlegtos¢ od s do u wzrosta co najmniej o 2. Dtugosé dowolnej $ciezki od s do u wynosi co najwyzej n,

wiec (u,v) moze by¢ krawedzig krytyczna co najwyzej § razy. To koniczy dowod.

I1.2.7 SKOJARZENIA

Algorytm Hopcrofta-Karpa znajdowania najliczniejszego skojarzenia w grafie dwudzielnym i
jego zlozonosé (bez analizy).

Niech G = (AU B, FE) bedzie grafem dwudzielnym. Chcemy znalezé w nim skojarzenie maksymalne —
najliczniejszy mozliwy zbioér krawedzi taki, ze w zadnych dwéch nie powtarzaja sie wierzchotki. Mozemy
tatwo sprowadzié¢ ten problem do przeptywu. Orientujemy krawedzie od A do B i nadajemy im wage 1.
Dodajemy do G zrédio s i ujscie . Dodajemy krawedzie od s do kazdego wierzchotka A i od kazdego
wierzchotka B do t. Te krawedzie rowniez maja wage 1. Latwo zauwazy¢, ze maksymalny przeplyw w
takiej sieci sktada sie z wyboru wierzchotkow z A, wyboru wierzchotkéw z B i ich sparowania za pomoca
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krawedzi z E, czyli jest dokladnie skojarzeniem. Algorytm Forda-Fulkersona dziala w czasie O (| f|m).
W tym zastosowaniu jest |f| < n, wigc mamy ztozonosé O (nm).

Istnieje lepszy algorytm, zwany algorytmem Hopcrofta-Karpa. Dziata on w czasie O (my/n).

Niech M bedzie pewnym skojarzeniem w G. Wolnymi wierzchotkami nazywamy wierzchotki nienalezace
do M. Sciezka powiekszajaca nazywamy S$ciezke, ktora zaczyna sie w wolnym wierzchotku, idzie na
zmiane krawedziami spoza M i z M i koiiczy sie w wolnym wierzchotku. Latwo zauwazy¢, ze taka
$ciezka odpowiada dokladnie pojeciu Sciezki powiekszajacej w zdefiniowanej przedtem sieci przeptywowe;.
Zwiekszenie przeplywu przez te Sciezke to w jezyku skojarzen zastapienie M przez roznice symetryczng
M i tej Sciezki. Z twierdzenia Forda-Fulkersona skojarzenie nie jest maksymalne dokladnie wtedy, gdy
istnieja dla niego jakies $ciezki powiekszajace.

Idea algorytmu Hopcrofta-Karpa jest znajdowanie wielu roztacznych $ciezek powiekszajacych jednocze-
$nie i rozszerzanie pewnego skojarzenia M. Robimy to w nastepujacy sposob:

1. Niech U C A bedzie zbiorem wszystkich wolnych wierzchotkéw w A. Za pomoca algorytmu BFS
tworzymy warstwowanie naszego grafu. Zaczynamy BFSa z wierzchotkow U (zerowa warstwa), prze-
chodzimy do ich sasiadow (pierwsza warstwa) i tak dalej. Robimy to w taki sposob, Ze na zmiane
chodzimy krawedziami nieskojarzonymi i skojarzonymi, czyli z wierzchotkoéw z A wychodzimy kra-
wedziami nieskojarzonymi, a z wierzchotkéw z B wychodzimy krawedziami skojarzonymi.

2. Koriczymy BFSa na pierwszej warstwie k takiej, ze jest w niej co najmniej jeden wolny wierzchotek z
B. Oznaczmy zbior takich wierzchotkéw przez V. Sa one koricami pewnych Sciezek powickszajacych.

3. Za pomoca algorytmu DFS znajdujemy maksymalny (na zawieranie) zbior roztacznych $Sciezek
powiekszajacych o dlugosci k. Zaczynamy DFSa w (kolejnych) wierzchotkach V. Idziemy tylko
krawedziami, ktore prowadza do poprzedniej warstwy i na zmiane nieskojarzonymi i skojarzonymi
krawedziami. Zauwazmy, ze jesli odwiedzamy pewien wierzchotek, to mozemy go na stale oznaczyé
jako odwiedzonego — nie ma sensu, aby DF'S zaczety w kolejnym wierzchotku go odwiedzal, bo jesli
aktualny DF'S sie uda, to znajdzie §ciezke powickszajaca zawierajaca ten wierzcholek, a jesli sie nie
uda, to kolejny tez by sie nie udal. Zatem wszystkie DFSy mozna wykona¢ w czasie O (m).

4. Za pomocyg znalezionych $ciezek powiekszamy M i zaczynamy algorytm od nowa. Koriczymy, gdy
BFS nie wykryje zadnych Sciezek powigkszajacych.

7Z faktu, ze dodajemy do M maksymalny na zawieranie zbior $ciezek powiekszajacych dtugosci k wynika,
ze po i iteracjach takiego algorytmu wszystkie Sciezki powickszajace w grafie maja dlugo$é co najmniej
i + 1. Zalozmy, ze wykonaliSmy +/n iteracji. Niech M* bedzie pewnym skojarzeniem maksymalnym.
W roéznicy symetrycznej M i M* wszystkie wierzchotki maja stopnie co najwyzej 2, wiec ta roznica
symetryczna jest suma cykli i §ciezek. Cykle ida na zmiane krawedziami z M i M™, a Sciezki sa $ciezkami
powiekszajacymi w M. Wiemy, ze maja dlugosé¢ co najmniej /n, a wiec jest ich co najwyzej v/n. Zatem
dodanie jeszcze \/n Sciezek powiekszajacych do M da nam skojarzenie maksymalne, czyli wystarczy
wykona¢ jeszcze kolejne y/n iteracji. Ostatecznie wykonamy okolo 2v/n iteracji, co daje odpowiednia
zlozonos¢.
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I1.3 Algorytmy i Struktury Danych 2

11.3.1 WYSZUKIWANIE WZORCA

Wyszukiwanie wzorca metoda prefikso-sufiksow (KMP), uogélnienie na wiele wzorcow
(Aho-Corasic).

Niech w = wy ... w, bedzie stowem nad pewnym alfabetem. Prefikso-sufiksem w nazywamy taki prefiks
wy ... w;, Ktory jest rowniez sufiksem w, czyli jest rowny wy,—;y1 - . . wy. Algorytm KMP (Knuth, Morris,
Pratt) ma na celu wyznaczenie tablicy prefikso-sufiksow KMP stowa w, gdzie

KMP (j) =max {1l <4 < j:w;...w; jest sufiksem wy ... w;}.

Robi to w nastepujacy sposob:
KMP(0) + —1
14+ —1
for j=1,...,ndo
while i > 0 A w[j] # w[i + 1] do
i+ KMP(7)
end while
11+ 1
KMP(j) =i
end for

Poprawnos$¢ wynika z tego, ze jesli © = KMP(j — 1) i w[j] = w[i + 1], to najdtuzszy prefikso-sufiks
w1 ... wj—1 mozna przedtuzy¢ o jeden znak (i nie da si¢ o wiecej, bo wtedy mielibySmy za mala war-
tos¢ KMP(j — 1)). Jesli ten ostatni znak sie nie zgadza, to zauwazmy, ze KMP (KMP(j — 1)) row-
niez jest prefikso-sufiksem wy ...w;_1. Co wiecej, jest najdtuzszym takim prefikso-sufiksem krétszym
od wy ... wkmp(j—1). Zatem jesli poprzedniego prefikso-sufiksu nie dato si¢ przedtuzy¢, to probujemy
przedtuzy¢ ten (bo jesli szukany prefikso-sufiks istnieje, to jest przedluzeniem pewnego prefikso-sufiksu
wi ... wj—1). Jedli nie znajdziemy pasujacego prefikso-sufiksu, to ostatecznie ustalamy KMP(j) = 0.

Zauwazmy, ze kazde wykonanie wewnetrznej petli zmniejsza ¢ o co najmniej 1 i nie wykonujemy zmniej-
szen ponizej —1. i zaczyna z wartoscia —1 1 mozemy zwiekszy¢ i co najwyzej n razy (za kazdym razem
o 1), wiec zmniejszy¢ mozemy tez co najwyzej n razy. To dowodzi ztozonosci O (n).

Teraz zastosowanie: wyszukiwanie wzorca. Mamy tekst ¢t = ¢1...%, i wzorzec p = p1...Pm 2 M <
n. Checemy znalezé¢ pierwsze wystapienie p w t, czyli najmniejsze takie i, ze ¢;...ti4m—1 = P1..-Pm-
Trywialnie mozemy przyklada¢ wzorzec do kazdej pozycji w tekscie, co daje zlozonos¢ O (mn). Mozemy
zastosowaé algorytm KMP: rozwazamy stowo p#t, gdzie # jest litera spoza alfabetu, i obliczamy tablice
KMP tego stowa. Zauwazmy, ze KMP(j) < m, bo # wystepuje w tym stowie tylko raz. Jesli KMP(j) = m,
to znalezliémy stowo p jako sufiks p#ti...t;_m—1, czyli wystapienie p w t. Przechodzac calay tablice
mozemy znalez¢ wszystkie wystapienia p w .

Uogolnimy ten algorytm na wiele wzorcow za pomoca algorytmu Aho-Corasick. Mamy tekst ¢, [t| = n
i zbior wzorcow P = {p1,...,px} taki, ze Zle |pi] = m. Litery z tych tekstow pochodza z alfabetu
Y. Szukamy w t wszystkich wystapienn wszystkich wzorcow z P. Zrobimy to konstruujac odpowiedni
automat DFA i puszczajac go na stowie ¢.

Zaczynamy od skonstruowania drzewa Trie dla zbioru P: tworzymy ukorzenione drzewo, w ktorym kra-
wedzie sa etykietowane literami z Y. Zaczynamy od samego korzenia. Bierzemy kolejne wzorce z P
i przechodzimy w doét drzewa od korzenia krawedziami etykietowanymi kolejnymi literami rozwazanego
stowa. W razie potrzeby dodajemy do drzewa nowe wierzchotki. W momencie, gdy skoriczymy przechodzié¢
danym slowem, oznaczmy ostatni wierzcholek jako ten, w ktérym koriczy sie to stowo. Z wierzchotkiem
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v takiego drzewa mozemy utozsamié¢ slowo s,, ktore powstaje z liter na krawedziach $ciezki od korzenia
do tego wierzchotka. W szczego6lnosci korzeniowi odpowiada stowo puste.

Zauwazmy, ze drzewo Trie jest wlasciwie DFA (z korzeniem jako stanem startowym), w ktorym brakuje
niektorych przejsé. Naszym celem bedzie uzupelnienie ich w taki sposob, aby przepuszczenie stowa w
przez taki automat koriczyto sie w takim stanie, ze stowo odpowiadajace temu stanowi (jako wierzchotkowi
drzewa Trie) jest najdluzszym czesciowym wystapieniem pewnego stowa z P w slowie w. Inaczej mowiac,
chcemy, aby stowo odpowiadajace temu stanowi bylo najdhuzszym sufiksem w, ktory jednoczesnie jest
prefiksem pewnego stowa z P. Oczywiscie istniejace przejscia zachowuja taka wlasnosc.

Bedziemy doktadaé przejscia do naszego DFA w kolejnosci BFSa puszczonego w korzeniu. Do korzenia
dodajemy przejscia prowadzace do niego samego. Dla pozostalych wierzchotkéw definiujemy tak zwane
polaczenie sufiksowe. Prowadzi ono z v do takiego wierzchotka u, ze s, jest wlasciwym sufiksem s, i jest
najdhuzszym takim sufiksem sposrod wszystkich stow odpowiadajacych wierzchotkom drzewa Trie.

Aby znalez¢ potaczenie sufiksowe v rozwazamy jego rodzica r w drzewie Trie. Niech ¢ bedzie litera
prowadzaca z r do v. Wtedy polaczenie sufiksowe v polega na przejsciu potaczeniem sufiksowym 7 i
nastepnie litera c.

Majac potaczenie sufiksowe stanu v mozemy zdefiniowaé jego brakujace przejscia. Jesli jestesmy w stanie
v i chcemy przejs¢ litera ¢ (dla ktorej przejscie nie jest zdefiniowane), to przechodzimy polaczeniem
sufiksowym i przechodzimy literg ¢ (to przejscie jest zdefiniowane, bo sufiks jest wezesniej w kolejnosci
BFS).

Zauwazmy, ze dla P skladajacego sie z jednego stowa drzewo Trie jest $ciezka, a algorytm Aho-Corasick
zachowuje sie dokladnie jak KMP. Po przejéciu pierwszymi ¢ literami stlowa w znajdziemy sie w sta-
nie, ktorego glebokosé odpowiada wartosci KMP(4). Dowod poprawnosci algorytmu Aho-Corasick jest
identyczny jak algorytmu KMP.

Majac tak zdefiniowane DFA mozemy przepusci¢ przez nie kolejne litery stowa ¢ i jesli w pewnym mo-
mencie weszliémy do stanu oznaczonego jako koniec pewnego stowa z P, to znalezliémy dopasowanie
wzorca. Skonstruowane DFA ma O (m) stanéw, kazdy ma |3| wychodzacych krawedzi. Zatem zlozonosé
opisanych operacji to O (m |Z| + n |Z|).

I11.3.2 TABLICA SUFIKSOWA

Tablice sufiksowe, tworzenie za pomocsg algorytmu KMR, definicje funkcji LCP i LCP2,
zastosowanie LCP2 do wyszukiwania taricucha w tekscie.

Algorytm Karpa-Millera-Rosenberga (KMR) i zwigzane z nim tablice sufiksowe sg innym niz KMP i
Aho-Corasick podejsciem do wyszukiwania wzorca w tekscie. Niech x =z ...z, bedzie stowem, m > 0
liczba catkowity. Definiujemy tablice KMR,,, [1...n —m + 1] w nastepujacy sposob:

KMR,, (i) = k wtedy i tylko wtedy, gdy podstowo x; ... xz;1m—1 jest k-te w kolejnosci leksykograficznej
w zbiorze wszystkich réznych podstow x dtugosci m.

Mozemy mys$leé o tej wartosci jak o haszu tego podstowa, ktory pozwala nam tatwo poréwnywaé podstowa

dtugosci m.

Zauwazmy, ze KMR,, (i) = KMR,, (j) wtedy i tylko wtedy, gdy stowa x; ... 2i4ym—1 Oraz ;... 2 4m—1
sa rowne. Z tego wynika, ze KMRa,, (i) = KMRa,, (§) wtedy i tylko wtedy, gdy KMR,, (i) = KMR,, (5)
i KMR,, (i + m) = KMR,,, (j + m). Ta obserwacja pozwala skonstruowa¢ nastepujacy algorytm wyzna-
czania tablicy KMR w przypadku, gdy m = 29:

1. Obliczamy KMR; przypisujac literom ich pozycje w alfabecie.
2. Zaktadamy, ze mamy juz KMR,. Chcemy wyznaczy¢ KMRo,.

3. Tworzymy ciag trojek (KMR,. (i), KMR,. (i +r),i) dlai=1,...,n — 2r + 1 i sortujemy go leksy-
kograficznie.
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4. Drzielimy posortowany ciag na grupy o tej samej warto$ci pierwszych dwoch wspoétrzednych. Jesli
trojka (g, h, i) jest w k-tej grupie (patrzac leksykograficznie), to KMRag, (i) = k.

Iteracja ostatnich dwoch krokéw pozwala nam wyznaczyé KMR,,, dla m = 29. Jesli m nie jest potega
dwojki, to robimy to samo dla m’ = 21182 3 nastepnie wykonujemy jeszcze jedna iteracje, w ktorej
drugi element w trojce to KMR,,s (i +m —m’).

Ten algorytm dziala w pamieci O (n). Wykonujemy w nim logm razy sortowanie, wiec naiwna ztozonosé
to O (nlognlogm). Zauwazmy jednak, ze sortowane elementy przyjmuja co najwyzej n® wartosci (poza
by¢ moze pierwsza iteracja, jesli alfabet jest nieograniczony). Zatem mozna zastosowaé radixsorta i
posortowadé liniowo, co da nam zlozonosé O (nlogm).

Za pomocay tablicy KMR mozemy tatwo znalezé wystapienia wzorca p w tekscie ¢. Jedli [t| =n i |p| = m,
to obliczamy KMR,,, dla slowa = = t#p, gdzie # jest poza alfabetem. Wtedy k¥ = KMR,, (n + 2) to
numer podstowa p. Mozemy przej$é cala tablice i znalezé inne podstowa o numerze k.

Niech = z; ...z, bedzie stowem. Oznaczmy i-ty sufiks = przez () = z;...x,. Definiujemy tablice
sufiksowa SUF [1...n| w nastepujacy sposob:

SUF(5) = i wtedy i tylko wtedy, gdy () jest j-tym leksykograficznie sufiksem .

SUF jest pewna permutacja {1,...,n}. Jesli chcemy wyszukaé¢ wzorzec y dtugosci m w tekscie 2 dtugosci
n, dla ktérego mamy wyznaczona tablice sufiksowa, to mozna zastosowaé wyszukiwanie binarne. Wiemy,
ze jesli y jest podstlowem x na pozycji i, to jest prefiksem z(¥). Zatem poréwnujemy y z sufiksem o
indeksie SUF(k), gdzie k = LgJ Jesli nie znajdziemy dopasowania, to wiemy, czy nalezy kontynuowac
poszukiwanie wérod sufiksow mniejszych, czy wiekszych. To daje nam ztozonosé O (mlogn). Analogicznie
mozemy wyznaczy¢ liczbe wystapierl wzorca w teksécie (znajdujemy najwiekszy i najmniejszy pasujacy
sufiks i bierzemy roznice).

Tablica sufiksowa jest w pewnym sensie odwrotnoscia tablicy KMR — zamiast przypisywa¢ stowu indeks
przypisujemy indeksowi stowo. Jesli chcemy wyznaczy¢ tablice sufiksowa dla stowa z dlugosci n, to roz-
wazamy stowo y = x#" "1, gdzie # jest litera spoza alfabetu, ktore uznajemy za mniejsza od wszystkich
liter. Wyznaczamy KMR,, stowa y. Mamy SUF(i) = j <= KMR,(j) = i. To daje nam algorytm
wyznaczania tablicy sufiksowej w czasie O (nlogn). Istnieja tez liniowe algorytmy wyznaczajace tablice
sufiksows, korzystajace na przyktad z konstrukeji tak zwanego drzewa sufiksowego.

Czasami wyznacza sie tez tak zwane tablice LCP i LCP2 (longest common prefix), ktore pomagaja w
efektywnym wykorzystywaniu tablicy sufiksowej. Okreslamy LCP(¢) jako dlugosé najdtuzszego wspolnego
prefiksu sufikséw o indeksach SUF(7) i SUF (i + 1). LCP2(4, j) oznacza dlugo$é najdtuzszego wspolnego
prefiksu sufikséw o indeksach SUF (i), ..., SUF(j).

Pokazemy, jak wykorzysta¢ LCP2 do usprawnienie przedstawionego przedtem algorytmu wyszukiwania
wzorca y w stowie x. Zaldézmy, ze wykonujemy wlasnie wyszukiwanie binarne na podtablicy tablicy
sufiksowej pomiedzy indeksami L i R. Niech M bedzie srodkowym indeksem. Oznaczmy przez ¢ i r dtugoscé
najdtuzszego wspolnego prefiksu y i odpowiednio SUF(L) oraz SUF(R). Na poczatku wyznaczamy te
warto$ci wprost. Oznaczmy k = LCP2(L, M). Rozwazymy przypadki, gdy ¢ > r, sytuacja, gdy ¢ < r lub
{ = r jest podobna.

e Jesli k > £, to y pasuje do sufiksu SUF(M) az do ¢-tej pozycji, znak (€ + 1)-szy w SUF(M) jest
taki sam jak w SUF(L), czyli mniejszy niz w y. Zatem idziemy w prawo, czyli L := M, wartosé¢ £
nie zmienia sie.

o Jesli k < £, to (k+ 1)-szy znak w y jest taki sam jak w SUF(L), czyli mniejszy niz w SUF(M).
Zatem idziemy w lewo, czyli R := M, r := k.

e Jesli k = ¢, to w stowach y i SUF(M) pierwsze ¢ znakéow pokrywa sie. Porownujemy kolejne znaki,
az znajdziemy indeks s, na ktérym sie r6znig. Idziemy odpowiednio w prawo lub lewo.

Zauwazmy, ze jesli dokonamy poréwnania litery y z litera w odpowiednim sufiksie x z sukcesem (beda
one takie same), to juz nigdy nie bedziemy wykonywaé¢ poréwnan dla tej litery. Jednoczesnie mamy co
najwyzej jedno nieudane poréwnanie w kazdej iteracji wyszukiwania binarnego. To daje nam zlozono$é
O (logn + m).

Na koniec mozemy wspomnieé¢ o sposobach wyznaczania LCP2. Zaczynamy od wyznaczenia LCP. Robimy
to po kolei dla (), ..., ("), Zauwazamy, ze jesli policzylismy LCP dla =) wprost, to odpowiednia
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wartosé dla z(*+1) bedzie mniejsza o co najwyzej 1, zatem mozna zaczaé brutalne dopasowywania od
pdzniejszej pozycji. To daje nam zlozono$é liniowa. Nastepnie zauwazmy, ze nie potrzebujemy znaé
wszystkich wartosci LCP2, tylko te, o ktore bedziemy pyta¢ w wyszukiwaniu binarnym. Takich indeksow
jest liniowo wiele i tworzg one drzewo binarne, w ktorego lisciach wartoscig LCP2 jest po prostu LCP.
Mozna oblicza¢ wartosci w pozostalych weztach tego drzewa biorac minima z ich dzieci.

11.3.3 ZAMIATANIE W GEOMETRII

Technika zamiatania w geometrii obliczeniowej, zastosowanie do znajdowania wszystkich
przecie¢ w zbiorze odcinkéw na plaszczyznie.

Ogolna idea techniki zamiatania: rozwazamy jakies obiekty na plaszczyznie, sortujemy je po jednej
ze wspotrzednych i patrzymy na nie po kolei. Przedstawimy ja doktadniej na przykladzie algorytmu
znajdujacego przeciecia w zbiorze odcinkdw.

Na poczatku opiszemy algorytm, ktory stwierdza, czy istnieja dwa przecinajace si¢ odcinki w zbiorze
odcinkéw S.

Rozwazamy zbiér wszystkich koncéw odcinkéw. Bedziemy je nazywaé zdarzeniami. Sortujemy je po
wspolrzedne] z. Bedziemy je zamiata¢ od lewej do prawej, to znaczy utrzymywaé strukture ,miotly”,
ktora bedzie szta od lewej do prawej i reagowata w odpowiedni sposéb na napotykane zdarzenia. Miotta
bedzie drzewem BST (setem), ktore trzyma w sobie odcinki posortowane po wspotrzednej y aktualnego
punktu ich przeciecia z miotta. W momencie zdarzenia ,poczatek odcinka” dodajemy ten odcinek na
miotte, a w momencie zdarzenia ,koniec odcinka” $ciagamy go z miotly. Zauwazmy, ze jesli dwa odcinki
sie przecinaja, to w pewnym momencie przed tym przecieciem sa sasiednie na miotle. Zatem w momencie
dodawania odcinka mozemy sprawdzaé, czy przecina sie z odcinkami, z ktorymi sasiaduje, a w momencie
$ciagania odcinka sprawdzamy, czy nowe sasiednie odcinki si¢ przecinaja.

Majac odcinek AB i punkt C' mozemy sprawdzié, czy C' lezy na lewo, czy na prawo od AB (czy jest z nim
(B-A)ax (C-A).x
(B—A).y (C—A)y|
Ma on znak taki jak sinus kata miedzy tymi wektorami, wiec jak jest dodatni, to C' lezy na lewo od AB.
Sprawdzanie przeciecia odcinkéw realizujemy zauwazajac, ze jesli odcinki sie przecinaja, to albo koniec
jednego lezy na drugim, albo korice jednego leza po roéznych stronach drugiego i na odwroét.

wspolliniowy). Robimy to liczac iloczyn wektorowy AB i AC, czyli wyznacznik

Zauwazmy, ze nie musimy rekalkulowaé porzadku elementéw na miotle — jesli dwa odcinki na miotle
zmieniaja kolejnosé, to sie przecinaja.

Pojedyncza operacja na miotle ma ztozonosé logarytmiczna, zatem ten algorytm ma ztozonosé O (nlogn).
Zaimplementowanie tego algorytmu poprawnie wymaga rozwazenia wielu przypadkow brzegowych (np.
odcinki pionowe, odcinki nachodzace na siebie), ale nie zmienia to nic w idei algorytmu.

Aby zliczaé¢ wszystkie przeciecia odcinkow wystarczy lekka modyfikacja tego algorytmu. Trzymamy zda-
rzenia w kolejce priorytetowej, w momencie wykrycia przeciecia (ktére na pewno bedzie na prawo od
miotly) dodajemy punkt przeciecia jako nowe zdarzenie. Obsluga takiego zdarzenia polega na zamianie
kolejnosci przecinajacych si¢ odcinkéw na miotle i sprawdzeniu, czy nowe pary odcinkéw sasiednich ge-
nerujg nowe przeciecia. Mamy ztozonosé O ((n + p) logn), gdzie p to liczba przecieé, czyli pesymistycznie
O (n2 log n) — gorzej niz algorytm trywialny, ale dla matej liczby przecieé¢ jest duzo lepiej. Na kolejce
trzymamy © (n + p) zdarzen, czyli znowu pesymistycznie mamy zlozono$é pamieciowa © (n2) Mozemy
to poprawié¢ — gdy odcinki przestaja sasiadowaé, to usuwamy z kolejki ich punkt przeciecia. W momencie
gdy zaczynaja sasiadowaé dodajemy go z powrotem. W ten sposéb w kolejce jest co najwyzej n — 1
punktéw przeciecia czekajacych na obstuge.
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I11.3.4 OTOCZKA WYPUKLA

Algorytmy Jarvisa i Grahama znajdowania wypuklej otoczki, problem optymalnosci obu
algorytmow.

Majac ustalony punkt py mozemy zdefiniowaé¢ wspotrzedna katowa innego punktu p; jako kat nachylenia
wektora p; — pg do osi OX. Oznaczamy ten kat « (pg,p1). Majac dwa punkty p1, ps mozemy stwierdzié,
czy a(po,p1) < a(po,p2) sprawdzajac, czy ps lezy na prawo od odcinka pop, czy na lewo. Majac taka
metode poréwnywania wspolrzednych katowych mozemy posortowaé zbiér punktéow katowo za pomoca
za pomocy dowolnego algorytmu sortujacego przez poréwnania.

Otoczka wypukly zbioru punktéw P nazywamy wielokat wypukly o wierzchotkach w punktach P, w
ktorym zawieraja si¢ wszystkie punkty P. Naszym celem bedzie znalezienie listy L punktéw stanowiacych
wierzchotki otoczki, w kolejnosci przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara. Zazwyczaj zaktadamy, ze na
otoczce umieszezamy tylko niezbedne punkty (czyli nie ma trzech wspotliniowych punktow), ale nie we
wszystkich zastosowaniach jest to pozadane.

Pierwszym algorytmem jaki przedstawimy bedzie algorytm Jarvisa. Dziala on w nastepujacy sposob:

1. Znajdujemy punkt py o najmniejszej wspolrzednej y. Jesli jest takich wiele, to wybieramy ten o
najwiekszej wspolrzednej z. Inaczej méwiac, wybieramy najbardziej prawy sposroéd najbardziej
dolnych punktéow. Wstawiamy py do L.

2. Sposrod wszystkich punktow P wybieramy taki punkt py, ze a (pg, p1) jest najmniejsze mozliwe (w
przypadku rownosci wybieramy ten najdalszy od pg). Dodajemy go to L.

3. W kolejnych krokach wybieramy p;41 takie, ze kat o (p;, pi+1) jest najmniejsze mozliwe, ale wieksze
niz « (p;—1,p;) (ten warunek ma znaczenie w lewej czesci otoczki, za jej punktem najwyzszym —
beda istnialy punkty wewnatrz otoczki o mniejszym kacie, niz punkt, ktory powinnisémy wybrac).
Analogicznie jak przedtem rozwiazujemy remisy.

4. Konczymy, gdy wrocimy do pg.

Latwo zauwazy¢, ze taki algorytm jest poprawny. Majac n punktéw wyboér odpowiedniego minimum
wymaga O (n) operacji. Robimy to k razy, gdzie k jest liczba punktéw na otoczce. Zatem zlozonosé
algorytmu to © (nk). Pesymistycznie jest to © (nQ), ale jesli mamy gwarancje, ze otoczka jest mata, to
algorytm jest liniowym.

Innym pomystem jest algorytm Grahama. Dziata on tak:

1. Znajdujemy punkt po najnizszy w P. W przypadku remiséw wybieramy najbardziej lewy taki
punkt. Dodajemy py do L.

2. Sortujemy pozostale punkty katowo wzgledem pg. Przy remisie punkty bardziej odlegle od pg sa
wieksze. Oznaczmy posortowane punkty przez pi,...,p,—1. Dodajemy p; do L.

3. Przegladamy pozostale punkty w kolejnosci tego sortowania. Zalézmy, ze rozwazamy wtasnie p;.
Niech ¢ bedzie ostatnim punktem w L, a gy przedostatnim. Jesli ¢; nie lezy na prawo od odcinka
qopi, to usuwamy go z L. Powtarzamy taks operacje, az nie usuniemy punktu. Wtedy dodajemy p;
do L.

W ten sposéb po posortowaniu wyznaczyliSmy otoczke w czasie liniowym. Zatem caly algorytm ma
ztozonosé © (nlogn). Jest wiec lepszy w pesymistycznym przypadku od algorytmu Jarvisa.

Okazuje sie, ze nie istnieje algorytm o lepszej zlozonosci (zaktadajac, ze naszym modelem obliczen sg
drzewa decyzyjne). Mozemy bowiem zredukowaé sortowanie do problemu otoczki wypuktej. Majac n
liczb rzeczywistych xq,...,z, traktujemy je jak punkty na osi OX. Rzutujemy je na parabole, czyli
rozwazamy punkty (xl,xz) s (xn,x%) Parabola jest wypukla, wiec wszystkie te punkty beda na
otoczce, a dodatkowo beda posortowane. To pozwala nam znalezé posortowana kolejno$¢ oryginalnych
liczb.
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I1.3.5 TESTOWANIE PIERWSZOSCI

Liczby pierwsze, algorytm Millera-Rabina, ztozonosé, prawdopodobieristwo poprawnosci w
przypadku liczby dowolnej (bez dowodu).

Test Fermata. Na wejsciu dostajemy liczbe calkowita n. Sprawdzamy jej pierwszoscé:
1. Losujemy a € [1,n — 1].
2. Jesli ged (a,n) > 1, to n jest zlozona.
3. Jedli ! =1 (mod n) stwierdzamy, ze n jest pierwsza, w przeciwnym razie jest zlozona.

Jesli liczba n jest pierwsza, to algorytm da nam prawdziwa odpowiedz. Jesli jest zlozona, to moze sie
zdarzyé, ze a® ! =1 mod n. Wtedy méwimy, ze n jest pseudopierwsza przy podstawie a.

Moze sie zdarzy¢, ze ztozone n jest pseudopierwsze przy kazdej podstawie (wzglednie pierwszej z n). Na
przyktad dla n = 561 = 3-11-17 z 2,10,16 | 560 wynika, ze a®** = 1 (mod 561) (male twierdzenie
Fermata na czynnikach pierwszych).

ZYozone liczby, ktore sa pseudopierwsze przy kazdej wzglednie pierwszej z nimi podstawie nazywamy
liczbami Carmichaela. Wiemy, ze takich liczb jest nieskoniczenie wiele. Dla nich test Fermata nie dziala.

Twierdzenie (Test Millera-Rabina). Na wej$ciu dostajemy liczbe catkowita n. Sprawdzamy jej pierw-
Sz0S¢:

1. Najpierw sprawdzamy parzystos¢.
2. Przedstawiamy n — 1 = k - 29, gdzie k jest nieparzyste.
3. Losujemy a € [1,...,n — 1] i upewniamy sie, ze ged(a,n) = 1.

s—1
4. Wyznaczamy (r1,...,rs) = (ak, a’*, .. a% kR, a”fl) mod n.

5. Jeslirg # 1 lub r; #£ +11ir; 41 =1 dla pewnego i < s, to n jest zlozona.
6. W przeciwnym wypadku stwierdzamy, ze n jest pierwsza.

Ten test zawsze dziala dla liczb pierwszych, dla ztozonych myli sie z prawdopodobieristwem co najwyzej
1

5.
Dowadd. Poprawnosé algorytmu dla liczb pierwszych wynika z malego twierdzenia Fermata i tego, ze
2?2 =1 (mod p) implikuje z = +1 (mod p). Zaloézmy teraz, ze n jest ztozone.

Zaltozmy, ze n = p jest potega liczby pierwszej. Zaldzmy, ze n spelnia test Fermata przy podstawie p+1
(oczywiscie p 4+ 1 L n), to znaczy (p+ 1)¥ =1 (mod p®). Redukujac modulo p? dostajemy

p¥—1

a_ p* =1\ , pr—1 pr—1 o

1=(p+1)° 1=Z< ; >p5< 0 >+< ) >p=p“—p+151—p (mod p?),
i=0

ale 1 # 1 —p (mod p?) — sprzecznoéé. Zatem n nie spetnia testu Fermata (a wigc réwniez testu Rabina-
Millera) dla podstawy p+1. Zauwazmy, ze {a €7Z::a" =1 (mod n)} jest podgrupa Z; . Wykazalismy,
ze nie jest ona cala grupa, a wiec zawiera co najwyzej polowe elementéw Z;. Zatem dla co najmniej

polowy a € Z} juz test Fermata wykaze ztozonos¢.

n—1
Zalozmy teraz, ze n = uv dla ged (u,v) = 1. Dla s takiego, ze =L jest nieparzyste mamy (—1) = = —1.
Zatem istnieje najwicksze takie m = "271, ze dla pewnego b € ZF zachodzi d™ # 1 (mod n). Jesli
m = n — 1, to juz test Fermata wykaze zlozonoéé n. Mozemy wiec zalozyé, ze m < n — 1 i a®™ =
(mod n) dla kazdego a € Z.

Pokazemy, ze istnieje b takie, ze ¥'™ % +1 (mod n). Mozemy zalozy¢, ze b™ = —1 (mod n). Z chinskiego
twierdzenia o resztach istnieje takie z, ze x = 1 (mod u) i = b (mod v). Wtedy 2™ = 1 (mod u) i
2™ = —1 (mod v). Zatem =™ nie moze przystawaé¢ do 1 ani —1 modulo n. Mozemy wiec przyja¢ b’ = x.
Zbior {a € Z : a™ = +1 (mod n)} jest podgrupg Z;. Dowiedlisémy wtasnie, ze nie jest ona cala grupa,
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zatem podobnie jak w poprzednim przypadku dla co najmniej potowy a € Z;, test Rabina-Millera wykaze
zlozonosé. O
Mozna pokazaé, ze test Millera-Rabina myli sie z prawdopodobieristwem nie wiekszym niz i, a w prak-
tyce jeszcze mniejszym. Jego wielokrotne powtorzenie daje nam algorytm mylacy si¢ z bardzo malym
prawdopodobienistwem.

W jednej iteracji algorytmu wykonujemy O (log n) mnozeri liczb diugosci log n. Zatem calkowita ztozonosé
to O (log3 n) (lub lepsza przy lepszym mnozeniu).

Jesli n < 264, to wystarczy przyjaé¢ za a wszystkie liczby pierwsze do 37.

Algorytm Millera-Rabina jest najczeSciej stosowanym w praktyce algorytmem sprawdzajacym pierw-
szo$¢. Co ciekawe, istnieje wielomianowy, deterministyczny algorytm sprawdzajacy pierwszosé. Jest to
tak zwany algorytm AKS (Agrawal, Kayal, Saxena).

11.3.6 PROGRAMOWANIE LINIOWE

Programowanie liniowe — posta¢ standardowa i dopelnieniowa, interpretacja geometryczna,
klasyfikacja ze wzgledu na liczbe rozwiazani, algorytm sympleks (szkic) i podstawowe fakty
dotyczace jego ztozonosci.

Programem liniowym nazywamy trojke L = (A,b,c), gdzie A = [a;;] € R™*", ¢ = [¢;] € R", b= [b;] €
R™. Naszym celem jest zmaksymalizowanie funkcji celu 2?21 cjx; zachowujgc warunki 2?21 ai;r; < by
dlai=1,....miz; > 0dlaj =1,...,n. W bardziej zwartym zapisie maksymalizujemy cTx przy
Ax < biax > 0. Taka posta¢ programu liniowego nazywamy postacia standardowa. Mozemy rozwazaé
tez inne postaci, ktore jednak da sie tatwo zamieni¢ na postaé¢ standardows. Na przyktad:

T T

e jesli funkcja celu jest minimalizacja, to mozemy zamieni¢ min ¢' z na max (—c¢)* z.

e jesli mamy ograniczenie wickszosciowe, czyli al'x > b;, to mozemy zamienié je na (—a;)Tx < b;.

iczenia rownosciowe, czyli alz = b, ; Jammienic i Ty < by

e jesli mamy ograniczenia réwnosciowe, czyli alx = b;, to mozemy zamienié¢ je na alz < b; i
T

(—a;)" 'z < b;.

Istnieje tak zwana posta¢ kanoniczna, w ktorej nie mamy warunkéw nieujemnosci. Mozemy ja zamienié

na postaé¢ standardows zamieniajac kazda zmienna x; na dwie zmienne a:j' iz, , zastepujac x; przez
+ P . + —

xz; —x; idodajac x; ,x; = 0.

W postaci dopelieniowej mamy tylko ograniczenia réwnosciowe. Aby zamieni¢ postaé¢ standardowsa

na dopetieniowa dla kazdej nieréwnosci a} x < b; wprowadzamy nowa zmienna dopelnieniows s; i

zastepujemy te nieré6wnosé przez alTx + s; = b; oraz s; = 0.

Niech L = (A, b, ¢) bedzie programem liniowym w postaci standardowej. € R™ takie, ze x > 01 Az < b
nazywamy rozwiazaniem dopuszczalnym. Jesli L posiada rozwiazanie dopuszczalne, to méwimy, ze L
jest dopuszczalny. W przeciwnym wypadku jest sprzeczny. Jesli L ma rozwiazanie dopuszczalne lecz nie
istnieje maksimum funkcji celu, to L jest nieograniczony.

Zbior punktéw x spetiajacych a’z = b dla a,z € R™ i b € R jest hiperptaszczyna R™ (czyli pod-
przestrzenia wymiaru n — 1). Z kolei zbiér punktow spetniajacych a”z < b jest polprzestrzenig. Zbior
rozwiazan dopuszczalnych programu liniowego jest przecieciem takich pélprzestrzeni i hiperptaszczyzn,
czyli wieloscianem wypuklym (byé moze nieograniczonym).

W dwoch wymiarach (czyli dla dwoch zmiennych) ograniczenia rownosciowe to proste. Ograniczenia nie-
rownosciowe to proste i wszystko nad (lub pod) taka prosta. Przecinajac ze sobg obszary nad (lub pod)
prostymi dostajemy wielokat wypukly. Mozemy rozwazy¢ prosta normalna (prostopadta) do wektora
funkcji celu i przesuwadé taka prosta w kierunku tego wektora. Ostatni punkt rozwazanego wielokata, z
jakim ta przesuwana prosta bedzie sie przecinaé, jest punktem maksymalizujacym te funkcje. Te obser-
wacje mozna uogo6lni¢ na wiecej wymiarow.

Niech L bedzie programem liniowym a P wielo$cianem jest rozwiazan dopuszczalnych.
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e Wierzchotkiem P nazywamy dowolny jego punkt, ktory jest jedynym rozwiazaniem optymalnym
dla pewnej funkcji celu.

e Punktem ekstremalnym P nazywamy dowolny jego punkt, ktory nie jest wypukla kombinacja
dwoch réznych punktow y, z € P (czyli nie zachodzi x = ay + (1 — a) z).

e Bazowe rozwiazanie dopuszczalne L to takie rozwiazanie dopuszczalne z, dla ktérego istnieje n
(gdzie n jest liczba zmiennych) liniowo niezaleznych ograniczen (to znaczy: takich, ze odpowiadajace
im wiersze A sa liniowo niezalezne), ktore dla z sg spelnione z rownoscia. Taki punkt z jest wtedy
przecieciem hiperplaszczyzn, ktore te ograniczenia zadaja i dla ustalonych ograniczen jest on jedyny.

Okazuje sie, ze te trzy pojecia sa tozsame: z jest wierzchotkiem wtedy i tylko wtedy, gdy jest punk-
tem ekstremalny i wtedy i tylko wtedy, gdy jest bazowym rozwiazaniem dopuszczalnym. Jesli L jest
ograniczonym programem liniowym, to ma rozwiazanie optymalne bedace bazowym rozwigzaniem do-
puszczalnym. Zatem istnieje algorytm ,brut force” rozwiazujacy program liniowy. Wystarczy wybraé n
ograniczen sposrod wszystkich m i rozwiaza¢ uktad réownan liniowych zadany tymi ograniczeniami za
pomoca eliminacji Gaussa. Robimy to dla wszystkich wyboréw n ograniczen i wybieramy ten punkt,
ktory maksymalizuje funkcje celu. Daje nam to ztozonosé O ((’S)n?’)

Istnieje troche lepszy algorytm znany jako metoda sympleks Dantziga. Zaczyna ona z pewnego bazowego
rozwiazania dopuszczalnego (wierzchotka). Okazuje sie, ze jesli to rozwiazanie nie jest optymalne, to
istnieje sasiedni wierzcholek, dla ktorego funkcja celu ma wiekszg wartosé (sasiedni, czyli zadany przez
zbior réwnan roézniacy sie o jedno réwnanie). Algorytm sympleks wybiera taki wierzcholek i idzie do
niego, a nastepnie powtarza, az nie bedzie w stanie poprawié¢ wyniku.

W praktyce wykonuje sie obliczenia na postaci dopetnieniowej. Mamy n zmiennych poczatkowych (zwa-
nych dalej zmiennymi bazowymi) i m zmiennych dopelnieniowych. Zmienna dopelnieniowa moéwi, o ile
mozna jeszcze zwiekszyé wartosé funkcji ograniczajacej, zanim ograniczenie zostanie osiagniete. Zaczy-
namy w pewnym wierzchotku, czyli mamy pewne wartosci zmiennych poczatkowych, dla ktoérych n
zmiennych dopelnieniowych jest réwnych 0, a pozostale maja jakas warto$é. Funkcja celu jest postaci
azy + ...+ cpxy, gdzie x1,. .., 2, to zmienne poczatkowe. Wybieramy pewne ¢; > 0 (jesli takiego nie
ma, to jesteSmy w maksimum, bo zmienne musza by¢ dodatnie) i zwiekszamy zmienna x; o najwieksza
mozliwg warto$é, na ktorg pozwalaja zmienne dopelnieniowe. Jest to wartosé, dla ktorej pewna zmienna
dopelieniowa z; zaczyna wynosi¢ 0 (jesli taka zmienna nie istnieje, to program jest nieograniczony).
Chcemy zamieni¢ x; w zmienng bazowa, a x; w zmienng dopelnieniows. Robimy to korzystajac z ograni-
czenia, ktoére wlasnie stato si¢ rownoscia i zapisujac x; za pomocg x; i pozostatych zmiennych bazowych.
Podstawiamy takie wyrazenie pod z; w funkcji celu. Nastepnie powtarzamy taka procedure dla kolejne;j
zmienne;j.

Taki algorytm moze si¢ zapetlié, ale jesli zawsze bedziemy wybiera¢ zmienne o najmniejszym mozliwym
indeksie (tak zwana reguta Blanda), to na pewno sie zatrzyma. Mamy wtedy ztozonosé O ((T) nm) -w
jednym kroku przeksztalcamy kazde z m ograniczen dhugosci n, a krokéw wykonujemy co najwyzej (7:;)
Istniejg programy liniowe, dla ktorych ten algorytm faktycznie wykonuje wyktadniczo wiele operacji.
Byé¢ moze istnieje taki spos6b wybierania zmiennych, dla ktorego sympleks dziata wielomianowo, ale nie
wiemy, jaki.

Pozostalo zastanowi¢ sie, jak wyznaczy¢ poczatkowy wierzchotek. Jesli b; > 0 dla kazdego i, to oczywi-
$cie rozwiazanie zerowe dziata. Jesli tak nie jest, to wprowadzamy nowa zmienng xg i dopisujemy ja ze
wspotczynnikiem —1 do kazdej nieréwnosci. W tak powstaltym programie liniowym chcemy minimalizo-
wac funkcje z¢ (wartosé tej zmiennej). Oczywiscie znajdziemy wierzchotek poczatkowy, bo dla odpowied-
nio duzego x( rozwiazanie zerowe dziala. Wykonujac algorytm simpleks znajdziemy punkt z1,...,z, i
wartos¢ xg, dla ktorej spelnia on wszystkie réwnania. Jesli zg = 0, to mamy wierzchotek startowy dla
wlasciwego algorytmu. Jesli nie, to poczatkowy program byl sprzeczny.
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I1.3.7 ALGORYTMY APROKSYMACYJNE

Algorytmy aproksymacyjne dla probleméw obliczeniowo trudnych na przykladzie problemow
POKRYCIE-WIERZCHOLKOWE i KOMIWOJAZER (wspolczynnik 2).

Dla instancji zadanego problemu optymalizacyjnego czesto istnieje wiele rozwiazari dopuszczalnych, a
wérod nich mamy rozwiazania optymalne, czyli o minimalnym /maksymalnym koszcie.

Definicja. Algorytm aproksymacyjny to taki, ktéry znajduje dowolne rozwiazanie dopuszczalne.

W najczestszej sytuacji rozwazany problem jest NP-trudny, a nam zalezy na wielomianowym algoryt-
mie, ktéry znajduje rozwigzanie bliskie optymalnemu. Potrzebujemy wiec jakiej§ sensownej miary tej
,,bliskosci”.

Definicja. Dla instancji I definiujemy przez A(I) koszt rozwiazania znaleziony przez algorytm A, zas
przez OPT(I) koszt rozwiazania optymalnego. Wtedy funkcja r(n) jest wspolczynnikiem efektywnosci
algorytmu A, jezeli

max(A(I)/OPT(I),OPT(I)/A(I)) < r(n)

dla kazdej instancji I o rozmiarze n.

Zauwazmy, ze dla algorytmu znajdujacego rozwiazanie optymalne mamy r(n) = 1, za$ dla algorytmow
aproksymacyjnych bedzie r(n) > 1, przy czym im mniejsze, tym lepszy jest nasz algorytm. Najlepiej jest
oczywiscie, gdy r(n) jest stala niezalezna od n.

POKRYCIE WIERZCHOLKOWE

Mamy dany graf G = (V, E). Szukamy najmniejszego zbioru wierzchotkow S C V takiego, ze dla kazdej
krawedzi e co najmniej jeden z jej konicéw nalezy do .S. Wersja decyzyjna tego problemu jest, jak wiadomo,
NP-zupema.

Rozwazamy nastepujacy algorytm aproksymacyjny:

S+ o
for e = uv € F do

if u¢ Sand v ¢S then

S+ SU{u,v}

end if
end for
return S

Niewatpliwie dziata on w czasie wielomianowym.
Twierdzenie. Dla tego algorytmu zachodzi r(n) < 2.

Dowdd. Rozwazmy M — zbiér krawedzi, ktore spowodowaly dodanie czegos do S. Zauwazmy, ze ich korice
musza byé parami rézne, czyli M jest skojarzeniem. To oznacza, ze kazde pokrycie wierzchotkowe musi
zawiera¢ co najmniej jeden koniec kazdej z tych krawedzi. W szczegolnosci

A(G)/2 = |M| > OPT(G).
0

Zauwazmy, ze jezeli G bedzie zbiorem parami roztacznych krawedzi, to nasz algorytm rzeczywiscie wy-
bierze doktadnie 2 razy wiecej wierzchotkéw niz rozwiazanie optymalne. Jest to wiec najlepsze mozliwe
szacowanie wspolczynnika efektywnosci tego algorytmu.

Ciekawostka: jest to najlepszy znany algorytm aproksymacyjny dla tego problemu.
PROBLEM KOMIWOJAZERA

Mamy dany graf wazony pelny G = (V, E,d). Szukamy w nim cyklu przechodzacego przez wszystkie
wierzchotki o minimalnej sumie wag. Jest to klasyczny problem, ktéry w wariancie decyzyjnym jest
NP-zupelny. W tym przypadku skupiamy si¢ na tak zwanym wariancie z nieréwnoscia trojkata, tzn.
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d(u,v) < d(u, w) + d(w,v) dla dowolnych wierzcholtkéw u,v,w € V. Po dodaniu takiego bardzo natural-
nego zalozenia problem nadal jest NP-zupelny.

Rozwazamy nastepujacy algorytm aproksymacyjny:
s < dowolny wierzchotek
T < minimalne drzewo rozpinajace ukorzenione w s
L + lista wierzchotkow w kolejnosci DFS drzewa T (kazda krawedZ dwukrotnie)
C «+ lista L po usunieciu powtorzen wierzchotkow (korzystamy z tego, ze graf jest pelny)
return C'

Widzimy, ze dziata on w czasie wielomianowym.
Twierdzenie. Dla tego algorytmu zachodzi r(n) < 2.

Dowdd. Oznaczamy przez c¢(A) sume wag dla A C E. Widzimy, ze ¢(T) < OPT(G), bo usuwajac jedna
krawedz z optymalnego rozwiazania otrzymujemy poprawne drzewo rozpinajace. Z definicji L mamy
¢(L) = 2-¢(T). Z nieréwnosci trojkata dostajemy c(C) < ¢(L) (jezeli na liscie L sg kolejno wierzcholki
x,y, z, to usuniecie z niej wierzchotka y wymienia krawedzie xy, yz na krawedz xz). Sktadajac wszystko
razem

c(C)<c(L)=2-¢(T)<2-OPT(G)
O
Ciekawostka: dla tego wariantu problemu komiwojazera znamy jeszcze lepsze algorytmy aproksymacyjne.

Mozna za to pokazaé, ze dla ogblnej wersji problemu nie istnieje zaden algorytm aproksymacyjny o stalym
wspolczynniku efektywnosci, o ile P # NP.
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I1.4 Metody Programowania

I1.4.1 ALGORYTM KARATSUBY, METODA STRASSENA

Algorytm Karatsuby mnozenia liczb binarnych oraz idea szybkiego mnozenia macierzy metoda
Strassena (bez doktadnej znajomosci wzorow) jako przyklady zastosowania techniki ,dziel i
zwyciezaj” konstrukcji algorytmoéw, z wykorzystaniem twierdzenia o rekurencji uniwersalnej do
oszacowania zlozonosci.

Zazwyczaj gdy operujemy na liczbach zaktadamy, ze operacje takie jak dodawanie i mnozenie jestesmy w
stanie wykonaé¢ w czasie stalym. Przestaje to by¢ prawda, gdy zaczynamy zajmowacé sie bardzo duzymi
liczbami, ktorych nie jestesmy w stanie zmiesci¢ w jednym stowie maszynowym (ani nawet w kilku).
Wtedy musimy zastanowié¢ sie, w jaki sposéb doktadnie wykonujemy operacje na liczbach i jaka maja
zlozonosé.

Liczby calkowite reprezentujemy jako ciagi binarne (by¢ moze ze znakiem). Dodawanie jest proste, bo
naiwne dodawanie liczb n-cyfrowych cyfra po cyfrze ma zlozonosé O (n), co jest optymalne. Z mno-
zeniem jest juz gorzej, bo klasyczny algorytm mnozenia dziala w czasie O (nz) Mamy lepsze algo-
rytmy: Karatsuba O (n'°823), Toom-Cook O (n'°%3%), Schénhage-Strassen O (nlognloglogn), Fiirer
@) (n log n20(log” ")) z 2007 1 Harver, van der Hoeven O (nlogn) z 2019.

Tutaj zajmiemy sie algorytmem Karatsuby. Mamy do pomnozenia liczby A, B dlugosci n (zaktadamy
n = 2* dopetiajac zerami). Dzielimy je na pot A = A; - K + Ay, B = B; - K + By, gdzie K = 2%,

Zachodzi AB = A1B1K2 + (AQB1 + AlBo) K+ A()BQ. Do tego moZemy przeksztalcié AQB1 + A1B0 =
(Ao + A1) - (Bo + B1) — AgBo — A1 By. Zatem wystarczy wykona¢ 3 rekurencyjne mnozenia zamiast 4 (i
kilka dodawari). Daje nam to rekursje 7' (n) = 3T (%) 4+ O (n). Mamy n'°¢2% > n i na mocy twierdzenia
o rekurencji uniwersalnej jest 7' (n) = O (n1°g2 3) ~ QO (n1'59).

Podobna idee mozemy zastosowaé¢ do mnozenia macierzy, co da nam tak zwany algorytm Strassena.
Mamy do pomnozenia macierze kwadratowe A, B rozmiaru n x n, gdzie n = 2" (dopelniamy macierze
zerami). Chcemy wyznaczy¢ C' = AB. Mozemy rozbi¢ te macierze na macierze 4§ x 4:

- Aiqn Ao _ |Bir B _ Ciip Cipa
Agy Asnl’ Bsy Basl’ Co1 Cao
Zachodzi
Cip=A11B11+A12B21, Cio=A11B12+ A12B22,
Con=A21B11+ A22B5 1, Coo=A21B12+ Az 285 5.
Rekurencyjne wykonanie tych 8 mnozen daje nam rekursje T'(n) = 8T (%) +0 (nz) 0 rozwigza-
niu T'(n) = O (n?’) Na szczescie mozna sprytnie poprzeksztatcaé te réwnania. Okazuje sie, ze dla
P =A, (B2 — Bap)
' Py = (Ai11+ Az2) (Bi1+ Ba2)
Py =(A11+A12)Bop
Ps = (A1,2 — Az2) (B2,1 + B2.2)
P3 = (As1+ Asp) Biy
P; = (A11 — A1) (B11+ B12)
Py =A55(Bs1— B11)
mamy
Cipn=Ps+ P — P+ B, Cip=P + P,
Co1 = P3 + Py, Coo=Ps+ P —P;— P;.
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To pozwala nam wykonaé¢ tylko 7 mnozeni rekurencyjnych. Mamy réwnanie T (n) = 7T (%) + O (n2)
Wobec n'°827 > n? twierdzenie o rekurencji uniwersalnej daje nam T (n) = O (n'°827) = O (n?81).

Oba te algorytmy sa przykladami zastosowania techniki ,dziel i zwyciezaj’, ktora polega na podziele-
niu problemu na mniejsze podproblemy, rozwigzaniu ich rekurencyjnie a nastepnie scaleniu rozwigzan
w jedno. Przedstawione algorytmy maja zdecydowanie wieksza stala niz algorytmy naiwne, co wynika z
faktu, ze wykonujemy duzo wiecej dodawan, a do tego mamy narzut zwiazany z wywotaniami rekuren-
cyjnymi. Dlatego dla maltych danych wciaz lepiej stosowaé algorytmy naiwne.

11.4.2 M ERGESORT I QUICKSORT

Sortowanie przez scalanie i sortowanie szybkie (quicksort): idea dzialania, ztozonosé, zalety,
wady.

Sortowanie przez scalanie (mergesort) dziala na zasadzie ,dziel i zwyciezaj’. Procedura sortowania prze-
biega nastepujaco:

1. Dazielimy sortowany ciag na po6t i wywotujemy sie rekurencyjnie na potéwkach, baza rekursji sa
jednoelementowe tablice.

2. Po posortowaniu potéwek scalamy rozwiazanie: alokujemy druga tablice i tworzymy wskazniki na
pierwszy element w pierwszej i drugiej potéwce; umieszczamy na pierwszym indeksie w nowej
tablicy mniejszy z tych elementéw i zwiekszamy odpowiedni wskaznik, kontynuujac w ten sposéb
dostajemy posortowana tablice.

3. Podstawiamy wartosci z posortowanej tablicy w wej$ciowa tablice.
Taki algorytm ma rownanie rekurencyjnie T' (n) = 2T (g) + O (n), co daje nam zlozonos¢ O (nlogn).

Mergesort jesteSmy w stanie zaimplementowac tak, aby byt stabilny (elementy rowne sobie pozostaja w
niezmienionej kolejnosci wzgledem siebie) — wystarczy podczas scalania najpierw prac¢ elementy z lewej
potowy. Ma ztozonosé pamieciows © (n), co potencjalnie jest problemem. W praktyce nie trzeba stosowac
kosztownej rekursji, bo drzewo wywotan rekurencyjnych zawsze wyglada tak samo i mozemy wykonywac
odpowiednie operacje iteracyjnie od dotu tego drzewa — najpierw scalamy podtablice jednoelementowe,
potem dwuelementowe, potem czteroelementowe i tak dalej.

Sortowanie szybkie (quicksort) to randomizowany algorytm sortowania. Dziala w nastepujacy sposob:
1. Losujemy z sortowanej tablicy element, ktéry nazywamy pivotem.

2. Idziemy wskaznikiem ¢ od lewej do prawej strony tablicy, a wskaznikiem j od prawej do lewej. Jesli
elementy wskazywany przez ¢ jest wiekszy od pivota a wskazywany przez j mniejszy, to zamieniamy
je ze soba. Konczymy, gdy wskazniki sie zejda.

3. W tej chwili elementy na lewo od pivota sg nie wieksze od tych na prawo od pivota. Zatem mozemy
wywola¢ sie rekurencyjnie na obu potéwkach (pivot nie jest w zadnej).

Istnieja rézne sposoby wybierania pivota. Niektore wersje algorytmu wybieraja zawsze pierwszy element
tablicy albo ostatni element tablicy. W takim przypadku zlozono$é jest kwadratowa, bo na przyktad
dla posortowanych tablic jedno z podzadan jest puste. Jednak jesli wejSciowa tablica jest jednostajnie
losowa (albo na wstepie ja przelosowaliSmy), to oczekiwana zlozonosé to O (nlogn) — jest to rowno-
wazne z wybieraniem pivota losowo, a ten przypadek analizowaliémy w odpowiednim pytaniu z Metod
Probabilistycznych Informatyki.

Zaden z wariantow algorytmu quicksort nie jest stabilny — elementy réwne moga by¢ dowolnie poprze-
stawiane. W przedstawionym wariancie mamy pesymistyczna ztozonosé pamieciowa © (n), bo taka moze
by¢ glebokosé drzewa rekursji. Aby temu zapobiec mozemy wywolaé sie rekurencyjnie na krotszej po-
towie tablicy, a nastepnie zaczaé¢ wykonywaé algorytm od poczatku na dtuzszej potowie. Wtedy drzewo
rekursji ma gtebokosé¢ O (logn).
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Algorytm quicksort ma wiele wersji, ktore roznig sie sposobem wyboru pivota i algorytmem dzielenia
tablicy na po6t. PrzedstawiliSmy oryginalny pomyst Hoare’a, ktéry dodatkowo zakltadal, ze pierwszy
element jest pivotem. Sedgewick zaproponowal, aby jako pivot bra¢ mediane z pierwszego, srodkowego i
ostatniego elementu, co w oczekiwaniu dziata troche lepiej. Trzecim pomystem jest metoda Lomuto, ktéra
bierze za pivota ostatni element a nastepnie idzie od lewej po elementach i umieszcza te nie wicksze od
pivota na poczatku tablicy za pomoca odpowiednich zamian. Taka wersja jest prostsza implementacyjnie,
ale daje ztozonosé kwadratowa na przyktad dla ciagu sktadajacego sie tylko z jednej wartosci. Aby temu
zapobiec mozemy dzieli¢ tablice na trzy czesci: elementy mniejsze od pivota, wieksze i réwne.

W zastosowaniach praktycznych quicksort jest lekko szybszy niz mergesort (w oczekiwaniu wykonuje
okoto 1.4nlogn operacji), a do tego ma mniejsza zlozono$¢ pamieciowa. Nie jest jednak stabilny.

11.4.3 SORTOWANIE TOPOLOGICZNE, SILNIE SPOJNE SKEADOWE

Sortowanie topologiczne i znajdowanie silnie spojnych sktadowych grafu skierowanego metoda
DFS.

Przegladanie grafu w glab (Depth First Search, DFS) dziala w nastepujacy sposob: wybieramy jakis
wierzcholek startowy, odwiedzamy go (czyli odnotowujemy ten fakt w odpowiedniej tablicy), a nastep-
nie wywolujemy sie rekurencyjnie na jego sasiadach (wierzchotkach, do ktérych da sie z niego dojsé),
pomijajac wierzchotki juz odwiedzone. Po wyjsciu z rekursji powtarzamy te procedure z kolejnym nie-
odwiedzonym wierzchotkiem jako wierzchotkiem startowym. Przegladniemy kazdy wierzcholek i krawedz
dokladnie raz, wiec ztozonosé¢ to O (n +m), gdzie n jest liczba wierzchotkoéw a m jest liczba krawedzi.
Czasem wygodnie jest nam rozrézniaé¢ trzy stany odwiedzenia wierzchotka. Wierzchotki biate sa nie-
odwiedzone, wierzchotki szare to takie, w ktorych wywotaliSmy sie rekurencyjnie i ta rekursja dalej trwa,
a czarne to takie, ktore odwiedzilismy i ktorych rekursja juz si¢ zakoriczyla. Podczas przegladania grafu
w taki sposéb mozemy wypisywaé wierzchotki w kolejnosci wchodzenia do ich rekursji lub w kolejnosci
wychodzenia z ich rekursji. Nazywamy te porzadki na wierzchotkach odpowiednio porzadkiem preorder
i postorder.

Niech G bedzie grafem skierowanym. Porzadkiem topologicznym na G nazywamy taki porzadek na
wierzchotkach, ze jesli (u,v) jest krawedzia, to u jest przed v w tym porzadku. Jesli graf posiada cykl, to
oczywiscie nie istnieje dla niego porzadek topologiczny. Jesli graf jest acykliczny, to znajdujemy porzadek
topologiczny za pomoca algorytmu DFS: przegladamy graf i zapisujemy porzadek postorder w tablicy
f (f (u) to indeks u w tym porzadku). Okazuje sie, ze odwrocenie f daje nam porzadek topologiczny.
Aby to zobaczy¢ rozwazmy krawedz (u,v). W pewnym momencie DFSa badamy te krawedz — u jest
aktualnym wierzchotkiem i przegladamy jego sasiedztwo. Rozwazamy przypadki.

e Jesli v jest bialy, to wejdziemy do niego i zanim wyjdziemy z rekursji v bedziemy musieli wyj$é¢ z
rekursji v, co daje nam f (v) < f (u).

e Jesli v jest szary, to mamy cykl w G — idziemy $ciezka rekursji z v do u, a nastepnie krawedzia
(u,v). To daje sprzecznosc.

e Jesli v jest czarny, to mamy f (v) < f (u), bo z rekursji v juz wyszlidmy.

Przedstawiony algorytm pozwala sprawdzaé, czy G jest acykliczny. Wystarczy wyznaczy¢ opisany porza-
dek i sprawdzié¢, czy jest porzadkiem topologicznym. Podobny algorytm oparty o DFS pozwala sprawdzaé
acyklicznosé graféw skierowanych.

Silnie spdjna sktadows grafu skierowanego G nazywamy kazdy maksymalny na inkluzje podgraf indu-
kowany G[X] taki, ze dla kazdej pary wierzchotkow w,v € X istnieje $ciezka z u do v i z v do u. Graf
nazywamy silnie spéjnym, jedli posiada tylko jedna silnie spojna sktadowa. W wielu zastosowaniach
wierzchotki znajdujace sie w jednej silnie spéjnej sktadowej moga zostaé¢ uznane za tozsame. Wtedy
wygodnie jest rozwazaé graf silnie spojnych sktadowych, ktory jest acykliczny (bo wierzcholki lezace na
jednym cyklu sa osiagalne od siebie).

Za pomocy algorytmu DFS znajdziemy silnie spdjne sktadowe i kazdemu wierzchotkowi przypiszemy
etykiete odpowiadajaca jego silnie spojnej sktadowej. Niech G bedzie naszym grafem a G7 jego grafem
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transponowanym (ten sam graf z odwréconymi krawedziami). Za pomoca DFSa obliczamy porzadek
postorder wierzchotkéw, czyli funkcje f jak w wyzej. Nastepnie wykonujemy DFS na G7, wybierajac
wierzcholki startowe w kolejnosci malejacych wartosci f (u). Wszystkie wierzcholki osiagniete z jednego
wierzchotka startowego tworza silnie spojna sktadows.

Aby udowodni¢ ten fakt dzialamy indukcyjnie po wierzchotkach startowych. Zaktadamy, ze C1, ..., Ck_1
sg silnie spojnymi sktadowymi takimi, ze C; to doktadnie wierzchotki osiagniete z wierzchotka startowego
v; (baza k = 1 jest trywialna). Rozwazmy kolejny wierzcholek startowy vy. Niech T} bedzie grafem
indukowanym przez wierzcholki osiagniete z v. Niech C bedzie silnie spdjng sktadowa zawierajaca vy.
Mamy Cj C T}, bo silnie spojne sktadowe GT s takie same jak w G. Sktadowe C1,...,Cr_1 moga
by¢ osiagalne z vy, ale sa juz czarne, wiec T}, ich nie obejmie. Niech Cj1 bedzie silnie spojna sktadowa
rozng od C1,...,Ck. Zauwazmy, ze wartosci f dla wierzchotkéw z Ci41 sa mniejsze niz dla vi. Gdyby
w G istniata krawedz z Cl1 do Cy, to z dowolnego wierzchotka Ck11 mozna dojsé¢ do vy, wiec pierwszy
DFS w pewnym wierzchotku C1 dotartby do vy i vy bylby wczesniej w postorderze niz ten wierzchotek
Cir11 — sprzecznosé. Zatem w G nie ma krawedzi z Cy,1 do Oy, a wiec w G nie ma krawedzi z Cj, do
Ci+1 1 T), nie obejmie zadnego wierzchotka z Cj 1. Wobec tego mamy Ty C CY, co koiiczy dowdd.

11.4.4 STATYSTYKI POZYCYJNE

Algorytm ,mediana median” znajdowania k-tego elementu zbioru i twierdzenie (bez dowodu), z
ktorego wynika ztozonosé algorytmu.

Mamy zbior S poréwnywalnych elementéw o mocy n. Chcemy znalezé k-ty najmniejszy jego element.
Najprosciej jest posortowac¢ S i wybra¢ k-ty element, co daje zlozonos¢ O (nlogn). Jesli k jest bliskie
1 lub n, to mozna zastosowaé kopiec: dla k bliskiego 1 tworzymy min-kopiec na elementach S w czasie
liniowym, a nastepnie wyciagami minimum k razy, co daje zlozonosé¢ O (n + klogn). Podobnie dla k
bliskiego n i max-kopca.

Mozemy rozwiazaé ten problem za pomoca metody podobnej do quicksortu:
1. Wybieramy dowolny element a zbioru S.
2. Dzielimy S na trzy zbiory: Sy ={zx € S:ax <a}, So={z € S:x=a}, Ss5={z€S:2>a}.
3. Jesli |S1] > k, to wywolujemy sie rekurencyjnie na 5.
4. Jedli |S1] +|S2| = k, to zwracamy a.
5

. W przeciwnym wypadku wywolujemy sie rekurencyjnie na S3 szukajac elementu o pozycji k —

|S1| = [Sal-

Pesymistycznie mamy ztozono$é © (n2) jak w quicksorcie, ale w oczekiwaniu (dla losowej permutacji)
juz O (n).

Mozemy wymusié¢ deterministyczna zlozonosé liniowa poprzez madry wybor a. Robimy to w nastepujacy
sposob:

1. Dla matego S sortujemy i zwracamy wynik.
2. Dzielimy S na 5-cio elementowe podzbiory i sortujemy kazdy (za pomoca stalej liczby operacji).

3. Niech @ bedzie zbiorem median tych 5-cio elementowych podzbioréw. Rekurencyjnie znajdujemy
mediane (). Wybieramy ja jako a.

Jesli z € S nalezy do ktoregos z 5-cio elementowych podzbioré6w o medianie co najmniej takiej jak a
i jest w nich na pozycji 3, 4 lub 5, to z > a. Takie elementy stanowia co najmniej i elementow S
(polowa elementéw w polowie podzbioréw). Zatem [S1| < 2 |S|. Podobnie |S5] < 2 |S|. Mamy réwnanie
rekurencyjne T (n) < T (%) +T (%n) + ¢n dla pewnego c¢. Indukcyjnie pokazujemy, ze T (n) < 20cn =

O (n).

Ten fakt wynika tez z tak zwanego twierdzenia Akry-Bazzi’ego.
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Twierdzenie. Niech ay,...,ar € Ry iby,...,b; € R beda takie, ze b; > 1 dla kazdego . Rozwazmy
rekurencje postaci T' (n) = f (n) + Zle a;T

VRS

%), gdzie f (n) jest okreslona i dodatnia dla odpowiednio

duzych liczb. Niech p bedzie takie, ze Zle # = 1 (istnieje z ciaglosci tego wyrazenia jako funkcji p).
Wtedy zachodzi '
" f(2)
T(n):@(np<1—|— . $p+1dx .

W naszym zastosowaniu mamy % + ﬁ < 1, wiec p < 1. Mamy f1n Tpdr=c
T (n) =0 (n).

zl-P "
1-p 1

=0 (n'"?), wiec
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I1.5 Programowanie Obiektowe

I1.5.1 TECHNIKI OBIEKTOWE

Kompozycja, dziedziczenie i polimorfizm jako obiektowe techniki programowania. Oméw ich
zastosowania i podaj przyktady w jezykach C++ i Java.

Programowanie obiektowe (Object Oriented Programming, OOP) opiera si¢ na modelowaniu programu
za pomoca obiektow, ktore tacza w sobie dane oraz metody umozliwiajace wykonywanie operacji na tych
danych. Do najwazniejszych technik obiektowych naleza kompozycja, dziedziczenie i polimorfizm.

Dziedziczenie wprowadza relacje pokrewienistwa na klasach. Klasa pochodna przejmuje pola i metody
klasy bazowej, a nastepnie moze je rozszerza¢ lub modyfikowaé¢. O obiektach klasy pochodnej mysli sie
jak o obiektach klasy bazowej, ale bardziej wyspecjalizowanych. Umozliwia to ponowne wykorzystywanie
kodu, utatwia modelowanie zaleznosci miedzy obiektami oraz pozwala tworzy¢ hierarchie klas, co tworzy
strukture, z ktoérej bedzie korzystal polimorfizm. Warto zaznaczy¢, ze C+-+ wspiera wielodziedziczenie
(jedna klasa dziedziczy po kilku klasach bazowych), natomiast Java pozwala na dziedziczenie tylko po
jednej klasie (wielodziedziczenie realizuje sie poprzez interfejsy).

Przyktad klasy w C++: mamy w niej metode abstrakcyjna (wiec jest to klasa abstrakcyjna), ktéra musi
byé¢ zaimplementowana w kazdej nieabstrakcyjnej klasie pochodnej. Umozliwia to modelowanie abstrak-
cyjnych pojeé, dla ktorych wiele metod bedzie dziata¢ tak samo, jednoczesnie odktadajac implementacje
bardziej konkretnych funkcjonalnosci do bardziej konkretnych obiektow.

#include <iostream>
#include <cmath>

class Shape {
public:
virtual double area() const = 0; // metoda abstrakcyjna

void printArea() const {

std::cout << "Pole = " << area() << std::endl;
}
virtual ~Shape() = default;
3
class Circle : public Shape {
double r;
public:

Circle(double r) : r(r) {}

double area() const override {
return M_PI * r *x r;
}
};

class Rectangle : public Shape {
double a, b;
public:
Rectangle (double a, double b) : a(a), b(b) {}

double area() const override {
return a * b;
}
};

Programowanie Obiektowe Strona 115/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

W Javie poza klasami i klasami abstrakcyjnymi mamy jeszcze interfejsy, ktére nie moga mieé¢ pol in-
nych niz statyczne. Interfejsy pozwalaja nam zdefiniowaé pewien typ funkcjonalnosci, ktora, klasy moga
implementowad.

interface Printable {
void print();
}

class Printer implements Printable {
@0verride
public void print() {
System.out.println("Printing document");
}
}

class PDFDocument implements Printable {
@0verride
public void print () {
System.out.println("Displaying PDF");
}

Polimorfizm oznacza mozliwos¢ traktowania obiektoéw réznych klas w jednolity sposob poprzez wspdlny
interfejs lub klase bazowa. Jest on realizowany przez metody wirtualne (C++) lub przestanianie metod
(Java). Korzystajac z hierarchii klas, pozwala pisa¢ kod niezalezny od konkretnego typu obiektu. W
ponizszych przykladach program moze operowaé na obiektach typu Animal, nie wiedzac, czy sa to psy,
koty czy inne zwierzeta.

class Animal {
public:
virtual void makeSound () {
std::cout << "Animal sound\n";

}

virtual ~“Animal () = default;

};

class Dog : public Animal {
public:
void makeSound () override {
std::cout << "Woof!\n";
}
};

class Cat : public Animal {
public:
void makeSound () override {
std::cout << "Meow!\n";
}
};

class Animal {
public void makeSound () {
System.out.println("Animal sound");

}
}

class Dog extends Animal {
@0verride
public void makeSound () {
System.out.println("Woof!");
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}

class Cat extends Animal {
@0verride
public void makeSound () {
System.out.println("Meow!");

}

Taki polimorfizm nazywamy polimorfizmem dynamicznym. Polega on na przestanianiu metod i stoso-
wania roéznych implementacji w klasach pochodnych dla metod o tej samej sygnaturze. Polimorfizm
statyczny polega na tworzeniu metod o tej samej nazwie, ale rozréznianych przez argumenty jakie przyj-
muja. Taki mechanizm nazywamy przeciazaniem metod — ta sama nazwa metody, ale rézne parametry.

Kompozycja polega na umieszczaniu obiektow réznych klas jako pol (sktadowych) innej klasy. Pozwala
ona na budowanie ztozonych obiektéw z prostszych komponentow, zwicksza modularno$é kodu i pozwala
tatwo wymienia¢ implementacje poszczegolnych elementow (zwlaszeza, jesli typy tych skladowych sg
interfejsami, ktére moga byé¢ implementowane przez rozne klasy). Kompozycja stanowi alternatywny
do dziedziczenia sposéb budowania ztozonych systeméw. W praktyce czesto stosuje sie zasade Prefer
composition over inheritance, poniewaz kompozycja nie wiaze klas tak ciasno jak dziedziczenie i pozwala
na zmiane zachowania w czasie dziatania programu.

class Engine {
public:
void start() {
std::cout << "Engine started\n";
}
I3

class Car {
private:

Engine engine; // kompozycja
public:

void startCar () {

engine.start () ;

}

I8

class Engine {
public void start () {
System.out.println("Engine started");

}
}

class Car {
private Engine engine = new Engine();

public void startCar () {
engine.start () ;

}

Warto dodaé, ze w kompozycji obiekty sktadowe istnieja jako cze$¢ wiekszej catosci, bez ktorej nie maja
one sensu. Sa niszczone gdy tylko glowny obiekt przestanie istnie¢. Jesli taczymy ze soba istniejace
niezaleznie od siebie obiekty, to mamy do czynienia z agregacja.
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I1.5.2 SZABLONY I TYPY GENERYCZNE

Szablony w C++ i typy generyczne w Javie. Omow ich zastosowania, wyjasnij réznice i podaj
przyktady implementacji, ktére z nich korzystaja.

Zarowno szablony (templates) w C++, jak i typy generyczne (generics) w Javie stuzg do pisania kodu nie-
zaleznego od konkretnego typu danych. Pozwalaja tworzy¢ klasy i funkcje, ktére moga dziataé¢ na réznych
typach bez powielania kodu. Ich najczestsze zastosowania to tworzenie uniwersalnych struktur danych,
takich jak listy, wektory, stosy, mapy (STL w C++: vector<T>, map<K, V>, Java Collections Framework:
ArrayList<E>, HashMap<K,V>) oraz tworzenie algorytmoéw niezaleznych od typu (np. sortowanie, wy-
szukiwanie). Dodatkowo oba mechanizmy zapewniaja bezpieczenstwo typoéw na etapie kompilacji (nie
trzeba rzutowaé obiektow i ryzykowaé bledéw rzutowania w czasie uruchomienia programu).

W C++ szablony dzialaja na zasadzie zaawansowanego systemu makr przetwarzanych przez kompilator.
Dla kazdej unikalnej kombinacji typéw, z jakimi wywotany zostanie szablon, kompilator generuje w pa-
mieci osobna klase. Proces ten nazywa sie konkretyzacja (instantiating). Dzieki temu nie ma narzutu na
wydajnos$é, bo kompilator optymalizuje kod pod konkretny typ. Do tego szablony moga przyjmowaé war-
tosci jako parametry (np. rozmiar tablicy: template<typename T, int Size>). Wada jest wydluzony
czas kompilacji oraz wiekszy rozmiar kodu binarnego programu.

template<typename T>
class Box {
T value;

public:
Box (T v) : value(v) {}

T getValue () const {
return value;
¥
};

Box<int> b1 (10);
Box<std::string> b2("Hello");

W Javie typy generyczne pozwalaja okresli¢ typ parametryczny klasy lub metody. Kompilator Javy
sprawdza poprawnos¢ typow w czasie kompilacji, a nastepnie wymazuje je (type erasure). W wyjsciowym
kodzie parametry typow sa zastepowane klasa Object (lub inna klasa w przypadku podania typow
ograniczajacych). Dzieki temu czas kompilacji jest krotki, a w pamieci istnieje tylko jedna klasa. Wada
jest narzut wydajnosciowy spowodowany ukrytym rzutowaniem. Do tego typami generycznymi nie moga
by¢ typy prymitywne (nie mozna stworzy¢ List<int>, trzeba uzy¢ klasy opakowujacej List<Integer>).
Nie mozna tez utworzy¢ instancji typu generycznego (new TQ)).

class Box<T> {
private T value;

public Box (T value) {
this.value = value;

}

public T getValue() {
return value;
}
}

Box<Integer> bl = new Box<>(10);
Box<String> b2 = new Box<>("Hello");

class Utils {
public static <T> T maximum(T a, T b) { // metoda generyczna
return a;

}
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}
public static <T extends Comparable<T>> // ograniczentie na typ
T maximum(T a, T b) {
return a.compareTo(b) > 0 ? a : b;
}

Generalnie szablony w C++ sa duzo potezniejsze od typow generycznych w Javie. Umozliwiajg specjali-
zacje szablonow (stworzenie specjalnej implementacji dla wybranego, konkretnego typu) i daja mozliwosé
wykonywania czesci obliczen podczas kompilacji. Typy generyczne stuza gtownie zapewnieniu bezpieczen-
stwa typéw i do wygodniejszego korzystania z biblioteki Collections.

I1.5.3 POLA PRYWATNE I CHRONIONE

Mechanizmy kontroli dostepu do pol i metod obiektéw w jezykach C++ i Java. Omoéw role
poszczegdlnych poziomoéw dostepu w projektowaniu i wyjasnij roznice (pomiedzy poziomami i
pomiedzy jezykami).

Mechanizmy kontroli dostepu okreslaja, ktére czedci programu moga korzystaé z pol i metod danej klasy.
Sa one podstawowym narzedziem realizujacym hermetyzacje i enkapsulacje, czyli ukrywania szczego-
tow implementacji obiektu i udostepniania jedynie dobrze zdefiniowanego interfejsu. Kontrola dostepu
pozwala chronié¢ stan obiektu przed niekontrolowana modyfikacja, ukrywaé szczegdly implementacji, od-
dziela¢ interfejs klasy od jej implementacji oraz zwickszaé¢ bezpieczeristwo i tatwosé utrzymania kodu.

Projektujac dang klase chcemy odebra¢ innym czesciom programu dostep do pdél i metod, ktére stanowia
czesé szczegOlow implementacyjnych, a daé¢ dostep do tych, ktoére stanowia interfejs naszej klasy. Dzieki
temu nikt z zewnatrz nie bedzie mogl np. zmienié¢ stanu obiektu naszej klasy w niespéjny sposob. Nikt
tez nie bedzie w swoim kodzie korzystal w metod, ktérych dziatanie moze zosta¢ w przysztosci zmienione,
bo sa tylko czes$cig implementacji klasy.

W C++ mamy trzy specyfikatory dostepu: public, protected i private. Element publiczny jest do-
stepny z dowolnego miejsca programu, prywatny tylko z wnetrza klasy, a chroniony dodatkowo z wnetrza
klas pochodnych (przy czym mamy dostep tylko do pol klasy bazowej wewnatrz wlasnego typu, nie mo-
zemy korzysta¢ z pol chronionych dowolnego obiektu klasy bazowej). Dla klas zdefiniowanych za pomoca
stowa kluczowego class domyslny specyfikator dostepu to private, a dla struct jest to public.

Do tego przy dziedziczeniu réwniez mozemy okresli¢ specyfikator dostepu. Wtedy wszystkie pola klasy
bazowej bedg mialy co najmniej tak restrykcyjny dostep, jak ten specyfikator sugeruje. Domys$lne dzie-
dziczenie dla class jest prywatne, a dla struct publiczne. Istnieje mechanizm funkcji i klas zaprzyjaz-
nionych: mozemy mieé dostep do wszystkich pol danej klasy w pewnej funkcji lub klasie, jesli zostanie
ona okreslona wewnatrz klasy jako zaprzyjazniona. Przyjazi nie jest dziedziczona — dzieci klasy zaprzy-
jaznionej nie dziedzicza prawa dostepu.

class Animal {

int priv;
protected:

int age;
public:

int pub;

friend void print(Animal&);
}s
void print(Animal& a) {
std::cout << a.priv;

}

class Dog : protected Animal {
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public:
void setAge(int a) {
priv = a; // error
age = a;
}
I8
Dog dg;

dg.age = 2; // error
dg.setAge (2) ;
dg.pub = 1; // error

W Javie rowniez mamy specyfikatory private, protected i public, przy czym dodatkowo istnieje
domyslny poziom dostepu (bez specyfikatora), nazywany package-private. Do takich pol ma dostep tylko
kod znajdujacy sie w tym samym pakiecie. Specyfikator protected jest rozszerzeniem dostepu package-
private: umozliwia on dostep z wnetrza tego samego pakietu i dodatkowo z klas pochodnych. Poza tym
dziala to tak samo jak w C++ (poza tym, ze klasa-dziecko zawsze ma dostep do pél chronionych rodzica).
Nie ma specyfikatora dostepu przy dziedziczeniu ani mechanizmu klas i funkcji zaprzyjaznionych (ich role
czesciowo spelnia dostep pakietowy). Specyfikatory dostepu sa sprawdzane nie tylko podczas kompilacji
jak w C++, ale tez w trakcie dziatania programu.

class Person {
private String name;

public String getName () {
return name;

}

public void setName (String n) {
name = n;

}

Jesli mamy klase zagniezdzonag wewnatrz klasy, to w Javie klasa zewnetrzna i wewnetrzna maja peten
dostep do swoich pél. Natomiast w C++ klasa zagniezdzona ma dostep do prywatnych elementow klasy
zewnetrznej, ale w druga strone juz nie — aby klasa zewnetrzna miata dostep do prywatnych pdl klasy
wewnetrznej trzeba skorzystaé¢ z mechanizmu przyjazni.

I11.5.4 RTTI 1 REFLEKSJA

Omoéw mechanizmy RTTI w C++ i refleksji w Javie. Zaprezentuj przyktady ich zastosowan.

W programowaniu obiektowym czesto korzystamy z polimorfizmu — mamy zmienne o pewnym typie
statycznym, ktore tak naprawde sa typu bedacego klasa pochodna odpowiedniej klasy bazowej. Czasami
program musi sprawdzi¢ rzeczywisty typ obiektu w czasie wykonania i odpowiednio zareagowaé. W C++
shuzy do tego mechanizm RTTI (Run-Time Type Information). Dziata on dla klas polimorficznych, czyli
zawierajacych przynajmniej jedna metode wirtualna. Informacja o typie jest pobierana z tabeli metod
wirtualnych (vtable).

RTTI w C++ opiera sie na stosowaniu operatoréw typeid i dynamic_cast<T>. Operator typeid zwraca
obiekt typu std: :type_info, ktory zawiera zalezne od implementacji informacje a typie, takie jak jego
nazwa czy dane potrzebne do poréwnania dwoch typéw ze soba. Na obiektach typu std::type_info
mozna stosowaé operator rownosci sprawdzajacy identyczno$é typéw. Operator dynamic_cast<T> po-
zwala bezpiecznie rzutowaé¢ wskazniki lub referencje zgodnie z hierarchiag klas. Jesli rzutowanie wskaz-
nika sie nie powiedzie, zwraca nullptr. Jesli rzutowanie referencji sie nie powiedzie, rzuca wyjatek
std: :bad_cast. Umozliwia to bezpieczne rzutowanie obiektéw w hierarchii polimorficznej, gdy nie mamy
pewnosci, z jakim obiektem podrzednym pracujemy. Stosowanie dynamic_cast<T> nie zawsze wymaga
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uzycia RTTI, niektére konwersje (np. z klasy pochodnej na bazowa) moga sie odby¢ bez pozyskiwania
informacji o typie podczas wykonania programu.

#include <iostream>
#include <typeinfo>

class Parent {
public:
virtual ~“Parent() = default; // klasa polimorficzna (ma funkcje wirtualng)

I8

class Child : public Parent {
public:
void performChildAction() {
std::cout << "Child-specific method\n";

}
};
int main() A{
Parent* basePointer = new Child ();
std::cout << "Dynamic object type: " << typeid(*basePointer) .name() << std

::endl; // mazwa nalezna od implementacyjt

Child* childPointer = dynamic_cast<Child*>(basePointer); // bezpieczna
konwersja w do? uzywajgca RTTI

if (childPointer != nullptr) {
childPointer ->performChildAction () ;
} else {

std::cout << "Downcasting failed: object is not of type Child.\n";
}

delete basePointer;
return O;

RTTI dostarcza stosunkowo niewiele informacji. Daje mozliwos¢ sprawdzania zgodnosci typow, ale nie
pozwala np. odczytywaé listy metod czy pol klasy. Refleksja w Javie to duzo potezniejszy mechanizm,
ktory pozwala programowi nie tylko na sprawdzanie typu obiektu, ale na pelng inspekcje i modyfikacje
struktury klas, interfejséw, pol i metod w czasie uruchomienia, nawet jesli byty one prywatne. W Ja-
vie kazda klasa ma swoj obiekt-reprezentacje typu Class<?>. Za pomocg pakietu java.lang.reflect
programista moze przegladaé wszystkie pola, metody i konstruktory klasy (w tym prywatne), tworzyé
instancje klas dynamicznie (na podstawie nazwy w formacie String), wywolywaé metody oraz zmienia¢
wartosci pol, omijajac standardowe mechanizmy kontroli dostepu. Mozemy nawet tworzy¢ nowe klasy
tadujac dynamicznie bytecode (np. z jakiegos$ pliku) i przekazujac go do JVM’a, aby stworzyl z niego
klase.

import java.lang.reflect.Constructor;
import java.lang.reflect.Field;
import java.lang.reflect.Method;

class Secret {
private String secret = "value";

private void execute() {
System.out.println("Hidden method");
}
}

public class Main {
public static void main(String[] args) {
try {
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Class<?> clazz = Class.forName("Secret"); // dynamiczne wczytanie

klasy
System.out.println(clazz.getName ());

Method [] methods = clazz.getMethods(); // wszystkie publiczne

metody

for (Method m : methods) System.out.println(m.getName());

Field[] fields = clazz.getDeclaredFields(); // wszystkie pola

zadeklarowane w definicji klasy, w tym niepubliczne
for (Field f : fields) System.out.println(f.getName());

Object ins = clazz.getDeclaredConstructor () .newInstance(); //

tworzente obiektu

// dostep do prywatnego pola

Field codeField = clazz.getDeclaredField("secret");

codeField.setAccessible (true);

System.out.println("Original value: " + codeField.get(ins));
codeField.set (ins, "modified");
System.out.println("Modified value: " + codeField.get(ins));

// dostep do prywatnej metody

Method missionMethod = clazz.getDeclaredMethod("execute");

missionMethod.setAccessible (true);
missionMethod.invoke (ins) ;

} catch (Exception e) {
e.printStackTrace () ;
}

Refleksja jest bardzo poteznym narzedziem, ale wymaga sporego narzutu wydajnosciowego (sprawdza-
nie zabezpieczeil w czasie wykonania programu, brak mozliwosci zastosowania kompilacji JIT), ktérego
nie ma przy RTTI (mamy tylko dodatkowy wskaznik w vtable dla klas polimorficznych). Dynamiczne
manipulowanie struktura naszego programu nie jest dobra praktyka programistyczng i nalezy sie tego
wystrzega¢. Mimo to refleksja ma zastosowanie w frameworkach takich jak Spring, ktoére implementuja
automatyczne wstrzykiwanie zaleznosci i tworzenie obiektow na podstawie adnotacji. Stosuja ja row-
niez narzedzia do testowania takie jak JUnit, ktory wykonuje dynamiczne wyszukiwanie i uruchamianie
metod oznaczonych adnotacja @Test. Ponizej przyktad kodu, ktéry korzysta z adnotacji dostepnych w
Springu, aby stworzy¢ prosty serwer webowy. Programista nie musi recznie przypisywaé¢ funkcji hello
do endpointa /hello, pisze jedynie adnotacje, a Spring korzystajac z refleksji odnajduje ja.

import org.springframework.boot.SpringApplication;

import org.springframework.boot.autoconfigure.SpringBootApplication;

import org.springframework.web.bind.annotation.GetMapping;
import org.springframework.web.bind.annotation.RequestParam;
import org.springframework.web.bind.annotation.RestController;

@SpringBootApplication
QRestController
public class DemoApplication {
public static void main(String[] args) {
SpringApplication.run(DemoApplication.class, args);
}
@GetMapping ("/hello")

public String hello (@RequestParam(value = "name", defaultValue

String name) {
return String.format("Hello %s!", name);

}

= "World")
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I11.5.5 BI1BLIOTEKI GUI

Na przyktadzie obiektowego jezyka programowania przedstaw strukture klas stuzacych do
obstugi GUI. Opisz technike sterowania kierowanego zdarzeniami.

W obiektowych systemach GUI struktura klas opiera si¢ na wzorcu projektowym Kompozyt (Compo-
site). Pozwala on traktowaé¢ pojedyncze komponenty (np. przycisk) oraz ich grupy (up. panel zawierajacy
przyciski) w sposob jednolity. Wszystkie elementy graficzne dziedzicza po wspoluej klasie bazowej, two-
rzac drzewiasta hierarchie komponentéw. Przedstawimy taka strukture na podstawie biblioteki Swing,
ktora bazuje na starszym AWT (Abstract Window Toolkit). Mamy klase Component, ktora reprezentuje
obiekt posiadajacy reprezentacje graficzna, ktory mozna wyswietli¢ na ekranie i ktéry moze wchodzi¢ w
interakcje z uzytkownikiem. Po niej dziedziczy klasa Container, ktéra reprezentuje komponent zawiera-
jacy w sobie inne komponenty. Sa to bardzo ogdlne klasy AWT, po ktoérych dziedzicza konkretne klasy
biblioteki Swing.

JFrame jest klasa reprezentujaca okno aplikacji. Do takiego okna mozna dodawaé¢ komponenty, ktore zwy-
kle sg typu JComponent (dziedziczy po Container z AWT i jest bazowa klasg wszystkich komponentow
w Swingu poza takimi jak JFrame). Istnieja komponenty agregujace, takie jak JPanel, ktore umozli-
wiaja polaczenie komponentéw w jedna grupe i pézniejsze wy$wietlenie ich na ekranie w jednym miejscu
(za pomoca menedzeréw uktadu takich jak BorderLayout). Mamy komponenty takie jak JScrollPane,
ktore opakowuja inny komponent i dodaja do niego jakas funkcjonalnosé (w tym przypadku scrollbar).
Na samym dole drzewa komponentéw leza komponenty atomowe, ktore sg konkretnymi obiektami na
ekranie, np. JButton, JLabel, JCheckBox.

Takie wykorzystanie dziedziczenia umozliwia ponowne wykorzystanie bardzo duzej ilosci kodu (np. im-
plementujacej wyswietlanie komponentéw na ekranie). Do tego dzieki polimorfizmowi zazwyczaj nie
musimy przejmowac sie konkretnym typem danego komponentu. To umozliwia nam tatwe stworzenie
opisanej struktury drzewiastej.

W tradycyjnych programach konsolowych to kod decyduje o kolejnosci wykonywania operacji (przeptyw
jest sekwencyjny). W aplikacjach GUI przeptyw programu jest determinowany przez akcje uzytkownika
(klikniecie mysza, wcisniecie klawisza) lub zdarzenia systemowe. Wymaga to od nas innego podejscia do
sterowania przeplywem programu. Stosujemy technike sterowania kierowanego zdarzeniami, oparta na
wzorcu projektowym Observer — obiekty deklaruja cheé bycia powiadomionym o danym zdarzeniu i po
dostaniu o nim informacji wykonuja pewna akcje.

Mechanizm sterowania kierowanego zdarzeniami opiera sie na istnieniu nieskonczonej petli zdarzen, w
Swingu nazywanej Event Dispatch Thread (EDT). Odbiera ona informacje przychodzace od systemu ope-
racyjnego (dotyczace na przyklad interakeji z uzytkownikiem), opakowuje je w obiekty reprezentujace
konkretne zdarzenia (w Swingu ActionEvent) i wrzuca na kolejke zdarzer. Nastepnie pobiera zdarzenia
z kolejki i powiadamia obiekty, ktore zadeklarowaly cheé otrzymywania powiadomien o zdarzeniach tego
typu. Dzieje sie to za pomoca obiektéw klasy ActionListener, ktére moga zostaé dodane jako nastuchu-
jace odpowiednich typow zdarzei, takich jak klikniecie w ustalony przycisk. Taka architektura pozwala
na asynchroniczne reagowanie na zdarzenia przychodzace od uzytkownika. Jest tez tatwo rozszerzy¢ ja o
kolejne zdarzenia, bez ingerencji w juz istniejacy kod.

import javax.swing.x*;

import java.awt.event.ActionEvent;
import java.awt.event.ActionListener;
import java.awt.BorderLayout;

// kontener najwyzszego poziomu - gtéwne okno aplikacji
public class App extends JFrame {
public App() {
setTitle ("GUI Example");
setSize (400, 200);
setDefaultCloseOperation (JFrame.EXIT_ON_CLOSE) ;
setLocationRelativeTo (null);

// tworzentie komponentdw
JPanel mainPanel = new JPanel();
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JButton clickMeButton = new JButton("Click Me!");

// budowanie hierarchii drzewiastej
mainPanel.add(clickMeButton) ;
add (mainPanel, BorderLayout.CENTER) ;

// rejestrowante checi powiadomienia o zdarzeniu

clickMeButton.addActionListener (new ActionListener () {
// metoda wywolana asynchronicznie w momencie zdarzenia
@0verride
public void actionPerformed(ActionEvent event) {

JOptionPane.showMessageDialog (App.this, "Button clicked.");

}

s

}

public static void main(String[] args) {
// bezpieczne uruchomienie aplikacji GUI w dedykowanym wgtku EDT
SwingUtilities.invokeLater (new Runnable () {
@0verride
public void run() {
App app = new App();
app.setVisible (true);

1) 8

I1.5.6 KONSTRUKCJA I DESTRUKCJA OBIEKTOW

Poréwnaj mechanizmy konstrukeji i niszczenia obiektow w jezykach C+-+ i Java. Wskaz mocne i
stabe punkty kazdego z podejsc.

Zarowno w C++, jak i w Javie konstrukcja obiektéw odbywa sie za pomoca konstruktoréw. Funkcjonuja
one jednak w troche inny sposéb. W C++ mamy do dyspozycji konstruktory domyslne, parametryczne
(majace jakies argumenty), kopiujace i przenoszace. W Javie nie ma konstruktoréw kopiujacych i prze-
noszacych.

W C++ obiekty standardowo umieszczane sg na stosie. Pamieé na nie jest przydzielana automatycznie
i bardzo szybko (wystarczy przesunac¢ wskaznik stosu). W momencie zakoriczenia wykonywania danego
bloku kodu nastepuje destrukcja obiektéw w nim zadeklarowanych — wykonuje si¢ destruktor. Jest to
funkcja, ktorej zadaniem jest zwolnienie zasobéw zajetych przez destruowany obiekt.

class Point {
int x, y;

public:
Point (int a, int b) : x(a), y(b) {}
};

int main() {

{
Point p(1,2);
} // nastepuje destrukcja

W C++ mozemy alokowaé¢ pamieé¢ na konstruowane obiektu w sposob dynamiczny, na stercie. Wtedy
tworzony obiekt jest tam umieszczany i nie przestaje istnie¢ do momentu recznego zakonczenia jego zycia
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i zwolnienia pamieci. W szczegélnosci obiekty moga alokowaé pamieé¢ dynamicznie w swoich konstrukto-
rach. W takim przypadku nalezy pamietaé¢ o zwolnieniu tej pamieci w destruktorze.

class Point {
int *c;

public:
Point (int a, int b) {
¢ = new int[2];
c[0] = a;
cl1] b;

}

“Point () {
delete[] c;
}
I3

int main() {
Point *p;
{
p = new Point(1,2);
} // obiekt przezywa
delete p;

Kluczows technikag w C++ jest RAII (Resource Acquisition Is Initialization). Polega ona na tym, ze
zasoby (pamieé, otwarte pliki, polaczenia z baza danych) sa blokowane w konstruktorze obiektu, a zwal-
niane automatycznie w jego destruktorze. Dzieki temu programista korzystajacy z obiektéw nie musi
pamietac¢ o zwalnianiu zasobow (o ile sam nie alokuje czego$ dynamicznie).

class File {

FILEx* f;
public:

File(const char* name) {
f = fopen(name, "r"

}

“File() {
fclose (f);

}

I8

W nowszych wersjach C+-+ powstaly tak zwane inteligentne wskazniki, ktére umozliwiaja korzystanie
z RAII w przypadku pamieci alokowanej na stercie. std: :unique_prt jest obiektem reprezentujacym
jedyny wskaznik na dane na stercie, ktore zostang zwolnione w momencie jego zniszczenia. Taki obiekt
moze zostaé przeniesiony, ale nie skopiowany. Z kolei std: : shared_prt implementuje zliczanie istnieja-
cych referencji do danych. Obiekt na stercie zyje tak dtugo, jak dtugo istnieje cho¢ jeden shared_ptr
na niego wskazujacy. Ponizej zastosowanie zakladajace, ze Point ma zaimplementowany konstruktor
przenoszacy.

{
unique_ptr <Point> p;
{
unique_ptr <Point> tmp = make_unique<Point>(1,2);
p = std::move(tmp);
} // dane nie znikajg
} // dopiero teraz

W Javie wszystkie obiekty konstruowane sa na stercie. Mimo to programista nie musi przejmowaé sie
zwalnianiem pamieci po nich. W momencie utraty wszystkich referencji do danego obiektu staje sie
on kandydatem do usuniecia przez tak zwany Garbage Collector — automatyczny proces dzialajacy w
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tle maszyny wirtualnej (JVM), ktory co jaki§ czas skanuje sterte i usuwa nieuzywane obiekty. Moment
usuniecia nie jest okreslony przez programiste. Mozna jedynie zasugerowaé maszynie wirtualnej, aby
wykonata proces usuwania niepotrzebnych obiektéw, ale nie jesteSmy w stanie tego wymusié. Historycznie
istniala metoda protected void finalize() wykonywana przez Garbage Collector przed usunieciem
pamieci obiektu, ale ze wzgledu na niedeterministyczny charakter procesu niszczenia obiektéw nigdy nie
mozna byto mie¢ pewnosci, ze sie wykona. Dlatego zostala zdeprecjonowana.

class Point {
private int x, y;

public Point (int x, int y) {
this.x = x;
this.y = y;

}

Point p = new Point(1,2);
p = null;
System.gc(); // to nie musi mnic 2zrobié

7 powodu braku destruktoréw nie funkcjonuje mechanizm RAII i zdobyte zasoby musza zosta¢ zwolnione
recznie lub za pomoca bloku try-with-resources.

FileInputStream file = new FileInputStream("a.txt");
file.read ();
file.close();

try (FileInputStream file = new FileInputStream("a.txt")) {
file.read ();
}

Podsumowujac, C++ daje nam wieksza swobode w sposobie zarzadzania pamiecia, udostepnia zaréwno
szybkie tworzenie obiektow na stosie, jak i wolniejsza ale bardziej trwata sterte. Mechanizm destruktorow
powoduje, ze moment zniszczenia obiektu jest pewny, co umozliwia funkcjonowanie bardzo wygodnego
RAII Ten system jest bardzo wydajny, bo nie potrzebuje Garbage Collectora, a do tego daje programi-
$cie duza kontrole nad pamiecia. Jego wada jest spore ryzyko btedow — tatwo sie pomyli¢ w zarzadzaniu
pamiecia, co prowadzi do wyciekéw pamieci lub podwojnego jej zwalniania. Takie btedy sa bardzo trudne
do wykrycia i naprawienia. Z kolei Java eliminuje potrzebe recznego zarzadzania pamiecia — wszystkim
automatycznie zajmuje sie¢ Garbage Collector. Minusem jest brak deterministycznego niszczenia, co unie-
mozliwia RAII oraz wiekszy narzut zwiazany z dziatlaniem Garbage Collectora w maszynie wirtualnej.

I1.5.7 STANDARDOWE BIBLIOTEKI KONTENEROW

Przedstaw standardowe biblioteki kontenerow dostepnych w jezykach C++ i Java. Opisz
zastosowania poszczegdlnych klas.

Kontenery sg strukturami danych stuzacymi do przechowywania i organizowania kolekcji obiektow. Za-
rowno C+-+, jak i Java dostarczaja bogate biblioteki standardowe zawierajace gotowe implementacje
najczesciej uzywanych struktur danych. W C++ podstawowa biblioteka jest STL (Standard Template
Library). W Javie odpowiednikiem jest Java Collections Framework (JCF).

Kontenery sekwencyjne (tablice i listy) stuza do przechowywania elementéw w okreslonej liniowej kolej-
nosci. Najczesciej stosowana jest dynamiczna tablica, czyli std: :vector w C++ i ArrayList w Javie.
Jest to najbardziej uniwersalny kontener, idealny, gdy potrzebujemy bardzo szybkiego dostepu do ele-
mentoéw po indeksie (czas staly) oraz gdy elementy sa dopisywane gloéwnie na koricu. Warto wiedzieé, ze
std: :vector gwarantuje ciagtosé pamieci w RAMie, dzieki czemu cache zachowuje sie dobrze. ArrayList
nie daje takich gwarancji — przechowuje tablice referencji do obiektéw rozrzuconych w pamieci. Innym

Programowanie Obiektowe Strona 126/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

kontenerem sekwencyjnym jest lista dwukierunkowa, czyli std::1ist w C+-+ i LinkedList w Javie.
Stosowana, gdy zachodzi potrzeba czestego wstawiania lub usuwania elementow ze srodka, poczatku lub
konca kolekeji (czas staly przy znanym iteratorze). Jej wada jest brak dostepu do konkretnego elementu
po indeksie, odszukanie elementu wymaga przejscia calej listy.

Kontenery asocjacyjne i zbiory stuza do przechowywania unikalnych elementéw (zbiory) lub par klucz-
warto$¢ (mapy), gdzie klucz pozwala na szybkie odnalezienie wartosci. Moga to by¢ struktury oparte na
drzewach BST lub tablicach haszujacych. Te pierwsze to std::set i std::map w C++ oraz TreeSet
i TreeMap w Javie. Maja zastosowanie, gdy chcemy mieé¢ dostep do elementéw posortowanych (i na
przyktad wykonywaé na nich wyszukiwanie binarne) lub chcemy znalezé¢ wszystkie elementy mniejsze od
ustalonego. Sa one zaimplementowane za pomocy drzew czerwono-czarnych, zatem czas wyszukiwania,
wstawiania i usuwania jest logarytmiczny. Struktury oparte na tablicach haszujacych to odpowiednio
std: :unordered_set i std: :unordered_map w C++ oraz HashSet i HashMap w Javie. Maja zastosowa-
nie jako szybkie stowniki lub gdy chcemy sprawdzi¢ unikalno§é jakiegos elementu w rozwazanym zbiorze.
Najbardziej wydajne, gdy nie interesuje nas kolejnosé elementoéw. Sa to struktury randomizowane, kto-
rych oczekiwany czas operacji jest staly.

Dodatkowo istnieja tak zwane adaptery kontenerow, ktore ograniczaja interfejsy zwyklych konteneréw,
aby wymusi¢ konkretny sposob dostepu. Sa to stosy, kolejki i kolejki dwustronne, w C++ odpowiednio
std: :stack, std::queue i std: :deque. W Javie kolejka i kolejka dwustronna sg interfejsami (Queue i
Deque) implementowanymi na przyklad przez ArrayDeque. Istnieje klasa Stack, ale wedlug dokumentacji
lepiej jest uzywaé ArrayDeque jako stosu (jest to szybsze). Istnieja tez kolejki priorytetowe, odpowiednio
std: :priority_queue i PriorityQueue implementowane za pomoca kopca.

Mimo zbieznosci struktur, obie biblioteki opierajg sie na innych fundamentach. W C++ kontenery sa
szablonami. Istnieja osobne od konteneréw biblioteki iteratoréw i algorytmow. Iteratory dziela sie na kilka
typow: input iterators oraz output iterators (do czytania i pisania), forward iterators (przechodzenie po
elementach w jednym kierunku, jak w std: : forward_list), bidirectional iterators (przechodzenie w obu
kierunkach, jak w std: :set), random access iterators (dostep indeksowy, jak w std::vector). Istnieja
zaimplementowane w STLu algorytmy, ktore przyjmuja odpowiednie iteratory i wykonuja operacje na
przedziale przez nie zdefiniowanym, jak na przyktad std::sort, std::reverse, std::lower_bound,
ktore przyjmuja odpowiednio random access iterators, bidirectional iterators i forward iterators.

W Javie architektura oparta jest na typach generycznych i hierarchii interfejséow (np. List, Set,
Map) implementowanych przez konkretne struktury. Ogolnie wszystkie kontenery implementuja inter-
fejs Collection. Iteratory dzialaja podobnie, jako intefejsy. Istnieje interfejs Iterator definiujacy
podstawows funkcjonalno$é przechodzenia do przodu po elementach kolekcji. Rozszerza go interfejs
ListIterator, ktory dodatkowo umozliwia przechodzenie w tyt. Intefejs Iterator ma metode remove,
a ListIterator dodatkowo set i add, ktore umozliwiaja modyfikowanie kolekcji, po ktorej itera-
tor sie iteruje. Zaleznie od implementacji moga one jednak nie istnie¢, w takim przypadku rzucaja
UnsupportedOperationException. Konkretne implementacje konteneréw udostepniaja swoje implemen-
tacje iteratorow.

W C-++ wystepuje mechanizm uniewazniania iteratorow (iterator invalidation): jesli kontener zosta-
nie zmodyfikowany (inaczej niz za posrednictwem iteratora), to dalsze korzystanie z wczesniej utwo-
rzonego iteratora jest Undefined Behaviour. W Javie z kolei dziala mechanizm Fail-Fast: jesli ko-
lekcja zostanie zmodyfikowana w trakcie iteracji za pomoca metod samej kolekcji, iterator rzuci
ConcurrentModificationException przy probie skorzystania z niego. W C++ kontenery przechowuja
kopie obiektow, w Javie kontenery przechowuja wytacznie referencje do obiektow alokowanych na stercie

W C++ istnieja tablice o stalym rozmiarze std::array<T,size> oraz wspomniane wczesniej jedno-
kierunkowe listy std::forward_list, ktorych nie ma w Javie. W Javie z istnieja LinkedHashMap i
LinkedHashSet, ktore lacza tablice haszujaca z lista dwukierunkowa i zapewniaja staly czas operacji,
zachowujac jednocze$nie kolejnosé elementow.

W Javie istnieja do tego wspotbiezne kontenery, ktore umozliwiaja wielowatkowy dostep do danych i ich
modyfikacje. Sa to na przyklad ConcurrentHashMap, ConcurentSkipListMap (mapa zaimplementowana
za pomocy struktury Skip List) czy ArrayBlockingQueue (kolejna z mozliwoscia blokowania sie na pustej
lub pelnej kolejce). W C++ nie ma odpowiednikow takich struktur.
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ITI.1 Inzynieria Danych

PODSTAWOWE DEFINICJE
SZBD - System Zarzadzania Baza Danych.

Superklucz - zbiér atrybutéow relacji, ktore jednoznacznie wyznaczaja pozostate atrybuty relacji. Mini-
malne na zawieranie superklucze nazywamy kluczami. Kluczem gtéwnym relacji nazywamy pewien
jej wybrany, ustalony klucz.

Atrybuty podstawowe — atrybuty relacji, ktore naleza do pewnego jej klucza. Pozostale atrybuty to
atrybuty wtorne.

Atrybuty zloZzone — atrybuty relacji sktadajace sie z wielu wartosci, na przyktad zbiory, tabele. Atry-
buty, ktére nie sa zlozone nazywamy atomowymi.

Relacje zagniezdzone — to takie, w ktérych moga wystepowaé atrybuty ztozone.

I11.1.1 NORMALIZACJA

Na czym polega normalizacja bazy danych i w jakim celu sie ja stosuje?

Schemat bazy danych to struktura calej bazy danych (lub jej czesci), definiujaca relacje (tabele), ich
atrybuty (kolumny), typy danych, klucze gléwne i obce oraz ograniczenia integralnosciowe.

Redundancja to wielokrotne, niepotrzebne przechowywanie tej samej informacji w bazie danych. Anoma-
lia modyfikacji to bledy, niespojnosci lub ograniczenia pojawiajace sie podczas operacji na bazie danych,
ktore sa wynikiem tego, ze wystepuje redundancja.

Normalizacja to technika projektowania bazy danych majaca na celu stworzenie schematow relacji,
ktore nie posiadaja niepozadanych cech. Celem normalizacji jest ograniczenie redundancji.

Jak przebiega?
e Na podstawie zaleznosci funkcyjnych miedzy atrybutami identyfikujemy te sposrod schematow
relacyjnych, ktore obarczone sa ryzykiem redundancji i anomalii modyfikacji.
e Po tym jak wykryjemy wszystkie wystepujace zaleznosci funkcyjne nastepuje dekompozycja sche-
matéw na mniejsze (minimalizujq niebezpieczenistwo rozspdjnienia danych).
e Przeprowadzamy testy, ktore wykryja, czy nie naruszyliémy zasad postaci normalnych.

Pierwsza posta¢ normalna (1NF) — wartosci atrybutow sg atomowe, nie ma powtorzen. W miejsce
relacji zagniezdzonych (schematéw z atrybutami wielowarto§ciowymi) tworzymy muiejsze relacje.

Dekompozycja: Schemat R(X,{Y}) z atrybutem wielowartosciowym (lub relacja zagniezdzona) {Y '} roz-
kladamy na relacje R;(X) oraz nowa relacje Ro(C,Y), gdzie C jest kluczem glownym R. Na przyklad
z

studenci(nr_indeksu, nazwisko, {egzaminy(kurs, ocena)})
robimy
studenci(nr_indeksu, nazwisko), egzaminy(nr _indeksu, kurs, ocena).
Definicja. Zaleznosé funkcyjna (X — Y) zachodzi w schemacie relacji, jezeli dla kazdej dopuszczalnej
instancji tej relacji dwie krotki majace réwne warto$ci na atrybutach ze zbioru X musza mieé réwniez
rowne wartosci na atrybutach ze zbioru Y. Zaleznos¢ funkcyjna X — Y nazywamy pelna, gdy Y nie

jest funkcyjnie zalezny od zadnego wlasciwego podzbioru X. W przeciwnym wypadku zaleznosé jest
czesciowa. Zalezno$é funkcyjna X — Y jest nietrywialna, gdy Y nie jest podzbiorem X.
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Druga postaé¢ normalna (2NF) — relacja jest w INF oraz zaden atrybut wtorny nie jest czesciowo
funkcyjnie zalezny od jakiegokolwiek klucza relacji.

Dekompozycja: Jezeli pelna zaleznoéé funkeyjna X — Y narusza warunki 2NF, to relacje R(X,Y, Z)
rozkladamy na dwie relacje: R;(X,Y") oraz Ro(X, Z). Na przyklad w

egzaminy(nr_indeksu, nazwisko, przedmiot, ocena)
kluczem jest numer indeksu i przedmiot, ale nazwisko wynika z numeru indeksu. Rozbijamy wiec na
studenci(nr _indeksu, nazwisko), egzaminy(nr_indeksu, przedmiot, ocena).

Trzecia posta¢ normalna (3NF) - relacja jest w INF oraz dla dowolnej nietrywialnej zaleznosci
funkcyjnej X — A zachodzi jeden z warunkéw: X jest superkluczem lub A jest atrybutem podstawowym.

Dekompozycja: Jezeli nietrywialna zaleznosé X — A narusza warunki 3NF (X nie jest superkluczem),
to relacje R o zbiorze wszystkich atrybutow U rozkladamy na dwie mniejsze relacje: Ry (X, A) (gdzie X
staje sie kluczem) oraz Ry(U \ {A}). Na przyktad w

pracownicy (imie, nazwisko, instytut, adres)
instytut nie jest superkluczem, a wyznacza adres. Rozbijamy wiec na
pracownicy (imie, nazwisko, instytut), instytuty (instytut, adres).

Postaé¢ normalna klucza elementarnego (EKNF') - relacja jest w INF oraz dla dowolnej nietrywial-
nej zaleznosci funkcyjnej X — A zachodzi jeden z warunkow: X jest superkluczem lub A jest atrybutem
nalezacym do klucza glownego (zwanego tez podstawowym, elementarnym).

Dekompozycja: Jezeli nietrywialna zaleznos¢ X — A narusza warunki EKNF (X nie jest superkluczem),
to relacje R o zbiorze wszystkich atrybutow U rozkladamy na dwie mniejsze relacje: Ry (X, A) (gdzie X
staje si¢ kluczem) oraz Ra(U \ {A}). Na przyktad dla

pracownicy (nazwisko, wydzial, dziekan)

kluczem moze byé¢ nazwisko i dziekan lub nazwisko i wydzial. Dziekan i wydzial nawzajem od siebie
zaleza. Przy kazdym wyborze klucza gléwnego jedna z tych zaleznosci narusza EKNF. Rozbijamy na

pracownicy (nazwisko, wydzial), wydzialy(wydzial, dziekan).

Postaé¢ normalna Boyce’a-Codda (BCNF) — relacja jest w INF oraz dla kazdej nietrywialnej zalez-
nosci funkcyjnej X — A zbior X jest superkluczem tej relacji.

Dekompozycja: Jezeli nietrywialna zaleznosé X — A narusza warunki BCNF (X nie jest superkluczem),
relacje R o zbiorze wszystkich atrybutow U rozkladamy na dwie mniejsze relacje: Ry(X, A) (gdzie X
staje si¢ kluczem) oraz Ra(U \ {A}). Rozwazmy relacje

pracownicy (nazwisko, uniwersytet, telefon).

7 nazwiska i uniwersytetu wynika telefon, a z telefonu uniwersytet. Jesli przyjmiemy nazwisko i uniwer-
sytet za klucz gltowny, to relacja jest w EKNF. Nie jest jednak w BCNF. Musimy rozbi¢

uniwersytety (telefon, uniwersytet), pracownicy(nazwisko, telefon).

Definicja. Niech XY, Z beda zbiorami atrybutow, ktore razem zawieraja wszystkie atrybuty relacji R.
Niech Z bedzie roztaczne z X UY. Zaleznosé wielowartosciowa (X — Y') zachodzi w schemacie relacji
R, gdy dla dowolnych krotek t1, to takich, ze t1[X] = t2[X] istnieje krotka t3 taka, ze 1[X,Y] = t3[X, Y]
oraz ta[Z] = t3[Z]. Zaleznos¢ wielowartosciowa jest nietrywialna, gdy Y nie jest podzbiorem X i Z jest
niepusty.

Intuicyjnie zaleznosé wielowartosciowa znaczy, ze przy ustalonym X wartosci Y i Z wystepuja we wszyst-
kich mozliwych kombinacjach. Dlatego nalezy rozdzieli¢ je od siebie — gdy beda w roznych tabelach dalej
bedziemy wiedzieé¢, ze nalezy je polaczy¢ ,kazdy z kazdym”.

Przyklad. W relacji studenci(id, kurs, hobby) mamy iloczyn kartezjariski wszystkich kurséw i hobby
danego studenta. Wtedy id — kurs i id — hobby, bo jesli mamy dwa wpisy dla jednego studenta, to
musi istnie¢ wpis z takim kursem i hobby, jak odpowiednio dla pierwszego i drugiego wpisu.

Propozycja. Kazda zaleznosé¢ funkcyjna jest zaleznoscia wielowartosciows.
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Dowdd. Niech X — Y bedzie zaleznoscia funkcyjna. Niech Z bedzie zbiorem atrybutéw nie wystepuja-
cych w X UY. Jesli mamy krotki ¢1,to takie, ze t1[X] = t2[X], to t1[Y] = t2[Y]. Zatem t3 jest krotka,
ktorej istnienia zada definicja zaleznosci wielowartosciowe;j. O

Czwarta posta¢ normalna (4NF) — relacja jest w INF oraz dla kazdej nietrywialnej zaleznosci
wielowartosciowej X — Y zbior X jest superkluczem tej relacji.

Dekompozycja: Jezeli nietrywialna zaleznosé wielowartosciowa X — Y narusza 4NF, to oznaczamy Z =
U\ (X UY)) i dekomponujemy relacje na dwie niezalezne tabele: Ry (X,Y) oraz Ry(X, Z). Wspomniana
wyzej relacje

studenci(id, kurs, hobby)
rozbijamy na
studenci(id, kurs), studenci hobby(id, hobby).
Hierarchia postaci normalnych: INF C 2NF C 3NF C EKNF C BCNF C 4NF.
Normalizacja baz danych prowadzi do:
e zmniejszenia ilosci danych bez utraty wiedzy (pozbycie sie redundancji),

e unikniecia probleméw anomalii dodawania, aktualizacji 1 usuwania (nie trzymamy tej samej wia-
domosci w réznych miejscach),

e koniecznosci laczenia tabel (czyli spowolnienia wykonywania pewnych zapytan),

e umorzliwienia tworzenia wiekszej liczby indeksow, (czyli przyspieszenia wykonywania niektorych
zapytan),

e bardziej efektywnego przetwarzania i sktadowania tabel na dysku,

e szybszego zarzadzania transakcjami.

II1.1.2 TRWALOSC DANYCH

Omoéw mechanizmy zapobiegajace utracie danych w przypadku wystapienia awarii.

Baza danych przechowuje swoje dane glownie w pamieci nieulotnej (np. na dysku). Taka pamieé jest
jednak wolniejsza od pamieci RAM. Dlatego wszystkie operacje sa wykonywane w oparciu o pamieé
podreczng. Dane sg modyfikowane w buforze w pamieci RAM, a potem dopiero przerzucane na dysk.

SZBD musi pilnowaé, aby zmiany dokonane przez zatwierdzong transakcje byly trwate i nie zniknely w
razie awarii, natomiast zmiany transakcji wycofanej lub przerwanej przez awarie zostaly cofniete. Sprawa
jest o tyle skomplikowana, ze cze$é¢ zmian mogla istnie¢ jedynie w buforze i nie zostalta zapisana, a cze$¢
jest juz na dysku.

Typy awarii

e bledy podczas wykonywania transakcji: bledy logiczne (np. naruszenie ograniczer integralnoscio-
wych) oraz bledy systemowe (np. zakleszczenia),

e awarie systemu: awaria sprzetu (np. wytgczenie zasilania) oraz btad w oprogramowaniu,
e uszkodzenia dysku.

System bazodanowy powinien odtworzy¢ baze po zaistnieniu awarii pierwszych dwoch typow. Z trzecim
rodzajem awarii mozna poradzié¢ sobie przez replikacje bazy i rozproszenie danych.

W przypadku awarii przeprowadzane sa dwa rodzaje operacji.

UNDO - wycofuje z dysku ,brudne” zmiany, ktore system zdazyl tam wgraé, ale ich transakcja nigdy
nie zostala ukoriczona,/zatwierdzona — zapewnia atomowosc.
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REDO - odtwarza zmiany wykonane przez zatwierdzone transakcje, ktore nie zdazyty zapisaé sie na
dysku twardym przed awaria — zapewnia trwalosci.

Strategie SZBD

Czy SZBD pozwala niezatwierdzonej transakcji nadpisa¢ ostatnio zmieniong warto$¢ w pamieci trwaltej?
e STEAL: tak
e NO-STEAL: nie

Czy SZBD wymaga, aby wszystkie modyfikacje wykonane przez transakcje byly odzwierciedlone w pa-
mieci trwatej zanim transakcja moze zosta¢ uznana za zatwierdzona?

e FORCE: tak
e NO-FORCE: nie

Stosujac strategie NO-STEAL + FORCE mozemy uniknaé wykonywania sekwencji UNDO (na dysku
nie ma zmian do wycofania) i REDO (zatwierdzone transakcje musialy zapisa¢ zmiany). Jest to jed-
nak nieefektywne i moze prowadzi¢ do samozakleszczenia transakcji, gdy zabraknie miejsca w buforze.
Generalnie chcemy, aby SZBD mogt zapisywaé¢ dane na dysk, gdy brakuje mu miejsca w RAMie (czyli
STEAL) oraz nie musial zapisywaé¢ danych zakonczonej transakeji, aby ja zatwierdzi¢ (czyli NO-FORCE),
bo wymaga to czestego pisania na dysk, a to jest wolne. Do tego wspoélczesne bazy danych blokuja po-
jedyncze wiersze (rekordy), a nie calte strony pamieci. Jesli jedna strona zawiera rekord zmodyfikowany
przez Transakcje A (zatwierdzona) i rekord zmodyfikowany przez Transakcje B (niezatwierdzona), to
przy strategii NO-STEAL + FORCE nie da sie tej strony ani poprawnie zapisa¢ (bo B jeszcze trwa), ani
przetrzymaé w RAM-ie (bo A chce zrobi¢ Commit). Dlatego podstawowa kombinacja strategii zarzadza-
nia buforem danych jest kombinacja STEAL + NO-FORCE. Musimy przez to implementowa¢ algorytmy
radzace sobie z awariami, ale bardzo duzo zyskujemy przy normalnej pracy systemu.

Protokot WAL (Write-Ahead Log) wykorzystuje strategic STEAL + NO-FORCE, zapewniajac atomo-
wos¢ 1 trwalosé bazy. Poza plikami z danymi przechowywaé bedziemy plik z logami (dziennik), w ktorym
zapisywane beda wszystkie zmiany dokonywane przez transakcje. Taki plik znajduje sie poza pamiecia
ulotng i zawiera wystarczajace informacje, aby wykona¢ odpowiednie operacji UNDO i REDO. Roz-
poczecie i zatwierdzenie kazdej transakcji jest odnotowywane w odpowiednim wpisie. Zanim transakcja
zostanie uznana za zatwierdzona, wszystkie informacje o niej musza si¢ znalezé w logu zapisanym na

dysku.

Checkpoints
e Stuza do tego, aby logi nie rosty w nieskoniczonosé i aby skrécié czas odzyskiwania bazy.

e Gdy system tworzy checkpoint, zrzuca na dysk wszystkie dotychczasowe wpisy z loga oraz rzeczy-
wiste zmodyfikowane strony danych.

e W przypadku awarii system moze calkowicie zignorowaé transakcje, ktore zostaly zatwierdzone
przed ostatnim checkpointem. System skupia si¢ tylko na REDO i UNDO transakcji po zapisie
checkpointu.

Algorytm ARIES (Algorithm for Recovery and Isolation Exploiting Semantics)

Popularna metoda odtwarzania bazy korzystajaca z protokotu WAL, gdzie kazdy wpis w logu posiada
swoj numer LSN (Log Sequence Number). Do tego trzymamy tabele transakeji (gdzie sa identyfikatory
niezatwierdzonych transakeji i numery LSN ich ostatnich zmian) oraz tabele brudnych stron (identyfi-
katory brudnych stron i numery LSN pierwszych wpisow, ktore je brudza). Algorytm dziala w trzech
gtownych fazach:

e Analiza: System czyta dziennik, by odtworzy¢ stan z momentu tuz przed awaria. Przeszukuje logi
pod katem niezatwierdzonych transakcji oraz ,,brudnych stron”, na ktérych wystapity modyfikacje.

e REDO: Algorytm odtwarza historie — aplikuje ponownie wszystkie zmiany poczawszy od najstar-
szej nieutrwalonej modyfikacji az do momentu awarii.
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e UNDO: System czyta dziennik od konca i wycofuje wszelkie operacje wykonane przez transakcje,
ktore w chwili awarii nie byly jeszcze zatwierdzone (zapisuje przy tym nowe logi, aby nie zapetli¢
sie w razie wystapienia kolejnej awarii).

I11.1.3 OPTYMALIZACJA ZAPYTAN

[ Przedstaw podstawowe techniki stosowane w procesie optymalizacji zapytan w bazach danych.

Proces optymalizacji polega na przeksztalceniu zapytania SQL (wskazujacego co pobra¢) w optymalny
plan wykonania (okreslajacy jak pobraé dane najnizszym kosztem). Zapytanie zapisane przez uzytkow-
nika moze zosta¢ wykonane na wiele rownowaznych sposobéw. Zadaniem optymalizatora zapytan jest
wybor najkorzystniejszego planu wykonania.

Zapytanie SQL — Algebra relacyjna — Dostosowane wyrazenie — Plan fizyczny

Zaczynamy od zapytania SQL, ktore przeksztalcamy do wyrazenia w algebrze relacyjnej. Nastepnie
korzystamy z praw algebry relacyjnej i przeksztalcamy zapytanie bez zmiany jego wyniku:

e Pchanie selekcji w dot (Predicate Pushdown): Filtrowanie wierszy (WHERE) na jak najwczes$niejszym
etapie, przed kosztownymi ztaczeniami tabel.

e Pchanie rzutowania w dét (Projection Pushdown): Wezesne odrzucanie kolumn, ktérych nie ma w
ostatecznym wyniku (SELECT), by nie obciazaé¢ pamieci.

o Splaszczanie podzapytan (Subquery Unnesting): Przeksztalcanie mato wydajnych podzapytan w
standardowe operacje zlaczenia (JOIN).

e Zmiana kolejnosci operacji: Wykorzystanie przemiennosci, tacznosci i rozdzielnosci dziatan, aby
wybraé¢ najtaiisza kolejnosé¢ (np. kolejnosé¢ wykonywania JOINOw).

e FEliminacja redundantnych warunkéw: Usuwanie tautologii (np. WHERE 1=1) lub sprzecznosci (np.
WHERE ID = 5 AND ID = 6).

Nastepnie dokonujemy optymalizacji fizycznej — decydujemy, jak dane zostana pobrane z dysku/pamieci
i jakie konkretne algorytmy zostana uzyte.

e Mozemy wykorzystywac indeksy, aby szybko odnajdywaé rekordy o danej wartosci danego atrybutu.
Dzieki temu zamiast liniowego przejscia po tabeli mamy logarytmiczna operacje na strukturze
indeksu (na przyklad B-drzewie).

e Mamy rozne strategie wykonywania ztaczen (Join Strategies), na przyklad Nested Loop Join (po-
dwojna petla przegladajaca tabele), Index Nested Loop Join (petla, w ktorej rekordy drugiej tabeli
sa znajdowane przez indeks), Sort-Merge Join (posortowanie obu tabel i przejscie przez nie), Hash
Join (budowa tablicy haszujacej dla mniejszej tabeli i przeszukiwanie przez druga relace).

e Do grupowania i agregacji (klauzula GROUP BY) wykorzystujemy indeksy lub agregacje haszujaca
(za pomoca tablic haszujacych).

e Do sortowania mozemy wykorzysta¢ indeksy, mozemy wyeliminowaé z zapytania redundantne sorto-
wania. Sortowanie duzych zbioréw danych mozemy realizowaé¢ za pomocs zewnetrznego sortowania
przez scalanie — sortujemy mate zbiory danych (mieszczace sie w RAMie), a nastepnie scalamy
je. Czasem stosujemy sortowanie nawet, gdy uzytkownik nie prosi o to wprost, np. przy usuwaniu
duplikatow, ztaczaniu albo agregacji.

Nowoczesne systemy stosuja optymalizacje kosztows (Cost Based Optimization, CBO). Optymalizator
generuje wiele potencjalnych planéw wykonania i wybiera ten o najnizszym oszacowanym koszcie (I/0,
procesor). Szacuje ten koszt na podstawie statystyk tabel — analizuje zebrane metryki (up. rozklad
wartosci, wielkos¢ tabel, liczba roznych wartosci), by oszacowaé ilosé przetwarzanych wierszy. Moze na
przyktad zdecydowaé, czy bardziej oplaca sie zastosowaé indeks, czy przeszukaé cala tabele (np. gdy
warunek wyszukiwania jest spelniony przez wiekszos¢é rekordéw i ostatecznie i tak musimy przej$é przez
wigkszos¢ tabeli).
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Poza tym stosowana jest optymalizacja heurystyczna wykorzystujaca proste reguty, ktére zazwyczaj
dzialaja:

e wykonuj selekcje jak najwczesniej,

e wykonuj projekcje jak najwczesniej,

e unikaj duzych wynikéw posrednich,

e najpierw wykonuj najbardziej selektywne zlaczenia,

e wykorzystuj dostepne indeksy.

I1I1.1.4 INDEKSY

Czym sg indeksy w bazach danych? Kiedy warto je tworzy¢? Jakie struktury danych sg
najczesciej wykorzystywane jako indeksy?

Indeks to pomocnicza struktura danych przechowujaca klucze wyszukiwania (atrybuty, po ktorych
sortujemy; nie musza by¢ kluczami relacji) oraz adres fizyczny krotki.

e Indeksy musza zapewniaé efektywne wyszukiwanie, dodawanie i usuwanie elementow.

e SZBD powinien potrafi¢ okresli¢, ktory z istniejacych indekséow powinien byé¢ wykorzystany przy
wykonywaniu danego zapytania.

e Domyélnie indeksy sa tworzone automatycznie dla klucza gtéwnego oraz atrybutéw unikalnych.

e Wiecej indekséw oznacza przyspieszenie wyszukiwania, ale zwiekszenie zuzycia pamieci i wydtuzenie
czasu aktualizacji danych. Nalezy tworzy¢ je z rozwaga.

e Moga by¢ zalozone nie tylko na wartosciach atrybutéw, ale rowniez na wartos$ciach funkeji oblicza-
nych na odpowiedniej kolumnie.

Zatem kiedy warto tworzy¢ indeksy? Gdy korzysci z szybszego wyszukiwania przewyzszaja koszty
zwiazane z ich wolniejsza modyfikacja oraz zuzyciem miejsca na dysku. A dokladniej

e dla kolumn na ktoérych czesto uzywamy WHERE.
e dla kolumn i kluczy obcych uzywanych w JOIN.
e dla kolumn ktore czesto sortujemy lub grupujemy (ORDER BY/GROUP BY).

e dla kolumn o duzej liczbie unikalnych wartosci w bardzo duzych tabelach.

A jakie struktury danych sa najczeSciej wykorzystywane jako indeksy?

B+-drzewo — to zbalansowana, ukorzeniona i M-arna struktura drzewiasta, ktéra przechowuje dane
posortowane wedlug pewnego klucza. Umozliwia wyszukiwanie, wstawianie i usuwanie elementéw oraz
dostep sekwencyjny w czasie O(log N).

Budowa i wlasciwosci:

e Wezly wewnetrzne: przechowuja tablice z parami (wskaznik na podrzewo, klucz). Kazdy
wezel o k kluczach posiada k 4+ 1 potomkéw. Maja role ,nawigacyjna’.

e Liscie: przechowuja wtasciwe dane w postaci par (wartos¢ (czesto adres na dysku), klucz).

e Kazdy wierzchotek (poza korzeniem) musi by¢ wypelniony co najmniej w potowie (od M/2 —1 do
M —1 kluczy). Przepelnione liscie/wezty sa dzielone, a te ze zbyt mata liczba elementow — taczone.

Najszybciej mozemy zbudowaé¢ B+-drzewo sortujac po kluczu, a potem budujac indeks od dotu — metoda
bulk loading.
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Wyszukiwanie w B+-drzewie implementujemy jak w drzewie BST, przy czym w wezle wewnetrznym
znajdujemy dziecko, do ktérego chcemy zejsé, za pomoca wyszukiwania binarnego w tablicy trzymane;j
w wezle. Wstawianie i usuwanie implementujemy podobnie.

Zalety:
e mala liczba odczytéw z dysku,
e dobry kompromis miedzy dostepem swobodnym i sekwencyjnym (efektywne dla obu),
e dobrze sprawdzaja sie nie tylko dla warunkéw rownosciowych, ale rowniez dla zapytan zakresowych,

e Swietnie dzialaja na kazdym poziomie hierarchii pamieci.

Indeks zgrupowany — kolejnosé danych w lisciach odpowiada kolejnosci danych zapisanych na stronach
pliku. Optaca sie je stosowaé, jesli pracujemy na danych w konkretnym porzadku lub gdy pracujemy na
zakresach lub danych zgrupowanych. Stosuje sie je na atrybutach, ktorych wartosci rzadko sie powtarzaja
i zmieniajg. Dobrze jest, jesli s dodawane w porzadku rosnacym.

Indeks niezgrupowany — kolejno$¢ danych na stronach nie ma znaczenia.

Indeks gesty — wskazuje doktadny adres kazdego rekordu dla danego klucza. Zapewnia najszybsze
wyszukiwanie, ale zajmuje wiecej pamieci i jest bardziej kosztowny w utrzymaniu podczas dodawania
lub usuwania danych.

Indeks rzadki — wskazuje jedynie na pierwszy blok danych zawierajacy szukany rekord. Stanowi kom-
promis — pozwala zaoszczedzi¢ pamieé, wciaz skutecznie przyspieszajac wyszukiwanie.

Indeks cze$ciowy — jest tworzony tylko dla okreslonego podzbioru wierszy w tabeli. Zajmuje znacz-
nie mniej miejsca, szybciej sie aktualizuje i idealnie optymalizuje zapytania celujace wylacznie w ten
konkretny fragment danych.

Indeks pokrywajacy — zawiera nie tylko atrybuty, na ktéry tworzony jest indeks, ale réwniez pewne inne
kolumny o ktoérych sie spodziewamy, ze beda potrzebne w zapytaniach. Kosztem zwiekszenia rozmiaru
indeks6w unikamy potrzeby czytania pamieci z innego miejsca dysku.

Indeks haszowy — wykorzystuje tablice haszujace, doskonale sprawdza sie przy zapytaniach réwnoscio-
wych (randomizowany staly czas dostepu), jednak nie znajduje zastosowania przy wyszukiwaniach za-
kresowych (funkcja haszujaca niszczy naturalny porzadek na danych). Mniejszy rozmiar niz B+-drzewa,
wielko§é tablic haszujacych nie zalezy od rozmiaru samych haszowanych wartosci, a ich rozmiary rosna
skokowo od liczby trzymanych elementéw, a nie liniowo jak w przypadku B+-drzew.

Indeks bitmapowy — dla kazdego wiersza tabeli tworzymy ciag bitow (bitmape) dlugosci takiej, jaka
jest liczba unikalnych wartosci kolumny (kolumn), na ktorej zaktadamy indeks. W tym ciaggu mamy 1 na
tej wartosci, jaka ma ta kolumna w tym wierszu. Poniewaz wraz ze wzrostem liczby mozliwych wartosci
rosnie rozmiar indeksu bitmapowego, stosuje si¢ go najczesciej dla atrybutéw o niewielkiej dziedzinie.
SZBD moze btyskawicznie taczy¢ wiele indeksow bitmapowych za pomocs, szybkich operacji bitowych,
ale modyfikacje danych sa bardzo kosztowne.

I11.1.5 KLUCZE W BAZACH RELACYJNYCH

[ Omow pojecie kluczy (podstawowych, wtornych, obcych) w teorii relacyjnych baz danych.

Superklucz relacji R(Aq,...,A,) to zbiér atrybutow jednoznacznie identyfikujacy krotki tej relacji,
czyli taki zbior atrybutow {Bi,...,Br} C {A1,..., A}, ze dla dowolnych krotek ¢; i to w dowolnej
instancji relacji R zachodzi

tl[Bl,...,Bk] = tg[Bl,...,Bk} — t1 = to.

Przyktad. Superkluczem jest zbior wszystkich atrybutow relacji. Superklucz moze posiadaé¢ nadmiarowe
atrybuty.
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Klucz relacji definiujemy jako minimalny w sensie inkluzji superklucz, czyli taki nie majacy nadmiaro-
wych atrybutow. Klucze stuza do jednoznacznej identyfikacji rekordow, zapewnienia integralnosci danych,
definiowania powigzan miedzy tabelami, eliminacji redundancji i anomalii. Kluczem prostym nazywamy
klucz sktadajacy sie z jednego atrybutu. Klucz ztozony to taki sktadajacy sie z wielu atrybutow.

Klucze podstawowe i wtorne.

e Kluczem podstawowym (gléwnym) relacji nazwiemy jeden ustalony, wybrany (arbitralnie)
klucz.

e Pozostale klucze to klucze wtoérne.
e Ogolnie dowolny klucz nazywamy czasem kluczem kandydujacym.

Klucz obcy to zbiér atrybutéw w danej relacji, ktory stanowi bezposrednie odwotanie do klucza gtow-
nego innej relacji. Wymaga on zgodnosci typéw danych, a kazda niepusta wartosé klucza obcego musi
wskazywaé na dokladnie jedna, istniejaca krotke w tabeli docelowej (o tej samej wartosci na kluczu
glownym) — tak zwana integralno$é referencyjna. Stuzy do reprezentowania zwigzkow miedzy tabelami.

Przyktad:

dzialy(id _dzialu, nazwa_ dzialu) pracownicy(id _prac, pesel, nazwisko, id _dzialu)
id_dzialu nazwa_dzialu id_prac pesel nazwisko id_dzialu
10 Informatyka 1 90010112345 Kowalski 10
20 Kadry 2 85020298765 Nowak 20
3 92030311223 Wisniewski NULL

e Superklucz: - np. {id prac}, {pesel}, {id prac, nazwisko}, {pesel, id dzialu}.
e Klucze: {id prac} {pesel}.

¢ Klucz podstawowy (gléwny): {id prac}

e Klucze wtorne: {pesel}

e Klucz obcy: Laczacy tabele pracownicy z tabela dzialy. Zbior {id _dzialu} w tabeli pracownicy jest
kluczem obcym wskazujacym na klucz gtéwny tabeli dziaty. Jeden z pracownikéw ma NULL — oznacza
to, ze nie przypisano go jeszcze do zadnego dziatu (jest to zgodne z definicja klucza obcego).

Przy definicji klucza obcego w jezyku SQL mozna okreslié zachowanie systemu w momencie usuniecia
rekordu nadrzednego (tego, na ktory klucz obcy wskazuje). Mamy opcje:

e ON DELETE CASCADE — usuniecie rekordu nadrzednego powoduje usuniecie rekordéw zaleznych.

e ON DELETE SET NULL - po usunieciu rekordu nadrzednego wartos$¢ klucza obcego zostaje ustawiona
na NULL.

e ON DELETE RESTRICT — usuniecie rekordu nadrzednego jest zabronione, jesli istnieja rekordy za-
lezne.

Istnieja analogiczne reguty dla operacji UPDATE.

I11.1.6 TRANSAKCJE

Omoéw pojecie transakeji i przedstaw jej wlasnosci.

Operacja odczytu pobiera z relacji wartosci krotki. Oznaczamy odezyt krotki A przez r(A). Operacja
zapisu zmienia wartosé krotki. Wyrozniamy jej trzy rodzaje: INSERT, UPDATE i DELETE. Oznaczamy
taka operacje dla krotki A przez w(A).

TRANSAKCJA to ciag jednej lub wielu operacji odczytu i zapisu, traktowany jako niepodzielna catosé
(wykonujq sie wszystkie operacje, albo nie wykonuje sie zadna). Oznaczenia:

Inzynieria Danych Strona 136/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

e b (begin) — poczatek transakcji.

e c (commit) — zatwierdzenie transakcji.

e a (abort / rollback) — wycofanie (przerwanie) transakcji.

e Relacja poprzedzania x — y oznacza, ze operacja x jest wykonywana przed operacja y.

Przyktadowo, transakcja przelewu z konta K5 na konto Ky postepuje tak:
bl — I‘1(K2) — Wl(KQ) — rl(Kg) — Wl(Kg) — C1.

Zadaniem SZBD bedzie bezpieczne realizowanie dziejacych sie réwnolegle transakcji na podstawie tego,
jakiego rodzaju operacje wykonuja (odczyty i zapisy do odpowiednich krotek — SZBD nie patrzy w tym
wypadku na to, jakie konkretnie wartosci pojawiaja sie w tych krotkach).

Wspolbiezne wykonywanie transakcji wymaga zachowania czterech wtasnoéci, znanych jako ACID.

Atomowosé (Atomicity) — transakcja jest niepodzielna (albo w petni zatwierdzone sq wszystkie jej
operacje, albo wycofane sq wszystkie).

e Niezatwierdzone zmiany nie sg widoczne dla innych transakcji w systemie.

e Przerwanie transakcji moze nastapi¢ z winy uzytkownika/aplikacji, albo z interwencji SZBD
(np. wykrycie zakleszczenia lub ryzyka rozspojnienia bazy). W takiej sytuacji wszystkie
zmiany dokonane przez transakcje sa wycofywane i nikt z zewnatrz nigdy ich nie widzi.

e Jak zapewni¢ atomowos¢ SZBD najczesciej loguje zmiany zamiast wprowadzaé je bezposrednio
do bazy i wprowadza je dopiero, gdy transakcja ma zostaé¢ zatwierdzona). Czasem (ale rzadko)
stosuje sie shadow paging — tworzenie kopii modyfikowanych stron, ktére transakcja modyfikuje
i udostepnienie ich do odczytu dopiero po zatwierdzeniu transakcji.

Spojnosé (Consistency) — po zatwierdzeniu transakcji muszg by¢ spelnione wszystkie warunki po-
prawnosci natozone na baze (baza prawidtowo modeluje dang cze$é rzeczywistosci). W trakcie
trwania transakcji (pomiedzy b a c) pojedyncze operacje moga chwilowo naruszaé te ograniczenia.
Wazny jest tylko poprawny stan przed b i po c.

Izolacja (Isolation) — dwie transakcje wykonywane w tym samym czasie nie wplywaja na siebie. Z
punktu widzenia pojedynczej transakcji wyglada to tak, jakby byta ona w danej chwili jedyna
operacja w systemie (szeregowalno$é). Mamy dwa rodzaje strategii zapewniajacych izolacje.

e Protokoly pesymistyczne nie pozwalaja na zaistnienie problemu (np. przez odgérne blo-
kowanie dostepu do krotek).

e Protokoly optymistyczne zakladaja, ze konflikty zdarzaja sie rzadko. Pozwalaja transak-
cjom dzialaé¢, a przy zatwierdzaniu sprawdzaja, czy wystapit konflikt. Jesli tak — transakcja
jest wycofywana.

Trwalos$é (Durability) — po udanym zatwierdzeniu transakeji jej efekty na stale pozostaja w bazie
danych i nie zostana utracone, nawet w przypadku twardej awarii (np. utraty zasilania, btedu sys-
temu operacyjnego). Model awarii zaktada, ze ginie tylko zawarto$¢ pamieci RAM, a dane na dysku
zostaja. Aby zapewnié¢ trwalo$¢ mozemy fizycznie zapisywaé¢ modyfikacje na dysku przed zakoncze-
niem transakcji lub przechowywaé dziennik logow (protokét WAL), ktory pozwala na odtworzenie
bazy po restarcie (wiecej o tym przy pytaniu o zapobieganiu utracie danych).

Realizacja transakcji

Niech T = {T1,...,T,} bedzie zbiorem transakcji. Realizacja (lub planem wykonania) transakcji z tego
zbioru nazywamy czesciowy porzadek (O, <), w ktorym spelnione sg trzy warunki:

1. O jest zbiorem wszystkich operacji z tych transakeji (wraz z ich startami b i zakorniczeniami c/a).

2. Porzadek < jest zgodny z wewnetrznym porzadkiem kazdej transakeji (—;) (oznacza to, ze jesli w
kodzie transakcji odczyt byt przed zapisem, system musi tego przestrzegac).

3. Jesli dwie operacje o i o’ zadaja dostepu do tej samej krotki i co najmniej jedna z nich to operacja
zapisu (w), to system musi ustalié¢ ich doktadna kolejnosé¢ (zachodzi o < o’ albo o' < o).
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Rodzaje realizacji:

e Sekwencyjna to realizacja, w ktorej transakcje w ogole sie nie przeplataja. Dla kazdych dwoch
transakcji, wszystkie operacje jednej poprzedzaja wszystkie operacje drugiej (wykonuja sie jedna
po drugiej).

e Wspdlbiezna to realizacja, ktora nie jest sekwencyjna. Operacje z roznych transakeji przeplataja
sie w czasie, co zwieksza wydajno$¢ systemu, ale wymaga stosowania mechanizméw izolacji.

e Rownowazne — dwie realizacje nazywamy réwnowaznymi, jezeli daja dokladnie ten sam stan
koncowy bazy danych oraz zbior wartosci odczytanych przez kazda pojedyncza transakcje jest w
obu realizacjach identyczny.

e Szeregowalna (Poprawna) — realizacja wspoltbiezna, ktora jest rownowazna pewnej realizacji
sekwencyjnej (czyli system przeplata instrukcje, ale ostateczny efekt jest taki, jakby transakcje wy-
konaty sie po kolei).

Problem szeregowalnosci

INPUT: Realizacja R dla zbioru transakcji 7 = {11, T5,...,Tn}

OUTPUT: Czy R jest szeregowalna?

Zgodnie z twierdzeniem Papadimitriou’a z 1979 problem szeregowalnosci jest NP-zupelny.

Celem SZBD jest znalezienie takiej realizacji ciagu transakcji, ktéra bedzie szeregowalna. Moze wybraé
dowolng taka realizacje sposrod wielu, niekoniecznie sobie réwnowaznych. Jak widzimy jest to problem
trudny, ale bedziemy sie staraé.

Operacje konfliktowe to takie, ktore spetniaja ponizsze warunki:
e naleza do réznych transakeji,
e dotycza tego samego obiektu bazodanowego,
e co najmniej jedna jest operacja zapisu.
Anomalie wynikajace z konfliktow.
e Niepowtarzalne odczyty (konflikt read-write, transakcja odezytuje rozne wartosci)
Schemat: 71 (A) = r2(A) = wa(A) = ca — 11 (A) = c;1.

e Brudne odczyty (konflikt write-read, transakcja odczytuje zmiany innej, ktora nie zostata za-
twierdzona)

Schemat: 71 (4) = w1 (A) = r2(A4) = we(A) = c2 — ay.

e Nadpisywanie niezatwierdzonych zmian (konflikt write-write, transakcja nadpisuje zmiany
innej, ktora nie zostata zatwierdzona)

Schemat: wi(A) = wa(A) = we(B) = wi(B) = 2 — ¢1.

Dwie realizacje (R; i R2) sa uznawane za konfliktowo réwnowazne, jezeli kazda para operacji kon-
fliktowych wystepuje w obu realizacjach dokladnie w tej samej kolejnosci. Realizacja jest konfliktowo
szeregowalna, jesli jest konfliktowo réwnowazna pewnej realizacji sekwencyjnej. W praktyce oznacza
to, ze mozna ja przeksztalcié w bezpieczna realizacje sekwencyjna wylacznie poprzez zamiane miejscami
operacji, ktore ze soba nie konfliktuja.

Okazuje sie, ze realizacja jest konfliktowo szeregowalna wtedy i tylko wtedy, gdy w jej grafie konflik-
tow (graf skierowany na transakcjach, gdzie krawedz to operacje konfliktowa; krawedz idzie w kierunku
poZniejszej operacja) nie ma cykli. Taka realizacja jest dobra, ale na przyktad w przypadku wystapienia
awarii niewystarczajaca — moze by¢ tak, ze jedna transakcja dokona zmian, potem druga je odczyta i
zakoriczy sie, a pierwsza przez swoim zakorniczeniem zostanie wycofana (lub nastapi awaria). Gdyby trans-
akcja nie zostata wycofana, to wszystko byloby dobrze (druga transakcja wygladaltaby, jakby wydarzyta
sie w calosci po pierwszej). Jednak wycofanie transakcji spowodowalo blad, ktorego pojecie konfliktowej
szeregowalnosci nie wykryto.

Blokada to zmienna skojarzona z danym obiektem w bazie (np. krotka), okreslajaca, czy mozna na nim
wykonaé¢ konkretng operacje. Jest to podstawowy mechanizm zapobiegania konfliktom.
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Rodzaje blokad:
e 0 — dane nie sa zablokowane (wolny dostep).

e S (shared lock; blokada dzielona) — umozliwia wspotdzielony dostep do zasobu. Wiele transakcji
moze jednoczesnie zatozy¢ blokade S i dokonywaé odczytu tej samej krotki, ale zadna nie moze jej
zmienic.

e X (exclusive lock; blokada wylaczna) — daje absolutna wylacznosé na dany zasob. Tylko jedna
transakcja moze ja zalozy¢é i jako jedyna ma prawo do modyfikowania zawartosci krotki.

Aby zapewni¢ konfliktowa szeregowalnos$é za pomoca blokad, stosuje sie tak zwany protokot 2PL (two-
phase locking). Dzieli sie on na dwie fazy:

1. Faza rozszerzania (Growing phase): Transakcja moze uzyskiwaé nowe blokady, ale nie moze zadnej
zwolnié.

2. Faza kurczenia (Shrinking phase): Transakcja moze zwalnia¢ blokady, ale nie moze juz uzyskaé
zadnej nowe;j.

W praktyce stosuje sie Rygorystyczny 2PL (Strict 2PL), gdzie wszystkie blokady wylaczne (X) sa zwal-
niane dopiero po zakoriczeniu transakcji (commit/abort), co zapobiega powstawaniu kaskadowych wyco-
fan (sytuacji, gdy wycofanie jednej transakcji wymusza wycofanie drugiej).

Stosujac przedstawione metody (i jeszcze troche innych) SZBD jest w stanie uniknaé bledow zwigza-
nych ze wspoltbieznoscia (musi przy tym czasem radzié sobie z mozliwymi deadlockami). Standard SQL
definiuje nastepujace poziomy izolacji transakcji, ktore SZBD musi by¢ w stanie zapewnic¢.

1. poziom 0 (read uncommitted): dozwolone sa odczyty niezatwierdzonych danych.

2. poziom 1 (read committed): tylko zatwierdzone zmiany moga zosta¢ odczytane, jednak niepowta-
rzalne odczyty sa dopuszczalne,

3. poziom 2 (repeatable read): zmienione dane moga byé¢ odczytane tylko po zatwierdzeniu, po-
miedzy dwoma odczytami tej samej danej przez dwie transakcje zadna inna transakcja nie moze
tej danej zmieniaé, moga sie jednak pojawi¢ fantomy (sytuacje, gdy jedna transakcja dodaje nowe
krotki, przez co inna moze dostawa¢ niepowtarzalne odczyty),

4. poziom 3 (serializable): realizacja transakcji jest szeregowalna.

I11.1.7 ZWIAZKI ENCJI

[ Omoéw spos6b modelowania baz danych za pomoca zwiazkow encji.

Glowng czesé procesu projektowania bazy stanowi podejmowanie decyzji, jak reprezentowaé rézne typy
,bytow”. Zbiory obiektow (materialnych lub abstrakcyjnych) przechowywanych w bazie i opisanych tymi
samym whasnosciami (atrybutami) bedziemy nazywaé zbiorami encji (entity).

Na przyklad w bazie uniwersytetu mozemy mieé zbiér ,kurs” zawierajacy encje opisane atrybutami
kurs_id, nazwa, kierunek oraz ects. Instancja takiej encji moze by¢ krotka

(ID, inzynieria danych, informatyka analityczna, 6).

Atrybuty proste to takie, ktoérych wartosci nie mozemy podzielié na czesci.
Atrybuty zlozone to takie, ktére moga mie¢ wiele sktadowych.

Atrybuty encji mozna podzieli¢ ze wzgledu na to, ile wartosci przechowuja. Moga by¢ jednowarto$ciowe
lub wielowartosciowe (np. by¢ zbiorem kilku wartosci).

Atrybuty pochodne to takie, ktorych wartosci obliczane sa za pomoca pewnej funkcji zastosowanej na
wartosciach innych atrybutéow. Ich wartosci nie wprowadza sie ani nie przechowuje, wyliczamy je, gdy sa
potrzebne (np. wiek(), gdy encja opisana jest atrybutem data_urodzenia).
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Zwiazek (relationship) to wzajemna zalezno$é¢ pomiedzy dwiema lub wiecej encjami. Klasyfikujemy
ze wzgledu na:

e stopienl (narny, binarny, ternarny, n-arny) okreslajacy, ile encji uczestniczy w zwiazku.

e klase przynaleznosci; zwiagzek R jest obowiazkowy, gdy dla zadanego zbioru encji E (ktory bierze
udzial w R) kazda encja z tego zbioru jest w co najmniej jednym zwiazku z R. W przeciwnym
wypadku R jest opcjonalny.

e typ asocjacyjny; dla zwiazkéw binarnych mamy nastepujace typy asocjacyjne:

— jeden do jeden (1 : 1) — kazda instancja pierwszej encji jest w zwigzku z co najwyzej jedng
instancja drugiej encji i odwrotnie,

— jeden do wielu (1 : M) — instancje pierwszej encji moga wchodzi¢ w zwiazki z wieloma in-
stancjami drugiej encji, natomiast kazda instancja drugiej encji jest w zwigzku z co najwyzej
jedng instancja pierwszej encji,

— wiele do wielu (M : N) — kazda instancja pierwszej encji jest w zwiazku z dowolng liczba
instancji drugiej encji i odwrotnie.

Zwiazek rowniez moze mie¢ atrybuty, ktore nazywamy deskryptywnymi (lub opisowymi). Na przyklad
encja ,student” moze by¢ w zwiazku z encja ,kurs”’, a ten zwigzek moze mie¢ atrybut ,,ocena’.

Instancja zwigzku reprezentuje zwigzek miedzy instancjami encji.

Dla zbioru encji wprowadzamy pojecia superklucza, klucza i klucza gléwnego analogicznie jak w modelu
relacyjnym. Dla zbioru zwiazkéw réwniez mozemy definiowaé¢ klucze. Jesli R jest zwiazkiem miedzy
zbiorami encji Fq i Fs, to dla zwigzku typu 1 : M kluczem gltéwnym R jest klucz gltowny FEs, a dla
zwiazku typu M : N jest to suma kluczy Fq i Fs.

Encje nazwiemy sltaba, gdy jej wystapienia istnieja tylko w kontekscie wystapieri innych encji. Pozostate
encje nazywamy silnymi. Dla zbioru E stabych encji klucz gltowny jest zdefiniowany nie tylko w oparciu
o atrybuty encji z F, ale zalezy rowniez od zbioréw encji, z ktérymi encje z E wchodza w zwiazki. W
szczegolnosci stabe encje nie posiadaja wlasnego identyfikatora. Na przyktad encja ,zajecia” jest staba
encja i zalezy od encji ,kurs”. Instancje encji ,zajecia’ identyfikujemy na podstawie klucza gtéwnego dla
zbioru encji ,kurs” oraz atrybutow ,semestr” oraz ,rok”.

Zwiagzki wylaczne to takie, ze jedna instancja danej encji moze wej$é tylko w jeden z nich.

Zbior encji moze zawiera¢ podzbiér encji, ktére w pewien sposéb odrézniajag sie od pozostatych. W
szczegolnosci moga by¢ opisane atrybutami, ktore nie maja zastosowania do pozostalych encji. Mowimy
wtedy o encjach specjalizacji (lub podencjach). Zbiory encji specjalizacji moga by¢ roztaczne, ale nie
muszg. Na przyklad encja ,0soba” moze mie¢ podencje ,pracownik” i ,student”. Doktoranci moga mieé¢
zar6wno pracownikow, jak i studentéow.

Majac te wszystkie pojecia mozemy modelowaé rézne byty, ktore wystepuja w naszej bazie danych.
Okreslamy encje, jakie wystepuja w naszej bazie, a nastepnie zwiazki miedzy nimi. Wtedy moze okazaé
sie, ze niektore encje maja nadmiarowe atrybuty. Na przyklad encja ,pracownik” moze mie¢ atrybut
LJhazwa_instytutu” i by¢ w zwiazku z encja ,instytut”, ktora tez ma taki atrybut. Zatem ,,pracownik” ma
nadmiarowy atrybut — mozna go usuna¢, a informacja o przynaleznosci pracownika do instytutu bedzie
przechowywana w odpowiedniej instancji zwiazku. Dzieki temu unikamy tez zalozenia, ze pracownikowi
przypisane jest tylko jedno miejsce pracy (jesli takie ograniczenie rzeczywiscie jest prawdziwe, to mozemy
je zamodelowaé na poziomie zwiazku).

Zwiazki n-arne mozemy zamodelowaé za pomoca wielu zwiazkéw binarnych. Majac zwigzek R w ktérym
uczestnicza zbiory encji A, B, C' mozemy stworzy¢ nowy zbiér encji F. Encje z E beda modelowaé in-
stancje zwiazku z R. Nastepnie tworzymy relacje binarne R4, Rp, Rc. Instancje R4 ktore tacza encje z
A 7z tymi encjami z F, ktére modeluje instancje zwigzku R, do ktorych nalezy ta encja z A. Analogicznie
dla RB i Rc.

Model zwiazkéw encji jest abstrakcyjny, aby go zaimplementowaé¢ musimy go przenie$é do pewnego
modelu implementacyjnego baz danych. Musimy znalezé¢ sposob reprezentowania encji (zaréwno silnych,
jak i stabych), zwigzkow (wraz z ich arnosciami, typami i klasami przynaleznosci), atrybutow oraz kluczy
encji i zwigzkéw oraz hierarchii encji w jezyku tabel, atrybutow relacji oraz kluczy podstawowych i
obcych.
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Przeksztatcanie silnych encji na relacje jest proste — zbior encji staje sie tabela, atrybuty encji to atrybuty
tabeli, klucz gtéwny encji to klucz gtéwny tabeli. Pojedyncza encja jest krotka w tabeli.

W przypadku atrybutéow ztozonych rozbijamy je na ich sktadowe atrybuty proste i to je umieszczamy w
schemacie tabeli.

Jesli encja ma atrybut wielowartosciowy, to tworzymy dla niego osobng tabele, ktora trzyma wartosé
atrybutu i klucz gtowny tej encji (ktory staje sie teraz kluczem obcym). Encja ma swoja osobna tabele,
bez tego atrybutu. Wyjatkiem jest sytuacja, gdy encja ma tylko dwa atrybuty: ten wielowarto$ciowy a i
drugi e, bedacy kluczem. Wtedy tworzymy jedna tabele, w ktorej kluczem glownym jest {a,e}.

Jesli mamy stabg encje, to odpowiadajaca jej tabela bedzie zawieraé atrybuty tej encji oraz klucz gtowny
encji, od ktorej ta slaba encja zalezy (staje sie on tu kluczem obcym).

Sposob przedstawiania zwiazku w modelu relacyjnym jest zalezny od typu zwiazku.

e Zwiazki binarne typu 1 : 1 reprezentujemy dodajac klucz obcy dla tabeli, dla ktorej zwiazek jest
obowiazkowy, lub dla tabeli o mniejszym rozmiarze.

e Zwiazki binarne typu 1 : M reprezentujemy przez dodanie klucza obcego do tabeli po stronie
wiele”.

e Zwiazki unarne typu 1 : 1 reprezentujemy przez dodanie klucza obcego do danej tabeli.
e Zwiazki typu M : N reprezentujemy przez wprowadzenie dodatkowej tabeli.
Encje specjalizacji mozemy modelowaé na roézne sposoby.

e Mozemy mieé jedna tabele dla encji i jej podencji. Wtedy w schemacie znajda sie wszystkie mozliwe
atrybuty — zaréwno wspolne, jak i te specyficzne dla podencji. Jesli encja nie posiada danego
atrybutu, to ustawiamy warto$¢ NULL.

e Mozemy stworzy¢ osobna tabele dla kazdej podencji. W schematach tabel dla podencji znajda
sie wszystkie atrybuty dziedziczone z encji wyzszego rzedu oraz atrybuty charakteryzujace dana
podencje. Nie dziala to za dobrze, gdy podencje nie musza by¢ roztaczne (wtedy musimy dodatkowo
na przyktad stosowaé poprzedni punkt). Jesli kazda encja nadrzedna ma cechy jednej z podencji,
to nie musimy tworzy¢ dodatkowej tabeli dla encji nadrzedne;j.

e Mozemy stworzy¢ oddzielne tabele dla wspolnych atrybutow i oddzielne dla atrybutow specyficz-
nych dla podencji. Dodatkowo tabele atrybutow specyficznych maja klucze obce wskazujace na
atrybuty encji nadrzedne;j.

Do modelowania zwiazkéw wylacznych mozemy zamodelowaé¢ oba zwiazki w jednej tabeli. Jesli mamy
na przyktad encje ,,ustuga”, ktéra moze by¢ w zwiazku ,zlecenie” z encja ,;osoba” lub encja ,firma”, to do
tabeli ustugi dodajemy klucze obce oznaczajace osobe i firme. Jeden z nich zawsze musi by¢ NULLem.
Inna opcja jest dodanie atrybutu ,typ klienta” oraz ,id klienta”, ktéry wskazuje na klucz gléwny w
odpowiedniej tabeli (jest to albo osoba, albo firma).
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II1.2 Inzynieria Oprogramowania

I11.2.1 TEST DRIVEN DEVELOPMENT

Na czym polega wytwarzanie sterowane testami (test-driven development)? Wymien
podstawowe praktyki z nim zwiazane.

Metodyka tworzenia oprogramowania, w ktorej proces implementacji jest bezposrednio sterowany przez
uprzednio przygotowane testy automatyczne.

Flow pracy w TDD polega na cyklu Red-Green-Refactor:

1. Red: Piszemy pojedynczy test jednostkowy dla funkcjonalnosci, ktora jeszcze nie istnieje. Urucho-
mienie testu musi zakoriczy¢ sie niepowodzeniem (kod nie kompiluje sie lub test zglasza btad), co
potwierdza, ze nowy test faktycznie sprawdza brakujacy element.

2. Green: Nastepnie piszemy minimalna ilo$¢ kodu niezbedna do tego, aby nowo utworzony test (oraz
wszystkie dotychczasowe) zakoriczy! sie sukcesem. Na tym etapie jakos$¢ kodu jest drugorzedna, liczy
sie spelnienie wymagan testu.

3. Refactor: Modyfikujemy kod w celu poprawy jego struktury, czytelnosci i architektury, bez zmiany
jego zewnetrznego zachowania. Poprawnosé refaktoryzacji jest stale kontrolowana przez zielony
status zestawu testow.

Podstawowe praktyki zwigzane z TDD
Skuteczne stosowanie TDD opiera sie na zestawie fundamentalnych praktyk inzynierskich:

e Pisanie testu przed kodem produkcyjnym: nie implementujemy zadnej funkcjonalnosci bez
uprzedniego posiadania failujacego testu.

e Krotkie cykle iteracyjne: przejscie przez pelny cykl Red-Green-Refactor powinno zajmowaé od
kilku do kilkunastu minut, co ma zapobiegaé¢ tworzeniu zbyt skomplikowanych struktur kodu na
raz.

e Zasada jednej odpowiedzialnosci testu: kazdy test powinien sprawdzaé tylko jedna, precyzyj-
nie zdefiniowana funkcjonalnosé.

e Tworzenie minimalnego kodu produkcyjnego: implementacja dokladnie takiej logiki, jaka
jest wymagana do zaliczenia testu.

e Ciagle uruchamianie regresji: wszystkie istniejace testy sa uruchamiane po kazdej zmianie w
kodzie, co chroni przed wprowadzaniem bledéw regresyjnych.

e Testy jako dokumentacja: zestaw testéw jest traktowany jako precyzyjna, zawsze aktualna
specyfikacja techniczna systemu, ktora opisuje, jak oprogramowanie powinno sie zachowywagc.

Stosowanie TDD powoduje, ze jako$¢ kodu jest wysoka a jego architektura przemyslana — kod jest
modularny (bo jego fragmenty powstale podczas jednego cyklu spelniaja kolejne zadanie) i napisany
tak, by tatwo bylo go testowaé. Istnienie pakietu testow powoduje, ze bledy w kodzie sa wylapywane
szybko i zazwyczaj doktadnie wiadomo, jaka zmiana je spowodowata. Daja one programiscie pewnos¢,
ze jego nowe zmiany nie zepsuly istniejacej logiki. Mimo to TDD ma tez swoje wady. Wymaga zmiany
sposobu my$lenia o pisaniu kodu i umiejetnosci pisania testow, przez co ma catkiem spory prog wejscia.
Do tego w poczatkowej fazie pisania projektu obowiazek tworzenia testow znaczaco spowalnia tworzenie
kodu, a nie oferuje tak wielu korzysci (bo jeszcze nie istnieje codebase, ktérego poprawnosé chcemy
zachowac).
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I11.2.2 DEPENDENCY INJECTION

Na czym polega wstrzykiwanie zaleznosci (dependency injection)? Dlaczego ulatwia testowanie i
integracje sktadnikow systemu?

Dependency injection (DI) to wzorzec projektowy/technika programistyczna stanowiaca kluczowa im-
plementacje zasady odwrocenia sterowania (Inversion of Control), ktora polega na przekazaniu kontroli
nad implementacja zaleznosci z jakich korzysta pewna klasa poza te klase (tego pojecia uzywa sie tez do
okreslenia technik, ktore zmieniaja typowy sekwencyjny sposoéb wykonywania kodu; tutaj chodzi o co$
innego).

DI polega na odebraniu klasie odpowiedzialnosci za samodzielne tworzenie i konfigurowanie obiektow,
od ktorych jest zalezna, i delegowaniu tego zadania zewnetrznemu mechanizmowi (np. kontenerowi DI).
Klasa definiuje jedynie swoje wymagania (najczesciej poprzez abstrakcyjne interfejsy), a gotowe instan-
cje sa jej dostarczane z zewnatrz. Zazwyczaj dzieje sie to poprzez przekazanie odpowiednich obiektow
w konstruktorze (constructor injection) lub poprzez udostepnienie przez obiekt tak zwanych setterow,
czyli metod, ktére umozliwiaja ustawienie wartosci pewnego pola tego obiektu. Ta druga technika ma
szczegbdlne zastosowanie, gdy wstrzykiwany obiekt bedzie sie zmieniat w trakcie wykonywania programu.
Istnieje tez opcja tak zwanego wstrzykiwania przez pola (field injection) — zaleznosdci sa wstrzykiwane
bezposrednio bo prywatnych pél klasy przy uzyciu refleksji. Jest ona czesto stosowana, gdy korzystamy
z frameworkow, ktére implementuja mechanizm takiego wstrzykiwania. Jest to bardzo wygodny sposob
na wykonanie DI, bo zazwyczaj nie wymaga zbyt wiele dodatkowego kodu (zwykle jest to jedna adnota-
cja przy odpowiednim polu), ale moze by¢ nieczytelny i bardzo mocno wiaze pisany kod z konkretnym
frameworkiem.

Dlaczego DI ulatwia testowanie jednostkowe? DI jest fundamentalnym warunkiem efektywnego
stosowania testow jednostkowych, poniewaz umozliwia catkowita izolacje testowanego komponentu:

¢ Eliminacja twardych powiazan: Bez DI klasa biznesowa sama tworzy np. obiekt bazy danych
lub klienta API. Testowanie jej zmusza do komunikacji z realna infrastruktura sieciowa, co czyni
testy wolnymi i podatnymi na btedy zewnetrzne.

e Stosowanie atrap (Mocks/Stubs): Dzicki DI, na potrzeby srodowiska testowego, mozemy
wstrzyknaé¢ klasie mock, ktory jedynie symuluje prawdziwa zaleznosé i natychmiast zwraca z gory
zaprogramowane dane. Testy wykonuja sie wowczas w milisekundy, sa w pelni powtarzalne i nie-
zalezne od czynnikéw zewnetrznych.

Dlaczego DI ulatwia integracje skladnikéw systemu? W kontekscie architektury catego systemu
DI dziala jak uniwersalny interfejs taczacy niezalezne modulty oprogramowania:

e Komunikacja poprzez abstrakcje: Komponenty systemu nie znaja nawzajem swoich konkret-
nych implementacji, komunikuja sie wytacznie za pomoca abstrakcyjnych interfejséw. Pozwala to
zespotom programistycznym na w pelni réwnolegla prace nad r6znymi modutami po uprzednim
ustaleniu wspoélnego kontraktu.

e Zasada wymiennosci (Plug-and-Play): Jesli zachodzi potrzeba wymiany technologii (np. mi-
gracja z bazy danych MySQL na PostgreSQL), nie ma potrzeby modyfikacji kodu logiki biznesowej
aplikacji. Tworzy sie nowa klase implementujaca istniejacy interfejs, a zmiane konfiguracji wpro-
wadza sie wylacznie w konfiguracji kontenera DI.

e Separacja warstw i przejrzystosé kodu: Klasy odpowiedzialne za logike aplikacji nie musza
same tworzy¢ potrzebnych im obiektéw ani zajmowaé sie ich konfiguracja. Wszystko to zostaje
przeniesiona na zewnatrz. Dzieki temu kod nie jest zasmiecony kwestiami technicznymi, a kazda
klasa skupia sie wytacznie na swoim gléwnym zadaniu, co znacznie zwieksza czytelno$é i utatwia
rozwoj programu.
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I11.2.3 WZORCE PROJEKTOWE

Co to jest wzorzec projektowy? Przedstaw (np. za pomoca diagraméw UML) dwa przyktady
wzorcow stuzacych do eliminacji/odwracania zaleznosci.

Wzorzec projektowy (design pattern) to uniwersalne, sprawdzone rozwiazanie problemu powszechnie
wystepujacego przy projektowaniu oprogramowania. Jest to abstrakcyjny szablon opisujacy strukture
klas, obiektow oraz ich wzajemne relacje i interakcje, utatwiajacy tworzenie elastycznego i latwego w
utrzymaniu kodu. Dzieki stosowaniu takich szablonéw proces tworzenia oprogramowania jest szybszy,
a pisany kod zrozumialy (inni programisci beda rozpoznawaé zastosowane wzorce projektowe). Do tego
istnienie ustalonych poje¢ na pewne techniki stosowane przy pisaniu kodu utatwia komunikacje z zespole.

Wrzorce projektowe zostaly spopularyzowane przez ksiazke ,Design Patterns: Elements of Reusable
Object-Oriented Software”. Pojawia sie w niej podzial na trzy klasy wzorcéw projektowych.

e Kreacyjne (konstrukcyjne) — zwiazane z procesem tworzenia obiektow (np. Singleton, Fabryka).

e Strukturalne — zwigzane ze sktadaniem wiekszych struktur z klas i obiektow (np. Adapter, Deko-
rator).

e Behawioralne (czynno$ciowe) — zwigzane z komunikacja miedzy obiektami i podziatem odpowie-
dzialnodci (np. Strategia, Obserwator).

W projektowaniu obiektowym dazy sie do luznego powiazania (loose coupling) fragmentéw kodu ze soba.
Zgodnie z zasada DIP (Dependency Inversion Principle) z zestawu SOLID moduly wysokopoziomowe
nie powinny zaleze¢ od modutéw niskopoziomowych. Oba powinny zaleze¢ od abstrakcji, a abstrakcje nie
powinny zaleze¢ od szczegoltow implementacyjnych. Oto kilka wzorcow projektowych, ktorych gtownym
celem jest realizacja zasady odwrocenia zaleznosci.

Factory Method. Czesto tworzymy w naszym kodzie obiekty, z ktorych funkcjonalnosci potem ko-
rzystamy. Jesli robimy to wprost (za pomoca operatora new), to tworzymy zalezno$é¢ naszego kodu od
pewnych konkretnych klas. Jest to problematyczne, jesli mamy kilka réznych implementacji danej funk-
cjonalnosci i zaleznie od sytuacji chcemy korzystaé z roznych (czyli chcemy tworzyé obiekty réznych
klas). Do tego przy pojawieniu sie nowych implementacji bedziemy musieli zmienia¢ istniejacy kod. Ten
problem rozwigzuje wzorzec projektowy Fabryka. Zamiast bezposrednio tworzy¢ instancje obiektéw w
logice biznesowej, proces ten jest delegowany do specjalnej metody wytworczej (zwanej fabryka). Obiekty
zwracane przez te metode nazywamy produktami. W klasie bazowej (lub interfejsie) modelujacej nasza
wysokopoziomowsg funkcjonalnos$é fabryka nie zwraca obiektu konkretnej klasy, a jedynie wysokopozio-
mowy interfejs definiujacy funkcjonalnosé, ktoéra produkt ma wykonywaé. W klasach pochodnych nad-
pisujemy te metode i decydujemy o tym, jakiej klasy obiekt zostanie ostatecznie utworzony i zwrocony.
Dzieki temu nasz wysokopoziomowy kod jest zupelnie oddzielony od procesu konstrukeji obiektow.

Przyktad: mamy klase Logistics, ktéra ma metode createTransport() zwracajaca obiekt typu
Transport. W klasie pochodnej RoadLogistics ta funkcja zwraca obiekt typu Truck, a w klasie
Sealogistics typu Ship. Nastepnie w innych funkcjach zdefiniowanych w Logistics korzystamy z
createTransport i funkcjonalnosci zdefiniowanych w interfejsie Transport. Klasy pochodne ustalaja
konkretng implementacje tego interfejsu.

Istnieje uogolnienie tego wzorca zwane Abstract Factory. W tym wzorcu fabryka nie jest metoda, a
osobng klasa, ktora ma rézne metody tworzace obiekty. Konkretne implementacje tej klasy zwracaja w
nim obiekty, ktore sa ze soba w jaki$ sposob powiazane.

Strategy. Czesto w pisanych przez nas metodach chcemy daé¢ uzytkownikowi metody mozliwo$¢ wy-
boru, w jaki konkretnie sposéb metoda sie zachowa. Na przyklad majac funkcje sortujaca chcemy mieé
mozliwo$¢ wyboru klucza sortowania. Ogolniej, chcemy, aby pisana przez nas klasa udostepniata funk-
cjonalnos$é implementowana przez pewien algorytm (na przyklad funkcja znajdowania trasy w aplikacji
mapy). Czasem chcemy zmieniaé¢ to, jak konkretnie ten algorytm dziata. Aby moc to zrobi¢ w sposob
tatwy do rozszerzenia stosujemy wzorzec Strategia. Polega on na ekstrakcji poszczegélnych algorytmow
wykonujacych dane zadanie na rézne sposoby i umieszczenie ich w odrebnych klasach, zwanych strate-
giami. Pierwotna klasa, zwana kontekstem, musi zawiera¢ pole stuzace przechowywaniu odniesienia do
ktorejs ze strategii. Kontekst deleguje prace powiazanemu obiektowi typu strategia, zamiast wykonywaé
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ja samodzielnie. Kontekst nie jest odpowiedzialny za wybor stosownego algorytmu dla danego zada-
nia. To klient przekazuje zadana strategie kontekstowi, ktory wspoélpracuje ze wszystkimi strategiami
za posrednictwem tego samego, ogblnego interfejsu, ktory eksponuje pojedyncza metode uruchamiajaca
algorytm ukryty w danej strategii. Tym sposobem kontekst staje sie niezalezny od konkretnych strategii,
wiec mozna dodawaé kolejne algorytmy, lub modyfikowaé istniejace, bez zmieniania kodu kontekstu lub
kodu innych strategii.

I11.2.4 SOLID

Wymien 5 zasad SOLID. Oméw krotko wybrane dwie, prezentujac przyklady naruszenia tych
zasad.

1
2

3.
4.

5

o os W N

S (Single Responsibility Principle) — zasada pojedynczej odpowiedzialnosci.
O (Open/Closed Principle) — zasada otwarte/zamkniete.

L (Liskov Substitution Principle) — zasada podstawienia Liskov.

I (Interface Segregation Principle) — zasada segregacji interfejsow.

D (Dependency Inversion Principle) — zasada odwrocenia zaleznoscei.

S - Single Responsibility Principle (SRP)

Klasa powinna realizowa¢ wylacznie jedno, spojne zadanie. Jej kod modyfikujemy tylko wtedy, gdy
zmieniajg sie wymagania dotyczace dokladnie tej jednej, konkretnej funkcjonalnosci.

// ZLE: Klasa realizuje skrajnie rdzne zadania. Trzeba bedzie jg
zmodyfikowaé przy zmianie struktury bazy, formatu pliku, serwera.

public class Faktura {
public double obliczSume() { /* logika biznesowa */ }
public void zapiszDoBazyDanych() { /* logika zapisu (SQL) */ }
public void wygenerujPdf () { /* logika formatowania #*/ }
public void wyslijEmail () { /* logika sieciowa #*/ }

// DOBRZE: Wydzielamy dedykowane klasy, np. Faktura (logika biznesowa),
FakturaRepository, PdfGenerator, EmailSender.

. O - Open/Closed Principle (OCP)

Klasy/modutly/funkcje powinny by¢ otwarte na rozbudowe, ale zamkniete na modyfikacje. Powinni-
$my moc dodawac do systemu nowe funkcjonalnosci poprzez dopisywanie nowego kodu (np. nowych
klas implementujacych wspolny interfejs), a nie poprzez ingerencje w juz istniejacy i przetestowany
kod.

// ZLE: Wymaga modyfikacji klasy przy nowym typie klienta.

public class KalkulatorZnizek {
public double obliczKwote (double kwota, String typKlienta) {
if (typKlienta.equals("Zwykly")) {
return kwota;
} else if (typKlienta.equals("Premium")) {
return kwota * 0.9;
} else if (typKlienta.equals("VIP")) {
return kwota * 0.8;
}

return kwota;
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// DOBRZE: Uzywamy polimorfizmu.

// Wspdlny interfejs dla wszystkich regul znizkowych
public interface RegulaZnizki {

double obliczKwotePoZnizce (double kwota) ;
}

// Osobne klasy dla kazdego typu znizki (dodanie nowej znizki = nowa klasa)
public class ZnizkaZwykla implements RegulaZnizki {
public double obliczKwotePoZnizce (double kwota) {
return kwota;

}

public class ZnizkaPremium implements RegulaZnizki {
public double obliczKwotePoZnizce (double kwota) {
return kwota * 0.9;

}

public class ZnizkaVIP implements RegulaZnizki {
public double obliczKwotePoZnizce (double kwota) {
return kwota * 0.8;

}

// Kalkulator
public class KalkulatorZnizek {
public double obliczKwote (double kwota, RegulaZnizki regula) {
return regula.obliczKwotePoZnizce (kwota);

3

L - Liskov Substitution Principle (LSP)

Obiekt klasy bazowej musi by¢ w stanie poprawnie zastapic¢ klase bazowa (to znaczy sensownie,
bez bledow, implementowaé wszystkie jej metody). Jesli klasa B dziedziczy po klasie A, to kazda
metoda przyjmujaca obiekt klasy A powinna dziala¢ poprawnie rowniez po przekazaniu obiektu
klasy B (bez niespodziewanych wyjatkow czy bledow logicznych).

// ZLE: Pingwin dziedziczy po Ptaku, ale nie potrafi latad.
// Wywolanie metody lec() na obiekcie Pinguwin rzuct wyjgtek, co psuje dzial
anie programu oczekujgcego standardowego Ptaka.

public class Ptak {
public void lec() {
System.out.println("Latam!");
}

public class Pingwin extends Ptak {
@0verride
public void lec () {
throw new UnsupportedOperationException("Pingwiny nie lataja!");

}

// DOBRZE: Rozdzielamy hierarchie. Nie kazdy ptak lata, wiec wyodrebniamy
osobng klase lub interfejs dla ptakow latajgcych.
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public class Ptak {
public void jedz () {
System.out.println("Jem.");

}

public class PtakLatajacy extends Ptak {
public void lec() {
System.out.println("Latam!");
}

public class Pingwin extends Ptak {
// Pingwin implementuje tylko to, co mnaprawde potrafi jako Ptak.
3

I - Interface Segregation Principle (ISP)

Nalezy unikaé projektowania rozbudowanych, wielofunkcyjnych interfejsow na rzecz wielu wasko
wyspecjalizowanych. Klasy nie moga byé zobligowane do implementowania metod, ktérych nie
wykorzystuja. Lepiej stworzy¢ kilka mniejszych, bardziej precyzyjnych interfejséw niz jeden wielki,
ktory zmusza klasy do pisania pustych metod lub wyrzucania wyjatkow.

// ZLE: Interfejs Pracownik jest zbyt ogdlny.
// Klasa Programista jest zmuszona do zaimplementowantia metody
zarzadzajZespolem (), ktérej nie potrzebuje.

public interface Pracownik {
void koduj () ;
void zarzadzajZespolem();

public class Programista implements Pracownik {
public void koduj () { /* pisanie kodu */ }
public void zarzadzajZespolem() {
// Pusta metoda lub wyjgtek - Programista nie zarzgdza zespotem!

}

// DOBRZE: Dzielimy duzy interfejs na mniejsze, dedykowane role.

public interface ProgramistaTask {
void koduj () ;
3

public interface MenadzerTask {
void zarzadzajZespolem();

}

// Teraz kazda klasa implementuje tylko to, czego faktycznie uzZywa
public class Developer implements ProgramistaTask {

public void koduj () { /* pisanie kodu */ }
}

public class TeamlLeader implements ProgramistaTask, MenadzerTask {
public void koduj() { /* pisanie kodu */ }
public void zarzadzajZespolem() { /* zarzgdzanie ludzZmi */ }

. D - Dependency Inversion (DI)

Architektura oprogramowania powinna opieraé¢ sie na abstrakcjach. Moduly wysokiego poziomu
(logika biznesowa) nie moga zaleze¢ od moduléw niskiego poziomu (infrastruktura, narzedzia).
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Obie warstwy powinny zaleze¢ od abstrakeji (interfejsow). Ponadto abstrakcje nie powinny zalezeé
od szczegbdlow, ale szczegdly od abstrakcji.

// ZLE: Klasa wysokiego poziomu (SystemPowiadomien) bezpoirednio zalezy od
konkretnej klasy niskiego poziomu (SmsService).

// Zmiana sposobu wysytki na Ematl wymaga modyfikacji kodu klasy
SystemPowiadomien.

public class SmsService {
public void wyslijSms(String wiadomosc) { /* logika wysyik:i SMS #*/ }
}

public class SystemPowiadomien {
private SmsService smsService = new SmsService(); // Sztywne powigzanie
(Tight Coupling)

public void powiadomOUproszczeniu(String tekst) {
smsService.wyslijSms (tekst);

}

// DOBRZE: Wprowadzamy abstrakcje (interfejs). SystemPowiadomien nie wie,
jak technicznie realizowana jest wysylka.
// Konkretna ustuga jest wstrzykiwana (np. przez konstruktor).

// Abstrakcja
public interface UstugaWysylki {
void wyslij(String wiadomosc);

}

// Klasy niskiego poziomu implementujg interfejs
public class SmsService implements UstugaWysylki {

public void wyslij(String wiadomosc) { /* wysytka SHS */ }
}

public class EmailService implements UstugaWysylki {
public void wyslij(String wiadomosc) { /# wysytka Email */ }
}

// Klasa wysokiego poziomu zalezy wylgcznie od interfejsu
public class SystemPowiadomien {
private final UsfugaWysylki uslugaWysylki;

// Konstruktor pozwala na wstrzykniecie dowolmej implementacji (
Dependency Injection)

public SystemPowiadomien(UstugaWysylki uslugaWysylki) {
this.uslugaWysylki = uslugaWysylki;

}

public void powiadomOUproszczeniu(String tekst) {
uslugaWysylki.wyslij(tekst);
}
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II1.3 Podstawy Programowania

I111.3.1 REPREZENTACJA LICZB

Omow reprezentacje liczb calkowitych i rzeczywistych w komputerze (system binarny,
szesnastkowy, zapis stalo- i zmiennoprzecinkowy).

System binarny i szesnastkowy

Liczby reprezentowane sg w systemie binarnym tj. za pomoca bitow, dwoch symboli standardowo ozna-
czanych 0 (fizycznie odpowiadajace niskiemu poziomowi napiecia lub brakowi pradu) oraz 1 (analogicznie
odpowiednio wysokie napiecie/przeptyw pradu).

W zwiazku z ograniczeniami skonczonego $wiata, uzywane w komputerach operacje dziataja jedynie na
skoniczonym podzbiorze liczb, ktory wynika z dlugosci reprezentacji pojedynczej wartosci jako ciggu 0
oraz 1; dtugosé ta jest stala dla kazdej wartosci na ktérej operujemy (czyli jest mocy 2V gdzie N to
dlugos¢ reprezentacji).

Powyzsze rozwiazanie prowadzi do znacznego przyspieszenia wszystkich operacji wzgledem zapisu o
zmiennej dlugosci, jednakze jako efekt uboczny pozwala ono na klase bledow underflow/overflow (prze-
pelnienia), ktore ujawniaja sie w momencie wykonania operacji, ktorej rozwiazanie znalazloby sie poza
reprezentowalnym podzbiorem wartosci. Podczas gdy najbezpieczniejszym rozwiazaniem byltoby rzuce-
nie wyjatku, ze wzgledow wydajnosci procesor jedynie ustawia odpowiednia flage i kontynuuje ewaluacje
programu (wymagana jest wiec reczna weryfikacja, co moze prowadzi¢ do btedow i dziur bezpieczenstwa
w przypadku zapomnienia o niej).

Co wiecej, podczas gdy przy znaczacej wiekszosci operacji zakres wartosci rzedu powszechnych 32 lub
64 bitoéw jest wystarczajacy, w niektorych specyficznych zastosowaniach, np. w kryptografii, obecnosé
duzych liczb jest wymagana dla implementacji niektorych algorytméw. W zwiazku z tym istnieja bi-
blioteki pozwalajace na prace z duzymi liczbami (najbardziej powszechna jest GMP — GNU Multiple
Precision); niektore jezyki programowania (np. Python, Erlang) pozwalaja na dowolnie dlugie wartosci
calkowite w ramach ich domyslnego typu liczby calkowitej (kosztem ich wydajnosei), podezas gdy inne
(np. JavaScript, Haskell) oferuja osobne typy spelniajace taka role w ramach ich biblioteki standardowej.

Jak ustaliliSmy wyzej, liczby reprezentujemy jako ciag dwoch wartosci logicznych, w praktyce odpowia-
dajacych fizycznym wartoscia pradu w procesorze.

Zapis binarny polega na reprezentacji liczby jako ciagu znakéw 0 oraz 1. Dokladna interpretacja tego
ciagu znakow zalezy od kontekstu w jakim pracujemy (liczby naturalne, calkowite czy rzeczywiste oraz
koricowosci porzadku bajtow?).

System szesnastkowy polega na reprezentacji ciaggu binarnego korzystajac ze zbioru 16 wartosci tj. od 0
do 91iod a do f. Wartosci te konwertujemy poprzez przypisanie wartosci od 0 do 15 symbolom alfabetu
szesnastkowego i przyréownanie ich do standardowego zapisu liczb catkowitych na 4 bitach (o ktorym
mowa w sekcji nizej).

Jest on uzyteczny, poniewaz pozwala na kompresje zapisu czterokrotnie, a co za tym idzie jest bar-
dziej przejrzysty dla ludzi (ktorzy lepiej radza sobie z bogatym zbiorem symboli; patrz alfabet; niz
z dluzszym ciagiem dwoch symboli). Wykorzystywane sa czesto réwniez inne systemy (32-symbolowy i
64-symbolowy), jednak system szesnastkowy ma fundamentalna zalete: poniewaz we wspotczesnych kom-
puterach podstawowsg jednostka reprezentacji danych jest bajt, sktadajacy sie z 8 bitéw, to ciag dwoch
symboli szesnastkowych jest w bijekcji z wartoscia jednego bajta — jedyne inne systemy posiadajace taka
wlasnosé to system binarny (powszechny lecz dtugi), tetralny tj. czworkowy (krotszy, lecz nie uzywany

2W angielskim nazywa si¢ to endianness, co wynika z ksiazki ,,Przygody Guliwiera”, gdzie Lilipuci kloca sie czy rozbié
jajko od grubej strony, i.e. big end, czy cieriszej little end, a co za tym idzie dziela sie na big end-ians i little end-ians.
Wiecej o tym mozna poczytaé w notatkach z Programowania Niskopoziomowego. :)
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gdyz nadal dluzszy od szesnastkowego), omawiany heksadecymalny/szesnastkowy oraz 256-symbolowy
(ktéry w pewnym sensie jest uzywany do reprezentacji liter, jednak to jest dluzsza historia ktora tutaj
pominiemy).

W zwiazku z powyzszym, system szesnastkowy jest czesto uzywany do zapisu danych binarnych, gdzie
potrzebna jest umiejetnosé poréwnania ich ,na oko” przez cztowieka np. w wartosciach skrétow krypto-
graficznych.

Liczby naturalne i catkowite

Standardowa metoda reprezentacji liczb naturalnych w komputerze jest interpretacja ciagu n bitéw jako
liczba w systemie pozycyjnym o bazie 2.

Majac ciag k bitéw, interpretujemy kazdy z nich jako posiadajacy pewna warto$é¢ — wartoscia liczby jest
wtedy suma wartosci jej bitow, tj. cyfr. W systemie binarnym i-ty od prawej bit reprezentuje wartosé 0
jezeli bit jest symbolem 0, albo 2/~ jezeli jest on symbolem 1. Jak zostalo wspomniane jest to system
pozycyjny, a wiec zachowuje sie on analogicznie do znanego systemu dziesietnego, tyle ze za podstawe
systemu przyjmujemy 2 a nie 10.

Przyktadowo w 1010, bity maja odpowiednio wartogci 24! = 8, 0 (jakby byt symbolem 1 to bytoby
2371 = 4), 2271 = 2 oraz 0, co po sumowaniu daje wartosé¢ calego ciagu wynoszaca 10.

Powyzszy system pozwala na reprezentacje wszystkich wartosci z zakresu od 0 do 2¥~! przez ciag bitow
dtugosci k. Problem pojawia sie jednak przy prébie reprezentacji podzbioru liczb catkowitych, a co z tego
wynika liczb ujemnych.

Najbardziej intuicyjny sposob reprezentacji liczb jest poprzez potraktowanie jednego z bitow (najczesciej
pierwszego / najbardziej znaczacego) jako bitu znaku — oznacza to, ze 1010 oznaczaloby w tym systemie
wartos¢ —2 — pierwszy bit od lewej oznacza w tym wypadku, ze liczba jest ujemna. Niestety ten sposob
reprezentacji ma jedna fundamentalng wade — sprawia on, ze istnieja osobne reprezentacje dla wartosci
0 oraz —0, co jest niezgodne z powszechnie obowiazujacymi prawami matematyki.

W zwiazku z powyzszym, w komputerach korzysta sie z alternatywnej reprezentacji, tzw. metody kom-
plementu dwojki (two’s complement).

Idea jest nastepujaca — liczba jest nadal ujemna wtedy, i tylko wtedy, gdy najbardziej znaczacy bit
jej reprezentacji wynosi 1. Jezeli liczba nie jest ujemna, jej warto$é¢ jest analogiczna do wartosci w
systemie dla liczb naturalnych — np. 0101 oznacza 5 w obu systemach. Jezeli liczba jest ujemna, jej
warto$é odpowiada negacji wartosci otrzymanej poprzez wpierw odwrdcenie wszystkich bitow a nastepnie
dodanie 1 do otrzymanego ciggu. Jako przyktad, poniewaz ciag 1010 ma ustawiony najbardziej znaczacy
bit, reprezentuje on liczbe ujemna — w zwiazku z tym korzystajac z algorytmu, wartos¢ jaka dla niego
przyjmujemy jest wartos¢ ciagu 0101 plus jeden, co daje minus 0110 w systemie binarnym lub —6 w
systemie dziesietnym.

Metoda komplementu dwojki sprawia, ze mozemy reprezentowaé wszystkie mozliwe wartosci od —2F~1 do
2F=1 _1 dla ciagu dtugosci k bitow. Usuwa ona problem z podwojna reprezentacja zera (chociaz operacja
negacji ma przez to dwa punkty stale — 0 oraz najmniejsza warto$é¢ ktora mozemy reprezentowac).

Reprezentacja ta ma kluczowa dodatkowa zalete, ktoéra czyni ja najbardziej powszechnym sposobem
reprezentacji — sprawia ona, ze dodawanie liczb calkowitych dziala poprawnie podczas korzystania z
metody dodawania pozycyjnego dla liczb naturalnych. Dodawanie pozycyjne w systemie binarnym polega
na dodawaniu pisemnym od najmniej do najbardziej znaczacych bitéw. Okazuje sie, ze jezeli dodamy w
ten sposob dwie liczby zapisane w systemie komplementu dwojki, wynikiem bedzie inna reprezentacja
liczby w tym systemie odpowiadajaca poprawnej wartosci.

Wtlasnosé ta sprawia, ze procesory nie potrzebuja implementowaé réznych operacji dodawania na po-

trzeby liczb naturalnych i catkowitych, co oszczedza miejsca na kosci krzemu i utatwia ich optymalizacje.

Podczas gdy wszystkie metody dziataja dla dowolnej dlugosci ciggu bitow k > 1, standardowo operuje
sie na wartosciach:

e bajtach, tj. 8-bitowych wartosciach np. na potrzeby znakéw, koloréw w standardowym formacie
RGB, oraz danych o nieznanej dlugosci (reprezentujemy je jako ciag bajtow, jest to podstawowa
dtugosé¢ danych);
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e 16-bitowych, czesciej uzywanych w dawniejszych procesorach, jednak nadal spotykanych np. w sieci
(zakresy portow), mikroprocesorach, oraz przy potrzebie optymalizacji pamieci;

e 32-bitowych, najbardziej powszechnego rozmiaru na wszystkich uzywanych architekturach proce-
sorow (x86-64, ARM, RISC-V, etc.)

e 64-bitowych, dostepnej we wszystkich nowoczesnych procesorach na potrzeby przechowywania
wiekszego zakresu danych (np. czasu).

Wieksze rozmiary bedace potegami dwojki rowniez sa uzywane np. do identyfikatorow, jednak zazwyczaj
nie majg operacji w procesorze implementujacych dla nich podstawowe operacje arytmetyczne (mozna
je jednak wprost zaimplementowaé kilkoma operacjami dla 64-bitowych wartosci).

Liczby rzeczywiste

Fun fact: liczby rzeczywiste nie istnieja (nie sa rzeczywiste, nie moga Cie skrzywdzi¢). Poniewaz
nasz $wiat jest (z lokalnego punktu widzenia) skoriczony, nie jesteSmy w stanie reprezentowac wszystkich
mozliwych wartosci zbioru liczb rzeczywistych. Poniewaz jest to jednak uzyteczne, reprezentujemy jedynie
pewien podzbior (analogicznie jak dla liczb naturalnych).

Najprostszym sposobem reprezentacji jest reprezentacja o staloprzecinkowa (fized-point) — reprezentu-
jemy liczbe jako ciag k bitoéw, gdzie jako jej wartos¢ traktujemy wartosé liczby catkowitej odpowiadajacej
danemu ciaggowi bitow podzielong przez 2¢. W praktyce oznacza to, ze majac reprezentacje binarng liczby
stawiamy przecinek, tj. kropke dziesietng binarng.

Reprezentacja ta ma podstawows zalete — operuje sie na takich liczbach analogicznie do liczb naturalnych.
Niestety szybko mozna zauwazy¢ jej wady — nie jesteSmy w stanie za jej pomoca reprezentowaé bardzo
malych ani duzych liczb, co jest niekorzystne z punktu widzenia przer6znych mozliwych zastosowan.

W zwiazku z tym, najczestsza reprezentacja liczb rzeczywistych jest reprezentacja zmiennoprzecinkowa,
a doktadniej reprezentacja zgodna ze standardem IEEE 754. W owej reprezentacji ciag k bitow dzielimy
na:

e pojedynczy bit znaku
e [ bitow wyktadnika, ktore specyfikuja rzad wielkosci
e pozostate k — ¢ — 1 bitow mantysy.

Jako wartoéé liczby przyjmujemy +M - 27 gdzie:

e liczba jest nieujemna wtedy i tylko wtedy gdy bit znaku wynosi 0 (analogicznie jak przy repre-
zentacji liczb catkowitych bez komplementu dwojki; oznacza to, ze mozemy mieé¢ dwa zera, co dla
prostoty akceptujemy);

e liczba M to mantysa, czyli liczba zakodowana w kornicowej czeci reprezentacji z przedzialu od
1 domknietego do 2 otwartego (jak w notacji wyktadniczej). Zauwazmy, ze poniewaz poczatek
tej liczby zawsze bedzie wynosit 1 z tego zalozenia, mozemy go pominaé i zaoszczedzi¢ jeden bit
pamieci — oznacza to, ze przyjmujemy M = 1.m, gdzie m to warto$¢ otrzymana z reprezentacji
binarnej wymienionych weze$niej bitow mantysy (jako liczby naturalnej — zawsze dodatnia).

e liczba E to wyktadnik zakodowany w $rodkowej czesci, wyznacza rzad wielkosci wartosci. Moze
byé¢ on dodatni lub ujemny, lecz w poréwnaniu do dotychczasowych reprezentacji liczb catkowitych
stosuje sie jeszcze inny sposob — zachodzi bowiem E = e —2¢71 + 1, gdzie e to wartoié¢ zakodowana
w bitach wykladnika jako liczba naturalna, czyli ,przesuwamy” faktyczng warto$é¢ o tzw. bias.

Owa reprezentacja pozwala nam na zaréwno dokladng reprezentacje bardzo matych liczb, jak i mniej
doktadna reprezentacje bardzo duzych liczb — zauwazmy, ze im wiekszy jest wyktadnik, tj. rzad wielkosci
wartosci, tym wieksza jest réznica pomiedzy dwoma kolejnymi elementami.

W przypadku 32-bitowych liczb zmiennoprzecinkowych (typ float), standard przewiduje 8 bitow na
rzecz wykladnika; dla 64-bitowych reprezentacji (typ double) 11 bitow.

Niestety zycie nie jest piekne, wiec standard ma jeszcze troche magicznych sztuczek:

e warto zauwazy¢, ze nie ma obecnie sposobu reprezentacji dla 0 (poniewaz mantysa jest od 1 do
2); w zwiazku z tym, jezeli wykladnik przyjmuje najmniejszg mozliwg wartosé (tj. jego bity sa
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rowne 00...00), wtedy jako warto$¢ mantysy przyjmuje sic M = 0.m a nie M = 1.m; zaleta
tego jest mozliwos¢ reprezentacji zera oraz znaczaco mniejszych liczb (tzw. subnormals), wada jest
fakt ze z wykluczeniem zera operacje na tych matych liczbach potrafia by¢ znaczaco wolniejsze (w
zwiazku z tym niektore procesory maja flage ktore zaokraglaja je do zera, co w efekcie przyspiesza
patologiczne operacje).

e w ramach standardu, jezeli wyktadnik zawiera najwieksza wartosé tj. ma reprezentacje 11...11,
podczas gdy mantysa jest wyzerowana, to wartosé tej reprezentacji traktowana jest jako nieskon-
czono$é (oraz minus nieskoniczono$é w zaleznosci od znaku); dodanie tych wartosci jest bardzo
uzyteczne — stanowia one m.in. intuicyjne granice poréwnan i elementy neutralne operacji mi-
n/max (w polaczeniu z poprzednim punktem oznacza to, ze zakres mozliwych wykladnikow dla
y,hormalnych liczb” jest troche mniejszy niz wynika z naturalnej interpretacji — dla float’éw jest to
od —126 do 127; dla double’i od —1022 do 1023)

e warto zauwazy¢, ze wyrdznienie nieskonczonosci sprawia, ze wartosci z wyktadnikiem postaci
11...11 i niezerowa mantysa s teraz ciezkie do uzycia (intuicyjnie powinny by¢ one wieksze
od nieskoriczonosci); wedlug standardu jednak, te wszystkie wartosci to tzw. NaN’y czyli Not a
Number. Owe wartosci maja nastepujace kluczowe wtasnoscei:

— powstaja na skutek niezdefiniowanych operacji (np. 0/0, oo/oo, /—1) oraz propagacji NaN +
z=NaN.-z=NaN —z =--- = Nal;

— wszystkie z operacji NaN < z, NaN = X i NaN > x sa zawsze falszywe dla dowolnej wartosci
x; w szczegolnosel fakt ten oznacza, ze NaN # NaN oraz, ze liczby rzeczywiste nie tworzg
liniowego porzadku (co jest o tyle problematyczne, ze w przypadku korzystania ze struktur
operujacych na porzadku, jak zbiory czy mapy za pomocg struktur drzewiastych, trzeba wery-
fikowaé brak operacji na kluczach bedacych NaN’ami w celu unikniecia btedéw w programie).
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IT1.4 Programowanie Niskopoziomowe

II1.4.1 URZADZENIA ZEWNETRZNE

Opisz mechanizmy komunikacji CPU z urzadzeniami zewnetrznymi.

Na poczatku warto wspomnieé¢ o tym, jak mozemy podzieli¢ urzadzenia — podstawowy podzial mozemy
zrobi¢ wzgledem predkosci:

e wolne — obstuguja dane (tj. przyjmuja albo dostarczaja) znacznie wolniej od procesora, np. drukarka
(przyjmuje), klawiatura (dostarcza).

e Srednie — obstuguja dane wolniej od procesora, jednak przy podobnym rzedzie wielkosci tej szyb-
kosci, np. karty sieciowe, wolniejsze dyski, kontrolery USB, karty dzwiekowe.

e szybkie — obstuguja dane szybciej od procesora®, np. karty graficzne, dyski NVMe.
To jest podstawowy podzial, ktory decyduje o tym, z jakiego sposobu komunikacji korzystamy (o czym

nizej).
Mozemy jeszcze podzieli¢ urzadzenia dodatkowo na podstawie tego, jak informuja o wykonaniu pewnego
zadania (gotowosci).

e Niektore urzadzenia moga by¢é polled, tj. zaciaggane. Procesor musi bezposrednio prosié je o raport
gotowosci (np. co jakis czas / przed checia zlecenia zadania). Zaletg jest prostota i brak potrzeby
synchronizacji (czekamy az bedzie gotowe i jest), jednakze wada jest marnowanie czasu na inne
operacje czekajac na jeden rezultat (mozemy sprawdzaé rzadziej, ale wtedy tracimy responsywnosc).

e Urzadzenia asynchroniczne informuja procesor bezposrednio o swojej gotowosci poprzez przerwa-
nia. Procesor dostaje w ten sposéb informacje, ktora moze rozpatrzy¢ albo zakolejkowaé na poznie;j.
Oczywista zaleta jest owa asynchronicznos$é, gdyz nie musimy czeka¢ na urzadzenie i mozemy robié¢
inne rzeczy, wada jest komplikacja ciagu egzekucji (jak dostaniemy przerwanie, to jak nazwa wska-
zuje przerywamy egzekucje i przechodzimy do rozpatrywania tego faktu — na szcze$cie mozemy je
chwilowo wylaczaé, wtedy czekaja na swoja kolej).

e Urzadzenia moga tez wspiera¢ sampling — jest to system dosy¢ podobny do pollingu, jednak réznigcy
sie tym, ze urzadzenie jest zawsze gotowe (ma jakie§ dane do przekazania). W pollingu pytamy o
gotowos¢ i czekamy az dostaniemy informacje o niej zanim przeczytamy dane, w samplingu po
prostu czytamy dane i z nich korzystamy bez blokowania si¢ czekajac na urzadzenie. Jest to w
duzej mierze najlepsze rozwiazanie, ale tez niepraktycznie dla znaczacej ilosci operacji (oraz jest
ono read-only).

Co wazne, obstuga gotowosci jest osia prostopadla lecz zalezng do szybkosci — w teorii mozemy spotkaé
urzadzenia z kazda kombinacja, jednakze niektére pary naturalnie spotykane sa czesciej (np. urzadze-
nia wolne najwiecej otrzymuja z bycia asynchronicznym, a czesto ciezko jest dla nich zrobié sensowny
sampling).

W celu uwzglednienia zapotrzebowania na wspieranie urzadzeri o roéznych mozliwych specyfikacjach,
architektura x86-64 wspiera kilka réwnorzednych metod komunikacji z urzadzeniami.

e Komunikacja przez porty (port-mapped I0) opiera sie na zbiorze portéw, odrebnym od przestrzeni
adresowej (niekoniecznie przechodzacym przez RAM). W architekturze x86-64 porty adresowane
sa shortami (jest ich 64k) i komunikuje sie przez nie za pomoca instrukeji in oraz out. Zachowuja
sie podobnie jak pipe’y w systemach operacyjnych; do jednego portu mozemy mieé¢ przypisane
jedno urzadzenie do odczytu i drugie do zapisu — moga to byé¢ rozne urzadzenia (np. dwa chipy

3Technicznie rdzenn CPU ma taktowanie rzedu kilku GHz i jest niemal zawsze szybszy w pojedynczych operacjach, ale
urzadzenia te generuja ogromna przepustowosé danych (throughput), ktora zatkataby CPU, gdyby musialo samo przenosié¢
kazdy bajt.
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drukarki), wynika to z faktu, ze portow jest dosyé mato w poréwnaniu do pamieci. Porty wspieraja
tez naturalny polling (wysylamy ping, dostajemy pong). Z racji, ze operacja na danych wymaga
kilku operacji procesora (standardowo czytamy /piszemy po bajt na instrukcje), metoda nadaje sie
tylko do wolnych urzadzen.

e Drugim fundamentalnym sposobem jest wykorzystanie memory-mapped 10. Rejestry sterujace i
pamie¢ urzadzenia sa tu odwzorowane w tej samej przestrzeni adresowej co RAM. Czes$¢ adresow
fizycznych nie trafia do pamieci, tylko jest przechwytywana przez kontroler pamieci / chipset i
kierowana do urzadzenia, komunikujemy sie wiec zwyktymi instrukcjami dostepu do pamieci (mov
i przyjaciele), przez co mozemy wzglednie szybko przekazywaé (w obie strony) duza ilo§¢ danych.
Przy MMIO trzeba jednak uwazaé na kilka rzeczy:

— zachowanie cache’u dla operacji ktore przekazujemy przez MMIO jest nietrywialne; czasem
mozemy po prostu wylaczyé¢ cache, jednak gdy chcemy mieé¢ cache musimy uwazaé na seman-
tyke aby poprawnie przekazywaé informacje.

— zeby odczyty i zapisy byly poprawne kompilator nie moze optymalizowaé ani przestawia¢ tych
dostepow do pamieci (w C mozemy uzyé¢ uzyé¢ volatile aby tego uniknaé), a sam procesor
moze wymagac¢ barier pamieci, bo porzadek zapiséw do urzadzenia bywa istotny.

Co wazne, MMIO domyslnie oznacza jedynie mapowanie przestrzeni adresowej. W zmapowa-
nym zakresie przestrzeni komunikujemy sie wprost z urzadzeniem, lecz nie dotykamy faktycznej
pamieci RAM (tym zajmuje sie opisana nizej technika DMA).

Warto zaznaczy¢, ze np. urzadzenia ARM i ogdlnie architektury RISC-V nie wspieraja port-mapped
IO (caly przeptyw danych idzie przez pamieé¢), a przy coraz szybszych urzadzeniach odchodzi sie od
korzystania z portéw na rzecz MMIO rowniez po czeSci na x86-64. Jedng z zalet MMIO jest tez fakt,
ze mozna komunikowaé sie z urzadzeniami jako programy nieuprzywilejowane, pod warunkiem ze sys-
tem przydzieli nam odpowiednia strone pamieci wirtualnej (standardowo porty sa dostepne w trybie
uprzywilejowanym).

Powyzsze dwie metody moéwia jak rozmawiamy z urzadzeniem, jednak obydwie sa synchroniczne i obcia-
zaja CPU (przez co nie nadaja sie do rozméw z szybkimi urzadzeniami). Druga 0§, czyli powiadamianie
o gotowosci oraz odciazenie procesora z samego przepychania danych, realizuja w procesorze przerwania
(interrupt’y) i DMA (Direct Memory Access).

e Przerwania to jedna z najstarszych metod komunikacji asynchronicznej. Urzadzenie, ktore zakon-
czy swoja prace (1 wroci do trybu gotowoscei) informuje o tym procesor wysylajac mu zadanie
przerwania, tj. Interrupt Request (IRQ). Jak nazwa wskazuje, procesor po otrzymaniu takiego
zadania przerywa prace i przechodzi do jego obshugi, zapisujac obecny stan przed skokiem do ad-
resu w pamieci zarejestrowanego (tj. wpisanego w odpowiedniej tablicy bezposrednio w pamieci
procesora) dla obstugi danego przerwania. Kiedys$ kazde urzadzenie wysylato prosbe o przerwa-
nie do kontrolera przerwan (przez odpowiednie piny), obecnie najczesciej robi sie to przez MMIO
(kontroler zapisuje pod odpowiednim adresem w pamieci, procesor to wychwytuje i interpretuje).
Przerwania nie zawsze beda obstugiwane natychmiast — mozemy zapauzowaé je odpowiednimi in-
strukcjami oraz zamaskowaé tylko niektore z nich (bardzo podobnie jak sygnaly w POSIX’ie, ktore
byly modelowane wlasnie na przerwaniach).

e Direct Memory Access w mniejszym stopniu zajmuje sie asynchronicznoscia (nadal czesto korzysta
z przerwan), jednak rozwiazuje problem obstugi szybkich urzadzen — przy standardowym MMIO
to nadal procesor musi wykonywaé instrukcje aby zapisywa¢ dane otrzymane od urzadzenia do
standardowej pamieci RAM. Direct Memory Access pozwala innym urzadzeniom na zapisywanie
bezposrednio do pamieci RAM; pamieé¢ ta moze byé¢ nastepnie wykorzystana przez procesor w
dogodnym czasie (,na spokojnie”) albo przekazana dalej innym urzadzeniom bez koniecznosci prze-
chodzenia przez procesor — na przyktad mozemy zlecié¢ karcie graficznej obliczenie, a po otrzymaniu
odpowiedzi od razu wystaé¢ je po sieci naszemu koledze. Kiedys DMA szto przez osobny chip na
plycie gtownej (urzadzenia gadaly z nim a on zapisywal do pamieci), obecnie urzadzenia typu GPU-
/karta sieciowa maja chipy u siebie i bezposrednio prosza pamieé o odczyt/zapis w dane miejsce
(nadal jest jednak chip memory-management ktory kontroluje, ze dostaly one ,blogostawieristwo”
od CPU na zapis w danym miejscu). Podobnie jak z klasycznym MMIO caching jest nietrywialnym
zadaniem.

Podsumowujac, na podstawie predkosci urzadzenia mozemy korzysta¢ z nastepujacych metod:
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e wolne = port-mapped IO (albo proste MMIO), zwykle polling lub przerwania; CPU obsluguje
bajt po bajcie, ale skoro urzadzenie i tak jest wolne, nie szkoda na to cykli.

e érednie = MMIO + przerwania (zeby nie traci¢ czasu na polling), czesto DMA do wiekszych
transferow.

e szybkie = MMIO + DMA + przerwanie na zakoriczenie obliczenia (gotowos¢); CPU nie nada-
zytby kopiowaé, wiec oddaje transfer urzadzeniu.

Analogicznie na podstawie mechanizmu sprawdzania gotowosci korzystamy z nastepujacych narzedzi:
e polling = sprawdzanie pingami do portéow / czytanie statusu z pamieci.
e asynchronicznie = przerwania.

e sampling = czytanie z pamieci MMIO/DMA.

I11.4.2 ODCZYT Z DYSKU

Przedstaw szczegotowo sekwencje wydarzeri nastepujacych przy odczycie przez program obszaru
pamieci zwiazanego przez mmap z plikiem dyskowym.

mmap jest wywolaniem systemowym umozliwiajacym powiazanie fragmentu pliku z obszarem pamieci
wirtualnej procesu. Za jego pomocy realizuje sie MMIO (Memory-Mapped Input Output) oraz Memory-
Mapped Files (czyli mechanizm, ktory tu opiszemy). Po wykonaniu mmap program nie musi czytaé z
pliku dyskowego za pomoca syscalla read, lecz korzysta z danych tak, jakby znajdowaly sie w zwyklej
pamieci.

Zanim program odczyta dane, wywotuje funkcje mmap. System operacyjny (w trybie jadra) tworzy wtedy
w strukturach jadra opis nowego obszaru pamieci wirtualnej procesu (w Linux’ie jest to struktura
vm_area_struct) i laczy ten obszar z deskryptorem pliku dyskowego. W tym momencie system nie
taduje zadnych danych z dysku do RAM-u ani nie tworzy fizycznych wpisow w tablicy stron procesu.
Rezerwuje jedynie zakres adreséw wirtualnych.

Przy probie odezytu danych przez program procesor (a doktadniej jednostka MMU) przechwytuje adres
wirtualny i probuje go przettumaczyé na adres fizyczny. MMU widzi w Tablicy Stron, ze strona nie
istnieje w pamieci RAM — Bit obecnosci jest wyzerowany. Zglaszany jest wyjatek Page Fault. Powoduje
on przekazanie kontroli do jadra. Jadro sprawdza strukture vm_area_struct procesu, aby ustalié¢, czy
ten dostep do pamieci byt legalny. Gdyby nie byl, to proces zostalby zabity. Poniewaz adres wirtualny
znajduje sie w obszarze legalnie zmapowanym przez mmap, to system wie, ze to nie jest btad programu
(Segmentation Fault), ale prawidlowe zadanie odczytania danych z pliku.

Jadro sprawdza, czy zadany fragment pliku nie znajduje sie juz przypadkiem w pamieci RAM w globalnej
pamieci podrecznej systemu (tzw. Page Cache lub Disk Cache), poniewaz inny program mogt go wezesniej
otworzy¢. Jesli danych nie ma w RAM-ie, system musi zainicjowaé operacje 1/O. Alokuje wiec nowa
ramke pamieci RAM. Nastepnie tworzone jest zadanie do sterownika pamieci masowej o skopiowanie
odpowiedniego bloku danych z pliku na dysku do nowo przydzielonej ramki w RAM. Odeczyt ten jest
wolny, wiec w miedzyczasie jadro zawiesza proces i pozwala procesorowi dziataé¢ dalej. Po zakoriczeniu
kopiowania danych, kontroler dysku zglasza sprzetowe przerwanie do procesora. Jadro odbiera sygnat,
ze dane sa juz w RAM-ie.

Nastepnie (po wykonanym kopiowaniu lub zajrzeniu do Disk Cache) jadro aktualizuje wpis w Tablicy
Stron procesu i wiaze adres wirtualny z adresem fizycznym odpowiedniej ramki. Bit obecnosci jest za-
palany, a dodatkowo ustalane sa odpowiednie prawa dostepu (podane przez proces podczas wywolania
mmap). Potem nastepuje aktualizacja danych w cache’u TLB (procesor robi to automatycznie).

Dopiero teraz system operacyjny przetacza procesor z powrotem w tryb uzytkownika i pozwala progra-
mowi kontynuowaé swoje dzialanie. Instrukcja odczytu pamieci wykonuje si¢ po raz drugi. Tym razem
MMU odnajduje prawidtowy wpis w Tablicy Stron i pobiera dane bezposrednio z RAM-u. Przy odczytach
dalszych danych nie wystepuje juz Page Fault, bo cala strona znajduje sie juz w pamieci RAM.
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System operacyjny czesto przewiduje dalsze odczyty. Jezeli program czyta dane sekwencyjnie, to jadro
moze z wyprzedzeniem wczytaé kolejne strony. Jest to tak zwany mechanizm read-ahead. Znaczaco
poprawia on wydajnosé¢ odczytow. Przy braku pamieci RAM system przerzuca jakas inng ramke na dysk
i robi miejsce dla nowe;j.

Jeden z argumentéw mmap przyjmuje jedno z makr MAP_PRIVATE lub MAP_SHARED. Pierwsze z nich ozna-
cza, ze zmiany danych powinny by¢ prywatne dla procesu. Przy pierwszym zapisie nastepuje mechanizm
Copy-on-Write i tworzona jest prywatna dla procesu kopia strony. W przypadku MAP_SHARED zmodyfiko-
wane strony sa wspoldzielone i moga zostaé zapisane z powrotem do pliku (w przypadku MAP_PRIVATE
nie jest to mozliwe).

I111.4.3 INSTRUKCJE WEKTOROWE

Omoéw metody programowania z wykorzystaniem instrukcji wektorowych (SSE).

Podstawa programowania wektorowego jest paradygmat SIMD (Single Instruction, Multiple Data). W
przeciwieristwie do tradycyjnego przetwarzania skalarnego (gdzie jedna operacja przetwarza jedna pare
liczb), instrukcje wektorowe pozwalaja na wykonanie tej samej operacji matematycznej na calym wek-
torze danych w jednym cyklu procesora.

SSE (Streaming SIMD Extensions) jest rozszerzeniem do architektury x86 wprowadzajacym instrukcje
SIMD. Zostalo wprowadzone przez Intel w 1999 roku. SSE poczatkowo dodawato 8 nowych rejestrow
128-bitowych xmm0 do xmm7. W architekturze 64-bitowej dodano 8 kolejnych: xmm8 do xmm15. Te rejestry
sa rozszerzane do 256-bitowych rejestréw ymmO do ymm15. Istnieja tez 64-bitowe rejestry mmxO do mmx7
wprowadzone we wczesniejszym rozszerzeniu MMX. Te rejestry stuzyty do operacji na liczbach catkowi-
tych, a obliczenia w nich wykonywane byly wspoétdzielone z FPU (Floating Point Unit), przez co procesor
nie mogl wykonywaé operacji na nich i na liczbach zmiennoprzecinkowych jednocze$nie. Oryginalne SSE
mialo tylko instrukcje do operowania na 32-bitowych floatach (liczbach zmiennoprzecinkowych pojedyn-
czej precyzji). W SSE2 dodano wsparcie dla liczb podwojnej precyzji oraz liczb catkowitych (w wersji
64-, 32-, 16- lub 8-bitowej).

Instrukcje SSE dziely sie na instrukcje skalarne (operacja jest wykonywana tylko na jednym elemencie
rejestru) oraz pakowane (operacja wykonywana réwnolegle na wszystkich elementach rejestru). Instrukeje
dzialajace na floatach maja zwykle konicowki ss (scalar single-precision) lub ps (packed single-precision).
Instrukcje dzialajace na double’ach to odpowiednio sd i pd. Instrukcje dzialajace na liczbach catkowitych
maja konicowke odpowiadajaca dtugosci liczby (d to double word, czyli 32 bity, q quad word, czyli 64
bity, dq to 128 bitow).

e movd przenosi 32 lub 64 bity miedzy ogolnym rejestrem/pamiecia a rejestrem xmm, w przypadku 64
bitéw przenoszonych do xmm nastepuje zero-extension (wyzsze bity sa zerowane). Istnieje instrukcja
movq przenoszaca 64 bity, to tylko réznica w sktadni, tak naprawde to ta sama instrukcja. Obie te
instrukcje operuja na liczbach catkowitych.

e movdqa przenosi 128 bitéw miedzy rejestrami xmm lub pamiecia. Dane musza by¢ wyréwnane do 16
bitéw, w przeciwnym wypadku zgtaszany jest btad. Tego wymogu nie ma instrukcja movdqu, ale
jest wolniejsza. Obie operuja na liczbach catkowitych.

e movdq2q przenosi dolne 64 bity z rejestru xmm do rejestru mmx. Na odwrot dziata movg2dq (wystepuje
zero-extension). Oczywiscie sg to operacje catkowitoliczbowe (bo mmx wspiera tylko takie).

e movss przenosi jednego floata miedzy rejestrami xmm lub pamiecia (jesli zrodlem jest rejestr xmm,
to nastepuje zero-extension, jesli pamieé¢, to nie). movaps robi to samo dla 4 floatow, wymaga
wyréwnania, movups nie wymaga, ale jest wolniejsze.

e movlps przenosi 2 floaty miedzy dolnymi 64 bitami rejestru xmm a pamiecia. movhps robi to samo
dla gornych bitow.

e Te same instrukcje dla double’i maja koricowke sd (pd) zamiast ss (ps).
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e Operacje na liczbach zmiennoprzecinkowych maja wersje skalarne i pakowane. Dla dodawania jest
to addss, addps, addsd, addpd. Podobnie dziala odejmowanie subss, mnozenie mulss, dzielenie
divss, pierwiastkowanie sqrtss, maksimum maxss i minimum minss. Dla floatéw dodatkowo ist-
nieja rsqrtss i rsqrtps, ktore szybko przyblizaja wartosé 1/4/z, co jest bardzo przydatne przy
liczeniu rzeczy zwiazanych z grafika.

e Instrukcje haddps, hsubps pozwalaja dodawa¢/odejmowaé sasiednie wartosci z tego samego reje-
stru. Analogicznie dziataja haddpd i hsubpd.

e cmpss (i przyjaciele) porownuje liczby zmiennoprzecinkowe, ustawia odpowiednie bity pierwszego
rejestru na 1 jesli zachodzi réwnosé, na 0 w przeciwnym wypadku. comiss poréwnuje pojedyncze
floaty (nie ma pakowanego odpowiednika) i informuje o tym w tradycyjny sposob (poprzez ustawie-
nie flag w rFLAGS). Przydaje sie to do skokéw warunkowych, ktore korzystaja z tego mechanizmu.
ucomiss dodatkowo moze stwierdzi¢, ze wartosci nie maja porzadku (unordered), co dzieje sie, gdy
jedna jest NaN-em. Podobnie dziata comisd i ucomisd.

e shufps przyjmuje dwa zrodla. Mozemy ustawié¢ pierwsze 32 bity docelowego rejestru (ktory jest
tym samy, co pierwsze zrodlo) na dowolnag z 4 liczb zapisanych w pierwszym zZrodle. Podobnie
drugie 32 bity. Druga polowa docelowego rejestru robi to samo dla drugiego zrédta. To, co zostanie
gdzie wsadzone zalezy od wartosci podanej jako kolejny argument. Analogicznie dziata shufpd.

e unpckhps patrzy na gorne 2 liczby z dwoch zrédet i wsadza je na zmiane w rejestr docelowy.
Analogicznie unpcklps.

e Mozemy dokonywaé¢ konwersji typow instrukcjami typu cvtsi2sd (Integer to Scalar Double),
cvtss2si (Scalar Single-precision to Integer).

e Mamy operacje bitowe andps, orps, xorps, andnps (AND NOT).

e Operacje catkowitoliczbowe mozemy wykonywaé z przepelnieniem (ignorowanie przepelnienia), np.
paddb (16 liczb 8-bitowych), paddw (liczby 16-bitowe), podobnie psub? albo pmul?. Mozemy tez
wykonywac je z wysyceniem (mamy najwieksza i najmniejsza liczbe, ktorych nie da sie przekroczy¢),
np. paddsb (liczby 8-bitowe ze znakiem), padduw (16-bitowe bez znaku) i inne podobne. Mamy tez
operacje logiczne por, pand, pandn, pxor.

e Mieszanie liczb calkowitych dziala za pomoca instrukeji typu pshufd, ktéra w kazdej z czterech
liczb rejestru docelowego umieszcza dowolna z czterech liczb ze zrédia.

Warto dodaé¢, ze rozréznienie instrukcji przenoszacych dane i bitowych na zmiennoprzecinkowe i cal-
kowitoliczbowe nie jest jedynie roznicg semantyczng — operacje zmiennoprzecinkowe sa wykonywane
przez FPU, a catkowitoliczbowe przez ALU. Wspotczesne procesory maja fizycznie rozdzielone potoki
wykonawcze: potok dla liczb catkowitych (Integer Domain) oraz potok dla liczb zmiennopozycyjnych
(Floating-Point Domain). Jesli zaladujemy do pamieci liczby zmiennoprzecinkowe, a potem wykonamy
na nich np. operacje binarng catkowitoliczbowa, to procesor musi fizycznie przesta¢ te dane z potopu FP
do potoku Integer. Takie przetaczenie domeny powoduje mikroarchitektoniczne opdznienie zwane Bypass
Delay (moze kosztowaé od 1 do kilku dodatkowych cykli zegara).

Jesli chcemy korzystaé z operacji wektorowych nie piszac wprost w Assemblerze, to mozemy zdaé sie na
automatyczna wektoryzacje stosowana przez kompilatory. Wymaga to odpowiednich flag (na przyktad
-03 lub bardziej konkretne -ftree-vectorize). Kod zréodlowy jest wtedy czysty i dziala na wszystkich
platformach, ale nie mamy pewnosci, ze kompilator zrobi dokltadnie to, co chcemy. Mozemy tez korzystaé
z funkcji wbudowanych dajacych nam bezposredni dostep do instrukeji wektorowych. Wtedy nasz kod
zadziala tylko na platformach, ktore to wspieraja.

#include <immintrin.h> // nagldwek do instrucji SIND

void add_vectors(float* a, float* b, float* result) {
// tadowanie 4 floatdw do rejestréow XMM (wymagane wyrdwnanie pamiect)
// inticjalizacja za pomocg alignas (16) float al4]

__m128 va = _mm_load_ps(a);
__m128 vb = _mm_load_ps(b);
__m128 vres = _mm_add_ps(va, vb);

_mm_store_ps (result, vres);
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111.4.4 ZARZADZANIE I OCHRONA PAMIECI

[ Opisz sprzetowe mechanizmy zarzadzania i ochrony pamieci.

Aby sprawnie zarzadzaé¢ pamiecig, system operacyjny nie udostepnia dziatajacym procesom adresow
w pamieci RAM wprost. Zamiast tego dziala mechanizm pamieci wirtualnej. Funkcjonuje on dzieki tak
zwanemu stronicowaniu. Pamie¢ (zaroéwno wirtualna, jak i rzeczywista) jest podzielona na bloki (zwane
stronami w przypadku pamieci wirtualnej i ramkami dla pamieci rzeczywistej; zazwyczaj o rozmiarze
4kB). W procesorze istnieje jednostka hardware’owa MMU (Memory Management Unit), ktora dokonuje
mapowania blokow wirtualnych na rzeczywiste. Dzieki temu procesowi wydaje sie, ze ma dostepna dla
siebie cala przestrzen adresowa, a tymczasem procesor mapuje te przestrzen na rézne miejsca w fizycznym
RAM-ie. Dzieki temu programy nie musza by¢ trzymane w RAM-ie w ciggtym bloku, co daje systemowi
operacyjnemu wieksza swobode w zarzadzaniu pamiecia. Do tego przesuwanie danych procesu przez
system operacyjny jest proste, bo nie wymaga to zadnej zmiany po stronie procesu — wystarczy zmienié¢
mapowanie w MMU. Jesli w RAM-ie brakuje pamieci dla wszystkich dziatajacych procesow, to system
operacyjny moze przeniesé¢ czesé stron tych proceséw na dysk. Dzieki temu mozliwe jest sprawniejsze
radzenie sobie z sytuacjami, gdy pamie¢ operacyjna jest bardzo silnie wykorzystywana.

Do swojego dzialania MMU wykorzystuje tak zwana Tablice Stron (Page Table), ktora znajduje sie
w RAM-ie. Jak jednak wiemy odczyty z RAM-u sa bardzo wolne, wiec wymog spojrzenia do niej za
kazdym razem, gdy tlumaczymy jaki$ adres wirtualny na rzeczywisty znaczaco spowalniatby system.
Dlatego wewnatrz CPU umieszcza si¢ specjalna, bardzo szybka pamieé¢ podreczng zwang TLB (Trans-
lation Lookaside Buffer). TLB przechowuje historie ostatnich translacji adreséw (tak zwana asocjacyjna
pamieé¢ podreczna). Dzigki temu translacje ostatnio uzywanych stron odbywaja sie szybko, wewnatrz
CPU (analogiczny mechanizm jak przy pamieci cache).

Wspolczesne architektury (np. x86-64) wykorzystuja wielopoziomowe tablice stron (multi-level page ta-
bles). Gdyby tablica stron byla ptaska, dla 64-bitowe] przestrzeni adresowej zajmowalaby ona gigantyczne
rozmiary. Dzieki strukturze drzewiastej (w x86-64 stosuje sie obecnie 4 lub 5 poziomoéw tablic), system
operacyjny musi alokowaé¢ pamieé¢ na tablice stron tylko dla tych obszaréw pamieci wirtualnej, ktore
proces faktycznie wykorzystuje.

Sprzet nie tylko tlumaczy adresy, ale tez rygorystycznie kontroluje uprawnienia do kazdego obszaru
pamieci podezas kazdego cyklu procesora. Kazdy wpis w tablicy stron (oprocz adresu fizycznego) zawiera
specjalne flagi (bity) sprawdzane przez sprzet.

e Bit obecnosci (Valid/Invalid bit). Okresla, czy dana strona znajduje sie w pamieci RAM. Jesli
jej tam nie ma, to procesor generuje wyjatek Page Fault. Wtedy kontrole przejmuje system opera-
cyjny, ktory decyduje, co zrobié¢ dalej. Jesli proces zaalokowal pamieé, ale system fizycznie jej jeszcze
nie przydzielil, to robi to teraz (mechanizm Lazy Allocation). Jesli pamieé¢ zostata zaalokowana i
potem przeniesiona na dysk, to system przywraca ja do RAM-u. W przypadku nieuprawnionego
odwolania do pamieci system zabija program i zgtasza blad Segmentation Fault (w Linux’ie).

e Bity praw dostepu (R / W / X). Okreslaja, czy strone mozna czyta¢ (R), pisa¢ po niej (W) i
wykonywa¢ kod na niej umieszczony (X). Aby zapobiec wykonaniu zlosliwego kodu znajdujacego
sie w buforze danych bit X jest ustawiony tylko dla stron zawierajacych kod programu.

e Bit Uzytkownik/Przelozony (User/Supervisor bit). Okresla, czy strona nalezy do prze-
strzeni uzytkownika, czy jadra. Zwykle procesy nie maja dostepu do stron jadra.

e Bit modyfikacji (Dirty bit). Ustawiany przez sprzet, gdy strona zostanie zmodyfikowana (za-
pisana). Dzigki temu system operacyjny, przesuwajac strone z RAM-u na dysk, wie, czy musi ja
zapisaé (bo ulegta zmianie), czy moze ja po prostu porzuci¢ (bo jej kopia na dysku jest aktualna).

e Bit dostepu (Accessed bit). Ustawiany przez sprzet przy kazdym odczycie lub zapisie do strony.
Pomaga systemowi operacyjnemu w implementacji algorytmoéw zastepowania stron (np. LRU —
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Least Recently Used), wskazujac, ktore strony sa rzadko uzywane i mozna je przenie$é¢ na dysk.

Aby oddzieli¢ od siebie kod wykonywany przez uzytkownika i jadro system stosuje tak zwane pierscienie
bezpieczeristwa (protection/privilege rings). W architekturze x86 istnieja 4 pierscienie (od 0 do 3), ale
wspolczesne systemy wykorzystuja tylko dwa z nich — Ring 0 (Tryb Jadra) i Ring 3 (Tryb Uzytkownika).
Procesor trzyma w odpowiednim rejestrze, w jakim trybie aktualnie sie znajduje. W trybie jadra dziata
kod systemu operacyjnego, ma on nieograniczone uprawnienia i moze wykonywaé wszystkie instrukcje
procesora (w tym na przyktad zmienia¢ dane w MMU). Z kolei w trybie uzytkownika dzialaja wszystkie
procesy uzytkownika. Maja bardzo ograniczone uprawnienia — nie moga bezposrednio komunikowaé sie ze
sprzetem ani dotyka¢ pamieci jadra. Aby wykonaé¢ potrzebng im operacje (na przyktad alokacje pamieci)
musza poprosi¢ o to jadro przez odpowiedni syscall. W przypadku préoby wykonania nieuprawnionej
operacji procesor zglasza przerwanie sprzetowe General Protection Fault, ktére przekazuje kontrole do
systemu operacyjnego. Ten zazwyczaj natychmiastowo zabija winny proces.

I11.4.5 HIERARCHIA PAMIECI

Czym jest hierarchia pamieci i jakie sa konsekwencje jej istnienia dla wydajnosci programow?

Wspoblczesne jednostki centralne (CPU) wykonuja instrukcje znacznie szybciej, niz pamieé RAM jest w
stanie dostarcza¢ im dane. Powoduje to wystepowanie tak zwanego efektu memory wall — jesli CPU
potrzebuje do dzialania jakich§ danych, to musi na nie bardzo dlugo czekaé. Aby zmniejszyé narzut z
tym zwiazany istnieje tak zwana hierarchia pamieci. Pamie¢ wyzej w hierarchii ma krotszy czas dostepu
(procesor czeka przez mniej cykli), ale co za tym idzie jest droga w produkcji (bo musi by¢ fizycznie
blisko procesora, przez co musimy ja upakowac¢ na mniejszym obszarze). Pamie¢ nizej w hierarchii jest
wolniejsza, ale za to moze by¢ bardzo pojemna.

1. Rejestry procesora. Bezposrednia pamieé¢ operacyjne procesora, przechowuje aktualnie przetwa-
rzane dane. Czas dostepu to 1 cykl procesora, ale za to jest jej bardzo malo, nawet kilkadziesiat
bajtow.

2. Pamieé podreczna (cache). Jest to szybka pamieé, ktora ma za zadanie ukrywaé duza roznice
szybkosci miedzy procesorem a RAM-em. Dzieli sie¢ na trzy warstwy, oznaczane L1, 1.2 i L3. Pa-
mie¢ L1 jest najszybsza (dostep w kilka cykli), ale za to najmniejsza (kilkadziesiat kilobajtow). Jest
dedykowana dla kazdego rdzenia osobno. Pamieé¢ L2 jest wieksza (setki kilobajtow lub mate mega-
bajty), ale nieco wolniejsza (kilkanascie cykli). Zwykle rowniez jest dedykowana dla konkretnego
rdzenia. Pamie¢ L3 jest jeszcze wieksza (kilkanascie do kilkuset megabajtow) i czesto wspotdzielona
przez rdzenie procesora. Czas dostepu to kilkadziesiat cykli.

3. Pamieé¢ operacyjna (RAM). Gléwna pamieé operacyjna, przechowuje programy i dane po-
trzebne dziatajacym procesom. Znacznie wolniejsza od cache (dostep rzedu kilkuset cykli), ale o
pojemnosciach liczonych w gigabajtach.

4. Pamieé masowa. Pamie¢ nieulotna, zazwyczaj w postaci dyskéw SSD lub HDD. Bardzo wolna
w poréownaniu do RAM, stuzaca do trwalego przechowywania danych. Jesli brakuje nam pamieci
w RAM-ie, to cze$¢ danych z niego moze zostaé przerzucona tymczasowo na dysk (funkcjonuje tu
mechanizm pamieci wirtualnej). Narzut czasowy takiej operacji jest jednak ogromny.

Hierarchia pamieci funkcjonuje dobrze dzieki tak zwanej zasadzie lokalnosci odwotan (locality of refe-
rence). Programy komputerowe zazwyczaj nie uzyskuja dostepu do pamieci w sposob catkowicie losowy.
Wyroézniamy dwa rodzaje lokalnosci.

e Lokalno$é czasowa (Temporal Locality). Jesli program raz odwolal sie do jakiej$ komorki
pamieci, to istnieje duze prawdopodobienistwo, ze w najblizszej przysztosci odwola sie do niej po-
nownie (np. zmienne w petlach). Dlatego jesli program uzywa jakich$ danych, to sa one umieszczane
w pamieci cache.

e Lokalno$é przestrzenna (Spatial Locality). Jesli program odwolal sie¢ do danej komorki pa-
mieci, to istnieje duze prawdopodobienistwo, ze wkrotce odwola sie do komorek sasiednich (np.
sekwencyjne przetwarzanie tablicy). Dlatego jesli program uzywa jakich$ danych, to do pamieci
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cache przesytany jest ciagly blok pamieci, do ktérego uzywane dane naleza, aby przy przysztym
odwolaniu do nich nie trzeba bylo ponownie odwolywaé sie do pamieci RAM (co jest wolne).

Poniewaz pamie¢ RAM jest duzo wieksza od pamieci cache, adresy w pamieci RAM muszg by¢ w jaki§
spos6b mapowane na adresy w pamieci cache tak, aby byto wiadomo gdzie w cache’u szukaé¢ odpowiednich
danych. Jednoczesnie chcemy, aby adresy lezace blisko siebie mogly by¢ trzymane w cache’u jednocze$nie
(czyli nie byly mapowane na te same adresy). Dlatego miejsce w cache’u, do ktorego trafia dany adres
pamieci RAM odpowiada jego kilku najmniej znaczacym bitom.

W uzywanych praktycznie architekturach adres w cache’u nie jest jednak pojedyncza jednostka pamieci,
a mala tablica — moze trzyma¢ ustalona, mata liczbe wartosci. Te liczbe nazywamy associativity cache’u
(pasmowoscia). Cache jest tez opisywany przez inne parametry, takie jak rozmiar pamieci, rozmiar linii
(jednostka, po ktorej pamieé jest skwantowana) oraz czas dostepu (latency — jak szybko odpowiada,
liczone w cyklach procesora). Duza pasmowosé¢ zwieksza latency oraz powoduje, ze jednostka jest drozsza
(bo musi wiecej robi¢). Dlatego pamie¢ podreczna blisko procesora ma mala pasmowosé, a pozostala
troche wigksze.

Programista powinien mieé¢ te mechanizmy na uwadze podczas tworzenia programéw. Jego celem powinno
by¢ optymalizowanie liczby tak zwanych trafien do cache’u (Cache Hit), czyli sytuacji, gdy procesor
znajduje dostepne dane w cache’u i nie musi odwolywaé sie do pamieci RAM. W tym celu w jednym
bloku kodu (zwlaszcza wykonywanym duzo razy, na przyktad w petli) staramy sie nie odwolywaé do
wielu bardzo réznych adresow, a do kilku sasiadujacych. Dlatego na przyklad tablice (i struktury typu
std: :vector) sg szybkie, jesli przegladamy ich elementy po kolei i wygrywaja pod tym wzgledem na
przyktad z listami wigzanymi (std::1list), w ktorych sasiednie elementy moga leze¢ w bardzo réznych
miejscach pamieci.

Rozwazmy dwa sposoby iteracji po tablicy dwuwymiarowej w C+-+.

for (int i=0; i<mn; i++) for (int j=0; j<n; j++) sum += A[il[j];

for (int i=0; i<n; i++) for (int j=0; j<n; j++) sum += A[jI[i];

W pierwszym z nich wewnetrzna petla odwoluje sie do adresow lezacych blisko siebie (notacja A[i] [j]
oznacza *(A + i*n + j)). Dlatego pierwszy kod wykona sie znacznie szybciej niz drugi. Efekt ten jest
spotegowany, gdy n jest potega dwojki. Wtedy bowiem kolejne elementy, do ktérych odwolujemy sie w
drugiej iteracji maja te same ostatnie bity adreséw, a co za tym idzie nawzajem wyrzucaja sie z cache’u.
W rezultacie caly czas musimy korzysta¢ z pamieci RAM, co powoduje znaczace spowolnienie.

I11.4.6 ARCHITEKTURA X86

Omoéw architekture nowych procesoréw rodziny x86 na podstawie stosowanych do nich okreslen:
deeply pipelined, speculative, out-of-order, superscalar, complex instruction set computer.

Warto przypomnie¢ sobie jak dziala wykonywanie instrukcji w procesorze:

1. fetch — tadujemy instrukcje z pamieci/cache’u

2. decode — rozpoznajemy instrukcje i argumenty

3. prepare — przygotowujemy argumenty (np. ladujemy z pamieci / z rejestrow) do obliczenia

4. execute — wykonujemy obliczenie (procesor przekazuje je do odpowiedniej jednostki)

5. commit — zapisujemy wynik do rejestru/pamieci (jako§ w sposob widoczny dla innych instrukeji)
Celowo omoéwimy cechy w troche innej kolejnosci.

e Deeply-pipelined — pipelining polega na wykonywaniu wczesniej wymienionych instrukcji réwno-
legle. W najprostszy sposéb moglibysmy stwierdzié, ze wykonujemy wszystkie kroki dla jednej
instrukcji przez rozpoczeciem kolejnej — zauwazmy jednak, ze kazdy z krokéw wykonywany jest
przez inng cze$é¢ procesora; w zwigzku z tym w momencie gdy zatadowaliémy jedna operacje i
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przekazalismy do zdekodowania, mozemy zaczaé¢ tadowaé druga. Analogicznie, po zdekodowaniu
operacji i przekazaniu argumentéw do odpowiedniej jednostki obliczenowej (np. ALU — Arithme-
tic Logic Unit odpowiedzialnej za podstawowe operacje arytmetyczne), mozemy zaczaé dekodowac
kolejng przez zakoriczeniem obliczenia.

W ten sposob jestesmy w stanie znaczaco przyspieszy¢ procesor, jako ze kazda jego cze$¢ wykonuje
pewne obliczenia w danej chwili (klasyczne zastosowanie zréwnoleglenia niezaleznych obliczeri).

Wspolczesne procesory x86 maja bardzo dtugie pipeline’y (czesto od 14 do ponad 20 etapow, a nie
tylko wymienione wyzej 5). Im dluzszy pipeline, tym prostsze sa operacje na kazdym etapie, co
pozwala na osiggniecie wyzszych czestotliwosci taktowania.

e Out-of-order — zauwazmy, ze jezeli dwie instrukcje operuja na rozlacznym zbiorze rejestrow (badz
jedna z nich na pamieci), to z punktu widzenia kolejnych instrukcji nie interesuje nas szczegdlnie w
jakiej kolejnosci zostang wykonane; zalozenie o rozlacznosci wynika z tego, ze operacje musza by¢
niezalezne, gdyz nie mozemy skorzysta¢ z wyniku obliczenia przed jego wykonaniem.

Poniewaz nowoczesne procesory dekoduja instrukcje bardzo szybko (szybciej niz wykonanie), jeste-
$my w stanie zamieni¢ kolejno$é¢ ich wykonania w ramach pipeliningu.

Jako przyktad, jezeli mamy instrukcje wykonywane na tym samym podzespole obliczen A, B,C, D
zajmujace odpowiednio 20, 5, 10,25 cykli, gdzie C' zalezy od A, D zalezy od B i mamy dostepne 2
moduly obliczeniowe, to wykonanie instrukcji w kolejnosci A, B, D, C' (gdzie zaczynamy D bezpo-
srednio po A nie czekajac na C) zajmuje 30 cykli a nie 45.

Mechanizm ten jest dodatkowo wspierany przez register renaming — zauwazmy, ze dwie operacje
add ecx, eax imov eax, edx operuja na jednym rejestrze, wiec tradycyjnie nie mogliby$my ich
wykonaé¢ w innym porzadku. W praktyce jednak nowoczesne procesory posiadaja wiecej rejestrow
general-purpose (np. 64) niz jest ,nazwanych” w kodzie maszynowym /asemblerze (16). Oznacza
to, ze procesor moze wykonaé trick, gdzie prawdziwy ciag operacji to add ecx, old_eax; eax
oznacza od teraz new_eax; mov new_eax, edx, co pozwala uniezalezni¢ wystapienie rejestru
eax w instrukcjach i tym samym wykonaé¢ obliczenia w dowolnej kolejnosci, w tym réwnolegle
(patrz punkt nizej).

e Superscalar — procesor moze wykonywaé kilka instrukcji naraz; jako ze w nowoczesnych procesorach
istnieje kilka rownoleglych podmodutéw wykonujacych ten sam typ obliczen (np. ALU — Arithmetic
Logic Unit ktory wykonuje podstawowe operacje typu dodawanie, porownanie, etc.), nowoczesne
procesory widzac ciag kilku instrukeji add (ale nie tylko, bo réznorodnych tez) rozpoczynaja i de-
leguja prace kolejnej instrukeji przed zakoriczeniem poprzedniej, co efektywnie zréwnolegla gtownag
czesé pracy (wlasciwe obliczenie) i naturalnie przyspiesza wykonywanie (np. gdy pie¢ niezaleznych
instrukeji wykonuje sie w czasie jednej).

Laczy sie to w duzej mierze z poprzednia idea out-of-order execution —skoro wiemy, ze porzadek
na operacjach jest wazny tylko z punktu widzenia grafu relacji miedzy rejestrami/pamiecia, mozemy
wykonywaé wiele operacji naraz i korzysta¢ z ich rezultatéow jak tylko jedna z nich sie skonczy
(pierwsze procesory bedace jedynie superskalarne lecz nie out-of-order wykonywaly kilka instrukeji
ale czekaly jak wszystkie sie skoricza 1 zapisza swoj wynik w odpowiednim porzadku).

e Speculative — napotykamy na skok warunkowy w ramach egzekucji programu, co mozemy zro-
bi¢? Najbardziej oczywistym rozwigzaniem jest poczekanie az instrukcja od ktorej zalezy skok
dojdzie do fazy commit i na jej podstawie kontynuacja egzekucji po skoku — zauwazmy jednak,
ze takie podejscie oznacza, ze kazdy skok zatrzymuje pipeline oraz ogranicza zastosowanie innych
wezesniej opisanych metod optymalizacji (out-of-order, superscalar). Zamiast tego nowoczesne pro-
cesory przewiduja (spekuluja) najbardziej prawdopodobny rezultat skoku i na jego podstawie roz-
poczynaja wykonanie kolejnych instrukcji; jezeli procesor dobrze zgadt, moze zcommitowaé¢ wyniki
zakolejkowanych operacji, jezeli zle, procesor nie commituje wynikow operacji (odrzuca je) i zaczyna
wykonywaé te z poprawnej Sciezki egzekucji.

Mechanizm przewidywania skokéw nazywamy branch prediction (nie jest to to samo — mechanizm
speculative execution wie co ma spekulowaé przez branch prediction, ale w teorii moze spekulo-
wac nie tylko skoki). Poniewaz w ramach programowania czesto wykorzystuje sie np. petle, gdzie
instrukcje warunkowe w kolejnych iteracjach zachowuja sie podobnie, taki sposob przewidywania
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okazuje sie bardzo przydatny. W najprostszym modelu procesor przewiduje jak zadziala skok po-
przez zapisanie jak skoczyt w ramach ostatniej instrukcji ostatnie kilka razy — moze on np. trzymac
2-bitowa warto$¢ bez znaku ktora rosnie jezeli skoczymy i maleje jezeli nie (jezeli wychodzimy
poza zakres wartosci to jej nie zmieniamy zamiast overflow’owac) — przewidywanie procesora jest
nastepnie wybierane na podstawie gornego bitu tej wartosci.

Warto mie¢ mechanizm branch prediction na wzgledzie przy pisaniu gleboko zagniezdzonych wyra-
zeni warunkowych (if’6w), poniewaz jezeli wszystkie Sciezki kodu sa wzglednie czesto odwiedzane,
to jest to bardzo niekorzystne z punktu widzenia tej optymalizacji.

e CISC (complex instruction set computer) — w kontrascie do RISC (restricted instruction set com-
puter) jest jednym z podej$¢ do przyspieszenia czesto uzywanych operacji w ramach procesora.

Kazdy wspolczesny procesor musi wspieraé¢ pewnien zbiér podstawowych operacji, np. operacje na
liczbach catkowitych (dodawanie/odejmowanie/mnozenie), komunikacje z urzadzeniami zewnetrz-
nymi, zarzadzanie pamiecia (mov) oraz instrukcje kontrolne (skoki i skoki warunkowe). Podstawowa
roznica miedzy procesorami jest taka, jak podchodza do bardziej ztozonych operacji — czyli takich,
ktore mozna zaimplementowaé za pomoca kilku wyzej wymienionych podstawowych operacji.

Procesory CISC (np. x86-64) posiadaja bardzo bogaty zestaw instrukeji, ktore pozwalaja na szybkie
wykonywanie niektérych skomplikowanych instrukcji korzystajac z rozwiazania hardware’owego.
Procesory RISC (np. ARM oraz RISC-V) podchodza do tego inaczej — podczas gdy tez czasem
maja rozszerzenia, ich zbidr instrukcji jest znaczaco mniejszy; w zamian za to moga one jednak
pozwoli¢ sobie (w zwiazku z zaoszczedzonym czasem R&D oraz miejscem na krzemie) na lepsza
optymalizacje istniejacych instrukcji oraz wczesniej wymienionych metod (pipelining/superscalar).

Podstawowa roznica w podejéciu obecnych modeli jest podej$cie do dostepu pamieci — w x86 in-
strukcje typu add/sub/inc maja wiele typéw adresacji, co pozwala im dodawaé¢ wartosci zaréwno
w rejestrach jak i bezposrednio w pamieci (nawet z mozliwym przesunieciem). W poréwnaniu, w
modelach RISC standardowo operuje si¢ jedynie na rejestrach, a wszystkie operacje na pamieci
przechodza przez load/store (odpowiedniki mov z x86 — to troche kompiluje sprawe np. przy
operacjach atomicznych, ale sa na to rozwigzania).

Inne przyktady instrukcji w CISC niewystepujacych w RISC to loop (ktore trywialnie ttumaczy
sie na odjecie wartosci i skok warunkowy) czy prefiksy rep, ktore wpltywaja na niektore specyficzne
instrukcje do pracy nad stringami.

Ciekawostka: jezeli zignorujemy komunikacje z urzadzeniami (mozemy ja realizowaé przez shared
memory), to w praktyce dla dzialajacego komputera wystarczy jedna instrukcja, czyli tak zwane
OISC (one instruction set computer); najbardziej znanym przykladem tego jest subleq A B C,
ktora odpowiada nastepujacemu ciggowi wyrazen (m to nasza tablica reprezentujaca pamiec):
m[B] = m[B] — m[A];if m[B] <0 then jump to C.
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II1.5 Sieci Komputerowe

I11.5.1 WARSTWY SIECI

Warstwy. Jakie sg konsekwencje warstwowej konstrukeji technologii sieciowych? Opisz jak jest
fizycznie realizowana (np. w sieci 1000BASE-T) ramka Ethernet przesylajaca pakiet IPv4
zawierajacy fragment strumienia TCP podczas pobierania pliku z serwera HTTP.

Model ISO-OSI definiuje nastepujacy podziat sieci na warstwy.
1. warstwa fizyczna
warstwa tacza danych (Ethernet, WiFi, bezposrednie potaczenia)
warstwa sieci (IP, duze sieci)
warstwa transportowa (TCP, UDP)
warstwa sesji

warstwa prezentacji

I S

warstwa aplikacji
W modelu TCP/IP stosujemy troche mniej doktadny podzial na warstwy.
1. warstwa dostepu do sieci
2. warstwa internetu
3. warstwa transportowa
4. warstwa aplikacji
Dalej odwotujac sie do warstw bedziemy mieli na mysli warstwy w modelu ISO-OSI.

Modelowanie sieci za pomoca warstw opiera sie na zasadzie abstrakcji i enkapsulacji. Kazda warstwa
Swiadczy ushugi warstwie wyzszej, nie interesujac sie tym, jak ta warstwa dziata, ani w jaki sposéb dane
zostana przestane przez warstwy nizsze. Dzigki temu stosowane technologie sa modularne i wymienne.
Mozna zmieni¢ medium transmisyjne z kabla miedzianego (Ethernet) na fale radiowe (Wi-Fi) w warstwie
11 2, a przegladarka internetowa (warstwa aplikacji) oraz system operacyjny (warstwa transportowa) w
ogoble tego nie zauwaza. Upraszcza to tez implementacje, bo na przyktad w HTTP nie musimy programo-
waé mechanizmoéw korekeji bledéw radiowych czy trasowania pakietéw — polega sie na gotowych ustugach
TCP i IP. Kazda warstwa rozwigzuje inne problemy i korzysta z dziatania pozostalych warstw. HTTP
odpowiada za przesytanie dokumentéw, TCP zapewnia niezawodna transmisje, IP odpowiada za routing
w duzych sieciach, Ethernet za komunikacje lokalng, a warstwa fizyczna za bezposredni przesyt sygnatu.

Wada takiego podejscia jest narzut wynikajacy z tego, ze kazda warstwa doklada swoj wilasny nagto-
wek. Do tego czas przetwarzania jednego pakietu jest wiekszy ze wzgledu na koniecznosé wielokrotnego
przetworzenia go przez protokoly dziatajace na kolejnych warstwach sieci.

Podczas przesytania danych przez sie¢ nastepuje enkapsulacja — dane z warstwy wyzszej staja sie tadun-
kiem (payload) dla warstwy nizszej.

1. Protokol HTTP w warstwie aplikacji generuje pobierany plik (lub jego fragment), tworzy odpowiedz
HTTP sktadajaca sie z nagléwka i przesylanych danych.

2. Strumienn HTTP jest dzielony na mniejsze czesci, ktore mieszcza sie w Maximum Segment Size
protokotu TCP. Do kazdej porcji doklejany jest nagltowek TCP, zawierajacy m.in. port zrédlowy
(80 lub 443), port docelowy klienta oraz numery SEQ i ACK.
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3. Segment TCP trafia do warstwy IP, ktora dokleja nagltowek IP. Zawiera on adres IP serwera, adres
IP klienta oraz flage okreslajaca, ze tadunkiem jest protokot TCP.

4. Pakiet IP trafia do sterownika karty sieciowej. Dokladany jest nagtowek Ethernet zawierajacy adres
MAC zZrodta oraz docelowy adres MAC (nastepnego routera). Na koniec doktadane jest pole FCS
(Frame Check Sequence), ktore zawiera kod CRC-32.

5. Gdy ramka Ethernet jest gotowa, karta sieciowa zamienia bity na fizyczne sygnaly elektryczne,
ktore zostana wystane przez kabel. Zanim karta wysle wlasciwag ramke, wysyta sekwencje synchro-
nizacyjna znana jako preambula. Jest to ciag naprzemiennych jedynek i zer przez 8 bajtow, ktory
koriczy si¢ dwukrotnym wystapieniem 1. Pozwala to karcie odbiorcy ,wstroi¢ si¢” w zegar nadawcy,
tak by byl w stanie odrézni¢ na przyktad ciag 11 od pojedynczego 1.

6. Nastepuje scrambling — dane sa xorowane z pewna wartoscia ustalona tak, aby uniknaé¢ dlugich
ciggow samych jedynek lub zer w wyniku, co zapobiega problemowi DC-bias, ktory polega na tym,
ze jesli odbiornik otrzyma za duzo jedynek (sygnalow z energia) naraz, to moze to zmienic stan jego
odczytu. Do tego jesli przesylane sygnaly zmieniajg sie, to latwiej jest zachowaé synchronizacje z
nadawca. Wartosé, z ktora xorujemy, jest generowana przez rejestr LFSR (Linear Feedback Shift
Register) w sposob powtarzalny i taki, ze odbiorca jest w stanie odtworzy¢ pierwotna wiadomosé
(w momencie wysylania preambuly rejestry nadawcy i odbiorcy synchronizuja sie).

7. Nastepnie grupy bitow sa mapowane na 5-poziomowe napiecia elektryczne (kodowanie PAM-5;
Pulse Amplitude Modulation). Kazdy stan napiecia przenosi 2 bity informacji réownoczesnie. Sto-
sujemy do tego TCM (Trellis Coded Modulation), ktore pozwala nam wykorzystac fakt, ze mamy
5 mozliwych wartosci sygnaléw do naprawiania znieksztalconych sygnaltow.

8. Sygnal jest przesylany jednocze$nie przez wszystkie 4 pary skretki w kablu. Sygnal jest jednocze-
$nie nadawany i odbierany (full-duplex). Patrzac na odczyt z kabla i wiedzac, co nadawalismy,
mozemy odtworzy¢ wystany nam sygnal (tak zwany mechanizm echo cancellation). To pozwala
nam przesylaé sygnal z predkoscia 1Gb na sekunde.

I11.5.2 BLEDY TRANSMISJI

Bledy transmisji. Podaj przyktady technologii sieciowych wykrywajacych/korygujacych bledy
komunikacji. Z jakich algorytmow korzystaja? W jaki sposob protokot TCP wykrywa btedy
transmisji i jak na nie reaguje?

W zaleznosci od warstwy modelu OSI i medium transmisyjnego (kable, $wiattowody, fale radiowe) stosuje
sie dwie strategie obstugi bledow.

e EDC (Error Detection Codes) stuza do wykrywania bledow. Po wykryciu anomalii nastepuje
odrzucenie ramki/pakietu z prosba o retransmisje. Stosuje si¢ je zwykle w systemach przewodowych,
gdzie btedy zdarzaja sie rzadko.

e FEC (Forward Error Correction) polega na naprawianiu uszkodzonych bitow na podstawie
nadmiarowych informacji bez ponownego przesylania danych. Te strategie stosuje sie w systemach
bezprzewodowych, gdzie bledy i zakldcenia sg czeste.

W Ethernecie (warstwa lacza danych) stosuje sie algorytm CRC-32 (Cyclic Redundancy Check), ktory
shuzy do wykrywania bledéw. Ramka Ethernet jest traktowana jak wielomian nad {0,1}. Dzielimy ja
przez pewien ustalony wielomian (w przypadku CRC-32 jest to wielomian stopnia 32), a otrzymana
reszte umieszczamy w polu FCS (Frame Check Sequence) na konicu ramki. Odbiorca wykonuje to samo
dziatanie; jesli reszta sie nie zgadza, ramka jest bezpowrotnie odrzucana. Ethernet nie naprawia ramek
— ponowne przestanie to zadanie wyzszych warstw (np. TCP).

W sieciach komorkowych i WiFi stosuje sie do tego tak zwane kody LDPC (Low-density Parity Check),
ktore stuza nie tylko do wykrywania bledéw, ale tez do naprawiania ich. W duzym skroécie dziela one
strumieri danych na bloki o okreslonej dtugosci, a nastepnie generuja bity parzystosci (nadmiarowe) na
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podstawie operacji XOR. Dekodowanie nie operuje na twardych zerach i jedynkach, ale na prawdopodo-
bienistwach. Proces dekodowania tworzy dwudzielny graf zwany grafem Tannera. Po jednej stronie sa bity
wiadomosci i ich wartosci (prawdopodobienstwa wartosci), a po prawej bity kontrolne. W grafie istnieje
krawedz, jesli bit uczestniczyl w tworzeniu bitu kontrolnego. Bity wiadomosci przekazuja dane o swojej
domniemanej wartosci do bitéw kontrolnych, a bity kontrolne decyduja, czy przekazane im wartosci sg
takie, jakie powinny by¢. Informacja zwrotna jest przekazana do bitow wiadomosci, ktére aktualizuja
swoje warto$ci na tej podstawie. Po pewnej liczbie takich iteracji znajdziemy sie w sytuacji, w ktorej
bity kontrolne sie zgadzaja.

W naglowku IP umieszczana jest checksuma nagltowka. Checksuma ma 16 bitow. Obliczana jest poprzez
zsumowanie wszystkich 16-bitowych fragmentow nagléwka ze soba (zaktadamy tu, ze fragment z check-
suma jest wyzerowany). Jesli wyjdzie nam wiecej niz 16-bitow wyniku, to dodajemy nadmiarowe bity do
najmniej znaczacych 16. W ten sposéb dostajemy mniejsza liczbe i powtarzamy te operacje, az dosta-
niemy liczbe 16-bitowa. Nastepnie flipujemy bity tak uzyskanej liczby. Jesli dla otrzymanego nagtowka
IP policzymy checksume, to powinno nam wyjs¢ 0. Jesli tak nie jest, to pakiet jest odrzucany.

W wersji IPv6 nie wystepuje checksuma — uznano, ze detekcja bledéw stosowana w protokotach nizszego
i wyzszego poziomu jest wystarczajaca. Zrobiono to w celu przyspieszenia routingu — kazdy router IPv4
przy zmianie pola TTL (Time to Live) musial przelicza¢ sume kontrolna na nowo. W IPv6 zalozono, ze
warstwa 2 (np. Ethernet z CRC) oraz warstwa 4 (TCP/UDP z checksuma) zapewniaja wystarczajaca
kontrole btedow.

W UDP checksuma jest obliczana w podobny sposob jak w IP. Obejmuje pseudo-nagtowek IP (czesé
danych z nagtowka IP, uzywana tylko do celow liczenia tej checksumy), nagltowek UDP oraz dane. Jesli
stosujemy IPv4, to checksuma jest opcjonalna. Przy IPv6 jest obowiazkowa (bo IPv6 nie ma swojej).
Datagramy o niewlasciwej checksumie sg odrzucane.

W TCP checksuma réwniez jest obliczana tak samo, na podstawie pseudo-nagléwka IP, nagtéwka TCP
i danych. Jesli checksuma jest niepoprawna, to pakiet jest odrzucany.

TCP wykrywa btedy transmisji poprzez mechanizm potwierdzen — odbiorca wysyta nadawcy wiadomosci
potwierdzajace, ze otrzymal wiadomosé (i do jakiego miejsca ja otrzymatl). Jesli nadawca przez dtugi czas
nie dostanie potwierdzenia, to zaklada, ze pakiet zostal zgubiony (lub odrzucony jako bledny) i przesyta
go raz jeszcze.

Naprawa bledow w TCP opiera si¢ na strategii ARQ (Automatic Repeat reQuest) i realizowana jest
poprzez mechanizmy RTO (Retransmission Timeout) i Fast Retransmit (oméwione doktadniej przy in-
nym pytaniu). W nowoczesnym TCP dziala tez rozszerzenie SACK (Selective Acknowledgement).
W klasycznym TCP, jesli nadawca wystal pakiety 1-10, a zaginety pakiety 2 i 5, to skumulowane ACK
utkneto na zadaniu pakietu 2. Nadawca musialby retransmitowaé albo wszystkie pakiety od 2 do 10, albo
retransmitowaé pakiet 2, czeka¢ na ACK zadajace pakietu 5 i dopiero wtedy staé reszte. Rozszerzenie
SACK (obecnie powszechnie stosowane) pozwala odbiorcy w specjalnym polu nagtoéwka TCP przekazac
informacje w postaci jawnych zakresow: ,,Otrzymalem pakiety 3-4 oraz 6-10, ale wcigz brakuje mi 2 i 5.
Dzieki temu nadawca ponownie wysyla tylko te pakiety, ktore faktycznie zaginety

I11.5.3 PROTOKOL IP

IP. Opisz schemat dziatania tablic trasowania pakietéw IP na przyktadzie systemu Linux.
Dlaczego tablice trasowania w ogble maja szanse dzialaé¢?

Protokot TP tworzy warstwe internetu — za jego pomoca budujemy bardzo duze sieci. Dwa komputery
polaczone ze soba bezposrednio (up. przez Ethernet, WiFi) przesylaja do siebie pakiety IP za pomoca tych
niskopoziomowych technologii. Aby przesta¢ pakiet IP miedzy komputerami, ktore nie sa bezposrednio
polaczone, trzeba sie bedzie bardziej wysilié.

Pakiet IP sklada sie z przesytanych danych oraz tak zwanego nagtéwka IP. Zawiera on wiele waznych
informacji (takich jak wersja protokotu, checksuma, dtugosé¢ pakietu), ale przede wszystkim adresy IP
nadawcy i adresata wiadomosci. Adresy IP to 4-bajtowe liczby (w wersji IPv4, wspolczesnie stosuje sie
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tez IPv6 zajmujace 16 bajtow), ktore jednoznacznie identyfikuja maszyny, ktorym sa przypisane (stad
potrzeba stosowanie IPv6; 4 bajty to za malo, by ponumerowa¢ wszystkie komputery na swiecie).

Nie jest mozliwe, aby dany komputer mial fizyczne potaczenie z kazdym innym komputerem, z ktérym
potencjalnie chcialby sie komunikowaé. Dlatego przesylanie pakietow IP odbywa sie za posrednictwem
innych maszyn — nadawca przesyla pakiet IP do pobliskiej maszyny, o ktorej spodziewa sie, ze bedzie
mogla dostarczy¢ jego wiadomo$é do adresata, ta maszyna przekazuje ten pakiet dalej, do jakiego$
swojego sasiada i tak dalej, az pakiet dotrze do celu. Skad jednak maszyny wiedza, do kogo powinny
przesylaé¢ pakiety, aby zblizyly sie do odpowiedniego adresata? Ot6z adresy IP nie sg losowe. Przydziela
sie je w taki sposob, aby komputery o tym samym prefiksie adresu IP byly potozone blisko siebie (im
dtuzszy wspolny prefiks, tym wieksza bliskosc).

Pomyst na efektywny routing (czyli znajdowanie Sciezek w sieci) jest taki, ze tworzymy hierarchie sieci
— dzielimy ja na fragmenty, ktore odpowiadaja prefixom numeroéw IP. Znacznie ogranicza to rozmiar
problemu — jesli na przyktad dzielimy po bajtach, to na najwyzszym poziomie mamy 256 podsieci, a
przy takiej liczbie juz da sie zapewnié, aby w kazdej z nich znajdowala sie centralna maszyna, ktora jest
w stanie skomunikowaé sie z centralnymi maszynami innych podsieci. Nastepnie te podsieci dzielimy na
jeszcze mniejsze sieci w ten sam sposob. Po ustaleniu takiej struktury jesli maszyna chce przestaé pakiet
IP do jakiego$ adresata, ktory nie jest w jej lokalnej sieci, to wysyta go do odpowiedniej maszyny, ktora
odpowiada za komunikacje z zewnetrznymi sieciami. Ta maszyna z kolei albo juz wie, do ktérej lokalnej
sieci przesta¢ pakiet, albo przesyta go jeszcze wyzej w hierarchii sieci. W pewnym momencie pakiet trafi
na tak wysoki poziom hierarchii, ze aktualnie posiadajaca go maszyna bedzie mogta przestaé¢ go w dot
hierarchii, do jakiej$ mniejszej sieci, w ktorej wie, ze adresat si¢ w niej znajduje. Nastepnie pakiet schodzi
w glab hierarchii, az ostatecznie trafia do adresata.

W praktyce nie stosuje sie zaproponowanego przez nas podzialu adreséw po bajtach (czyli hierarchii
0 4 poziomach). Zamiast tego istnieje pojecie Systemu Automonicznego (Autonomous System, AS) —
sporego zbioru adresow IP, ktory jest kontrolowanych przez jedng organizacje (lub kilka powiazanych),
ktora ma niezalezny dostep do wielu sieci. Typowo takimi organizacjami sa na przyktad dostawcy ustug
internetowych (Internet Service Provider, ISP).

Wewnatrz jednego AS routing przebiega w sposob zdefiniowany przez wlasciciela AS. Ogoélna idea jest
taka, ze komputery w sieci staraja sie znalezé jak najkrotsza Sciezke, ktéra doprowadzi dany pakiet
od celu (wiecej szczegdlow za moment). Pomiedzy ASami sposdb routingu jest jasno okreslony przez
odpowiednie protokoty routingu.

Aby moc znajdowaé efektywne Sciezki w sieci, maszyny przechowuja tak zwane tablice trasowania (ro-
utingu), ktore mowia im, jakim maszynom maja przekazywaé pakiety o danych adresatach. Tablica
routingu w systemie Linux moze wyglada¢ na przyktad tak.

default via 195.114.0.1 dev ethO proto static metric 10

default via 10.0.0.1 dev wlanO proto dhcp metric 100

10.0.0.0/24 dev wlanO proto kernel scope link src 10.0.0.15 metric 100
192.168.1.0/24 dev ethl proto kernel scope link src 192.168.1.1
192.168.1.0/26 dev eth2 proto kernel scope link src 192.168.1.65
192.168.2.0/24 via 192.168.1.2 dev ethl proto static

10.8.0.0/24 dev tunO proto static

195.114.0.0/30 dev ethO proto kernel scope link src 195.114.0.2

Wartosé po ukosniku oznacza maske podsieci — to, jak dlugi prefiks danego adresu jest ustalony. Na
przyktad 10.0.0.0/24 oznacza, ze dana reguta trasowania obowiazuje dla adreséw, ktérych pierwsze 24
bity pokrywaja sie z podanymi. Ogolna zasada jest taka, ze zawsze wybierana jest najbardziej konkretna
reguta (czyli ta o najwiekszej liczbie ustalonych bitow), do ktorej pasuje IP adresata. W przypadku
remisow decyduje spodziewany koszt polaczenia (mniejsza warto$é pola metric). W przypadku braku
konkretnej reguty pasujacej do adresata wykonywana jest jedna z regul default.

Reguly w tablicach trasowania moga by¢ ustalane na sztywno przez administratora sieci lub tworzone
dynamicznie za pomoca odpowiedniego protokotu trasowania (co ma sporo sensu, bo w konicu maszyny
potrafia dolaczacé sie do sieci i odlaczaé, a istniejace polaczenia moga zmieniaé swoja przepustowosé).
Wewnatrz jednego AS stosuje sie protokoly z rodziny Interior Gateway Protocols (IGP). Jednym z
nich jest Routing Information Protocol (RIP). Opiera si¢ on na wzajemnej wspolpracy maszyn, ktore
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komunikuja sobie, jakie potaczenia widza. Kazda z nich tworzy distance vector — zapamietuje najmniejsze
odleglosci do wszystkich innych. W kazdym kroku maszyna przesyla swoj distance vector do sasiadéw, na
podstawie otrzymanej informacji poznawane sa $ciezki do nowych maszyn (lub krotsze do juz wczesniej
widocznych), ktore zapamietujemy. Innym przyktadem IGP jest Open Shortest Path First (OSPF), ktory
odtwarza calg topologie sieci (nie tylko odleglosci; tak zwany Link State) poprzez przesylanie jej sobie
miedzy sasiadami. Oba te protokoly wymagaja naktadu czasu i pamieci. Dlatego wlasnie sg stosowane
w relatywnie matych sieciach — wewnatrz jednego AS.

Do komunikacji pomiedzy ASami stosuje sie Exterior Gateway Protocols. Przyktadami takich protokotow
sa Exterior Gateway Protocol (EGP; przestarzaly) oraz Border Gateway Protocol (BGP; nastepca EGP).
BGP jest dominujaca strategia trasowania wykorzystywana obecnie w Internecie.

I11.5.4 PrROoTOKOL TCP

TCP. Opisz technike Sliding Window. Opisz w jaki sposob algorytmy TCP steruja predkoscia
transmisji. Opisz API do obstugi potaczeri TCP w bibliotece standardowej (modut socket) w
jezyku Python.

TCP (Transmission Control Protocol) jest protokoltem transportowym zapewniajacym niezawodno§é
transmisji, zachowanie kolejnosci danych, wykrywanie utraty pakietéw, retransmisje, kontrole przeptywu
(flow control), kontrole przeciazenia (congestion control).

TCP to proba uzyskania niezawodnego polaczenia. Chcemy nie traci¢ przekazywanych pakietow — sto-
sujemy potwierdzenia transmisji i retransmisje w przypadku ich braku. Pakiety TCP maja pole SEQ
(sequence number) oznaczajace numer pierwszego bajtu aktualnego pakietu (bajty w TCP sa numero-
wane) i ACK (accept) oznaczajace numer bajtu, na ktorego przyjecie jesteSmy gotowi (czyli przyjelismy
bajt o numerze o jeden mniejszym).

W najprostszej wersji mozemy po wystaniu pakietu czekaé¢ na potwierdzenie i dopiero po nim wysytaé
kolejny. To jednak jest wolne i stabo wykorzystuje sie¢, szczegélnie gdy opdznienia sa duze. Dlatego w
TCP istnieje pojecie Sliding Window — nadawca moze wystaé kilka pakietéow bez oczekiwania na ACK.
Ma jednak ograniczenie na liczbe bajtéw wystanych bez potwierdzenia. Gdy dostanie potwierdzenie
przyjicia pierwszych z wysylanych pakietow, to wie, ze moze wysyla¢ kolejne — okno numeréw SEQ),
ktore moze wystaé przesuwa sie (stad nazwa).

Pojecie Sliding Window umozliwia zaréwno kontrole przepltywu, jak i kontrole przeciazenia. Kon-
trola przeplywu stuzy do dopasowania szybkosci nadawcy do mozliwosci odbiorcy. Odbiorca informuje
nadawce, jak wiele bajtow moze zosta¢ wystanych bez potwierdzenia (tak zwana wartos¢ Advertised
Window). W ten sposob jesli odbiorca nie nadaza z procesowaniem pakietow i jego bufor przepehia sie,
to moze poprosié¢ o przesytanie mniejszej ilosci danych naraz.

Poza Advertised Window na wielkos¢ Sliding Window liczy sie tez wartosé Congestion Window, ktora
zalezy od aktualnego stanu sieci i tego, jak bardzo jest przeciagzona. Przesylanie duzej ilosci danych w
sieci przeciaza ja, wiec TCP chce zmniejszy¢ liczbe wysytanych bajtow, gdy wykryje przeciazenie. Dla
TCP sygnalem przeciazenia sieci jest gubienie sie pakietéw. Pakiet zostaje uznany za zgubiony, gdy
potwierdzenie jego przyjscia nie przychodzi przez bardzo dtugi czas (mierzony wzgledem sredniego RTT,
czyli Round Trip Time).

Na poczatku potaczenia Congestion Window jest ustawione na maltg wielokrotno$¢é maksymalnego roz-
miaru pakietu (Slow Start). Nastepnie rosnie o 1 MSS (maximum segment size) za kazde otrzymane ACK,
czyli moze podwoi¢ sie¢ w ciagu jednego RTT. Po osiagnieciu ustalonej wartosci (slow start threshold,
ssthresh) zaczyna rosnaé¢ o co najwyzej 1 MSS w ciagu jednego RTT.

Po wykryciu utraty pakietu nastepuje retransmisja, a rozmiar Congestion Window zostaje zmniejszony.
W przypadku stosowania algorytmu kontroli przecigzenia TCP Tahoe wartos$¢ ssthresh jest ustawiana na
potowe aktualnego Congestion Window, a samo Congestion Window wraca do poczatkowej wartosci —
Slow Start zaczyna sie od nowa. W przypadku algorytmu TCP Reno potowa wartosci Congestion Window
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staje sie nowa wartoscia ssthresh i jednocze$nie nowa wartoscia Congestion Window — pomijamy faze
Slow Start.

Moze sie zdarzy¢ tak, ze tylko jeden pakiet z ciagu pakietéw zostanie zgubiony. Odbiorca przyjmuje wtedy
kolejne pakiety. Odsyla potwierdzenia, w ktorych wartosé ACK jest pierwszym jeszcze nie przyjetym
bajtem, a wiec pierwszym bajtem zgubionego pakietu. Nadawca dostaje wtedy wielokrotne potwierdzenia
z ta samg wartoscia ACK. Po otrzymaniu trzeciego zduplikowanego potwierdzenia nadawca ma spora
pewnodé, ze jeden pakiet sie zgubil. Wysyla go wiec ponownie, nie czekajac na uptyniecie odpowiedniego
czasu. Przyspiesza to transmisje w sytuacjach, gdy gubig sie tylko pojedyncze pakiety. Takie zachowanie
protokotu TCP nazywa si¢ szybka retransmisja (Fast Retransmit). Szybka retransmisja nie powoduje
spadku wartosci Congestion Window.

W Pythonie obstuge TCP zapewnia modul socket. Klient uzywa socket (), connect(), sendall() i
recv(), natomiast serwer uzywa socket (), bind(), listen(), accept (), sendall() i recv(). Gniazdo
TCP tworzy sie jako socket (AF_INET, SOCK_STREAM).

import socket

SERVER = "example.org"
PORT = 50007

# socket IPv4 po TCP
with socket.socket (socket.AF_INET, socket.SOCK_STREAM) as s:
s.connect ((SERVER, PORT)) # nawigzanie polgczenia

s.sendall (b"Hello!") # wysytanie danych

data = s.recv(1024) # odbidr co najwyzej 1024 bajtdw danych
print (data.decode ("utf-8"))

import socket

HOST
PORT

"" # wszystkie hosty
50007

with socket.socket (socket.AF_INET, socket.SOCK_STREAM) as s:

s.bind ((HOST, PORT)) # powigzanie socketa z hostem < portem

# nastuchiwanie, argument to maksymalna dtugosé kolejki nieprzyjetych potg
czen, po ktorej system automatycznie odrzuct kolejne

s.listen (1)

conn, addr = s.accept() # przyjmowanie poltgczenia, nowy socket dedykowany
do niego

with conn:
while True:

data = conn.recv(1024)
if not data: # pusty pakiet to zamkniete polgczenie
break

conn.sendall (data)

I11.5.5 ProTOKOYr. HTTP

HTTP. Oméw zawarto$¢ strumienia TCP podczas prostej komunikacji HT'TP zwracajac
szczegblng uwage na sposob wykorzystania nagtoéwkow. Skomentuj réznice w wykorzystaniu
potaczenia TCP w réznych wersjach protokotu HTTP. Jakie sa powody i konsekwencje tych

roznic?

HTTP (HyperText Transfer Protocol) dziala w warstwie aplikacji i wykorzystuje ustugi warstwy trans-
portowej do prowadzenia komunikacji serwera webowego z klientem. W pierwszej, najprostszej wersji
HTTP/0.9 klient przesytal serwerowi zadanie (request) udostepnienia danego pliku, a serwer odsytal go
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w swojej odpowiedzi (response). W wersji HTTP /1.0 wprowadzono nagloéwki — pary sktadajace sie z
klucza i wartosci, ktére opisuja rézne parametry requestu HTTP.

Kazda linia w nagléwkach jest zakoriczona znakami \r\n (CRLF), a naglowki od ciata wiadomosci (body)
oddziela pusta linia. Przykladowy request moze wyglada¢ tak.

GET /index.html HTTP/1.1\r\n
Host: www.przyklad.pl\r\n
User-Agent: Mozilla/5.0\r\n
Accept: text/html\r\n
Connection: keep-alive\r\n
\r\n

[Ewentualne ciato requestu, np. dane z formularza]

Najpierw mamy uzyta metode, URI Zadanego pliku i wersje HTTP. Nastepne sa nagtowki, po ktérych
nastepuje cialo requestu. Odpowiedz serwera moze wyglada¢ tak.

HTTP/1.1 200 OK\r\n

Date: Tue, 01 Jan 2137 12:00:00 GMT\r\n

Server: Apache/2.4\r\n

Content-Type: text/html; charset=UTF-8\r\n
Content-Length: 154\r\n

\r\n

<!DOCTYPE html><html>...[154 bajty kodu HTML]...</html>

Najpierw mamy wersje HTTP, kod statusu i jego komunikat, nastepnie nagtéwki i na koniec cialo odpo-
wiedzi.

Kilka mozliwych typow requestow (metod):

e GET — zwykte pobieranie pliku

e HEAD - tylko nagtowki

e PUT - zmiana danych na serwerze

e POST — umieszczenie nowych danych na serwerze

e DELETE - usuniecie danych z serwera

e OPTIONS - zapytanie o parametry komunikacji

e TRACE - petla zwrotna, serwer zwraca to, co otrzymal

e PATCH - czesciowa modyfikacji istniejacego zasobu
Przykladowe nagtowki zadania:

e Host — domena, do ktorej chcemy sie dostaé; pozwala jednemu serwerowi obstugiwaé wiele domen,
od HTTP/1.1 obowiazkowy

e User-Agent — informacja o typie klienta
e Accept — oczekiwany typ danych

e Cookie — dane sesji

e Authorization — dane uwierzytelniajace

e If-Modified-Since — prosi o przestanie danych tylko jesli byty zmodyfikowane od podanej daty,
uzywany do cache’owania

e Connection — czy utrzymywaé polaczenie po odpowiedzi na to zadanie
Przyktadowe nagtéwki odpowiedzi:

e Content-Type — w jakim formacie jest dokument (html, pdf itd.)
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e Content-Length — dtugosé w bajtach przesytanej wiadomosci, dla danych przesytanych z serwera
obowiazkowy

e Content-Encoding — podaje format kodowania tresci

e Set-Cookie — ustawia ciasteczko u klienta

e Date — aktualny czas

e Location — przekierowanie w inne miejsce

e Server — identyfikuje serwer i uzyte w nim oprogramowanie

e WWW-Authenticate — okresla sposoéb w jaki ma zostaé przeprowadzone uwierzytelnienie uzyt-
kownika

e Expires — data, po ktérej dokument jest nieaktualny, uzywany do cache’owania
e Last-Modified — data ostatniej modyfikacji, uzywany do cache’owania
e Allow — okresla metody HTTP obstugiwane przez serwer

W HTTP/1.0 bylo jedno potaczenie TCP na request, po wystaniu danych serwer natychmiast zamykal
polaczenie TCP. Powodowalo to ogromny narzut na ponowne nawiazywanie potaczen (kazdorazowy TCP
3-way handshake). Dlatego w HTTP /1.1 wprowadzono trwale polaczenia i pipelining. Mozna zastosowaé
nagléwek Connection: keep-alive aby jedno potaczenie TCP pozostalo otwarte na wiele requestow.
Wprowadzono tez pipelining (wystanie kolejnych requestow przed odebraniem poprzednich odpowiedzi).
Nie byt on jednak popularny z powodu tak zwanego blokowania HoL. (Head-of-Line): odpowiedzi w stru-
mieniu TCP musialy wraca¢ doktadnie w takiej kolejnosci, w jakiej wystano requesty. Jesli pierwszy
request (np. ciezki skrypt PHP) generowal sie dlugo, to blokowal pobieranie kolejnych zasobow (np.
lekkich obrazkow), wiec pipelining nie bardzo mial sens. Aby sobie z tym poradzi¢ w HTTP /2.0 wprowa-
dzono multiplexing — serwer moze wysyta¢ odpowiedzi réwnoczesnie, w dowolnej kolejnosci, kawalek po
kawatku, co rozwiazuje problem Hol.. Dodatkowo zmieniono format przesytanych danych z tekstowego
na binarny.

W HTTP/2.0 dalej wystepowal tak zwany problem TCP HoL. Jezeli zgubi si¢ jeden segment TCP, to
TCP nie udostepni aplikacji danych po zgubionym segmencie, dopdki nie zostanie on retransmitowany.
Jest to ograniczenie wynikajace wprost z zastosowania protokotu TCP. Dlatego standard HTTP/3.0
odszed! od TCP na rzecz warstwy QUIC implementowane] za pomocg protokotu UDP.

I11.5.6 TLS 1 SSL

Transport Layer Security. Opisz jak TLS (SSL) uzywa kryptografii klucza publicznego i
kryptografii klucza symetrycznego. Opisz schemat certyfikacji kluczy stosowany w TLS. Opisz
API do obstugi TLS w bibliotece standardowej (modut ssl) w jezyku Python.

TLS (Transport Layer Security) to protokol zapewniajacy bezpieczna komunikacje w sieci komputerowe;j.
Jest nastepca protokolu SSL (Secure Sockets Layer). Czesto stosuje sie te dwa okreslenia wymiennie
majac na mysli protokot TLS — faktyczny SSL jest stary i nieuzywany (w 1999 roku TLS1.0 powstal
jako nastepca SSL3.0). TLS zapewnia poufnosé danych (nie moga zostaé odczytane przez osoby trzecie),
ich integralnosé¢ (dane nie moga zostaé¢ zmienione w sposob niezauwazony) oraz uwierzytelnienie stron
komunikacji (jedna strona moze zweryfikowaé tozsamosé drugiej). TLS jest uzywany m.in. w HTTPS,
SMTP, IMAP i wielu innych protokotach.

TLS korzysta zaréwno z szyfrowania asymetrycznego (klucza publicznego), jak i symetrycznego. Szyfro-
wanie asymetryczne jest wykorzystywane glownie podczas nawiazywania potaczenia (TLS Handshake).
Kazda strona posiada klucz prywatny (tajny) i klucz publiczny (jawny). Za ich pomoca strony sa w
stanie nadawaé do siebie wiadomosci, ktore tylko one nawzajem moga odczytaé. Stosuje sie tutaj al-
gorytmy takie jak RSA czy protokot Diffie’ego-Hellmana. Te algorytmy sa skomplikowane obliczeniowo
(wymagaja przeprowadzenia pewnych operacji na bardzo duzych liczbach), ale pozwalaja na bezpieczna
komunikacje w srodowisku, ktore stale podstuchuje komunikujace sie strony.
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Za pomoca szyfrowania asymetrycznego strony ustalaja wspolny klucz symetryczny, ktory stuzy do dal-
szej komunikacji — za jego pomoca mozna szyfrowaé oraz odszyfrowywaé wiadomosci. Stosuje sie w tym
celu algorytmy szyfrowania symetrycznego (np. AES), ktore sa bardzo szybkie i dlatego dobrze nadaja
sie do szyfrowania i przesylania duzej ilosci danych (ale wymagaja ustalenia na wstepie klucza syme-
trycznego w jakis bezpieczny sposob tak, by nikt inny go nie znat).

Algorytm RSA (Rivest-Shamir-Adleman) dziala w nastepujacy sposob. Niech p, ¢ beda pierwsze, N = pq.
Mamy ¢ (N) = (p—1)(¢—1). Dla e,d € Z takich, ze ed = 1 (mod ¢ (N)) mozemy szyfrowaé¢ z — x°¢
(mod N) i deszyfrowaé¢ y — y? (mod N). Liczba e jest kluczem publicznym, a d kluczem prywatnym.

Protokot Diffie’ego-Hellmana dziata w nastepujacy sposdéb. Mamy nieszyfrowany kanal komunikacji.
Chcemy w bezpieczny sposob ustali¢ wartosé, ktora bedzie kluczem symetrycznym stuzacym do dal-
szej bezpiecznej komunikacji. W tym celu wybieramy grupe cykliczna G i jej generator g (typowo G to
grupa pewnego ciala skoriczonego, w najprostszym wariancje Z, dla pierwszego p; mozna tez stosowac
bardziej wyszukane grupy, na przyktad krzywe eliptyczne). Jedna strona komunikacji wybiera klucz pry-
watny a € Z, a druga b € Z. Nastepnie publikuja g¢ (odpowiednio ¢°). Ustalana warto$é¢ to g® — obie
strony umieja ja wyznaczy¢, a strona przechwytujaca komunikacje musiataby wyznaczyé g¢® znajac g¢ i

g%, co jest trudnym problemem znanym jako problem Diffie’ego-Hellmana.

Algorytm AES (Advanced Encryption System) polega na mieszaniu bitow szyfrowanej wiadomosci w
sposoéb zadany przez klucz (i taki, ze malta zmiana w kluczu lub wiadomosci powoduje duze zmiany w
zaszyfrowanym tekscie). Jest on zaprojektowany w taki sposob, aby wykonanie go od tytu pozwolito na
odszyfrowanie wiadomosci (oczywiscie przy znajomosci klucza).

Przedstawiony system dziata, o ile zakladamy, ze nikt nie zmienia przesylanych komunikatow. Jesli tak
nie jest, to kto§ inny moze przechwyci¢ komunikacje podczas TLS Handshake i przesta¢ obu stronom
swoj klucz publiczny. One nastepnie ustala z oszustem klucz symetryczny tak jakby ustality go miedzy
soba 1 zaczng komunikacje, ktorg oszust moze odczytywaé. Takiej sytuacji (Man in the Middle Attack)
ciezko uniknaé¢ bez wprowadzenia dodatkowych mechanizmoéw kontroli. W tym celu stosuje si¢ tak zwane
certyfikaty SSL (a wlasciwie TLS, ale uzywa sie tych poje¢ wymiennie), ktére umozliwiaja potwierdzenie
tozsamosci drugiej strony.

Podczas zawierania polaczenia TLS strony przesylajag sobie klucze publiczne. Aby dowiesé swojej tozsa-
mosci przesyltaja dodatkowo certyfikat SSL (zazwyczaj robi to tylko jedna strona komunikacji — serwer, z
ktorym jakis uzytkownik chce sie skomunikowac). Taki certyfikat poswiadcza o tozsamoscei posiadacza i
jest podpisany przez odpowiednia instytucje wydajaca (Certificate Authority, CA), to znaczy jest zaszy-
frowany kluczem prywatnym tej instytucji (a konkretniej hasz certyfikatu jest tak zaszyfrowany). Strona
komunikacji moze odszyfrowa¢ tak podpisany certyfikat za pomoca klucza publicznego tej instytucji,
ktory jest dotaczony do certyfikatu i w ten sposdb potwierdzi¢ jego oryginalnosé. Skad wiemy, czy ten
certyfikat nie zostal sfalszowany? Oto6z certyfikat ma swoj certyfikat, podpisany przez inne, wicksze CA.
Ten certyfikat réwniez jest certyfikowany i tak dalej, az ostatecznie trafimy na certyfikat podpisany przez
tak zwane Root CA — instytucje na tyle duza, ze jej klucze publiczne znajduja sie w magazynie zaufa-
nych certyfikatéow systemu operacyjnego. Certyfikatom wystawianym przez Root CA ufamy. Powstaly w
ten sposob laricuch zaleznosci nazywamy Infrastruktura Klucza Publicznego (Public Key Infrastructure,
PKI).

W Pythonie obstuge TLS zapewnia modut ssl. Kluczows klasg jest SSLContext, stuzaca do kon-
figuracji potaczenia. Funkcja create_default_context() tworzy bezpieczna konfiguracje klienta,
wrap_socket () zamienia zwykly socket w potaczenie TLS, load_cert_chain() taduje certyfikat ser-
wera, a getpeercert() pozwala odczytaé certyfikat drugiej strony. Dzieki temu modul umozliwia im-
plementacje klientow i serweréw korzystajacych z TLS.

import socket
import ssl

hostname = "example.org"
port = 443 # standardowy port HITPS

# domysSlna konfiguracja
context = ssl.create_default_context ()

with socket.create_connection((hostname, port)) as sock:
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# opakowanie socketu w warstwe TLS
with context.wrap_socket(sock, server_hostname=hostname) as ssock:
print (f"Protocol version: {ssock.version()}. Certificate data: {ssock.
getpeercert () }")
# tutaj dalsze dziatania jak na zwyktiym obiekcie socket

import socket
import ssl

HOST = "example.org"
PORT 443

# konfiguracja TLS dla serwera
context = ssl.SSLContext(ssl.PROTOCOL_TLS_SERVER)

# wczytanie certyfikatu 1 klucza prywatinego

context.load_cert_chain(
certfile="server.crt",
keyfile="server.key"

with socket.socket (socket.AF_INET, socket.SOCK_STREAM, 0) as sock:
sock.bind ((HOST, PORT))
sock.listen (5)
while True:
client_socket, address = sock.accept()
with context.wrap_socket(client_socket, server_side=True) as tls_socket

# tutaj dalsze dziatania jak na zwykiym obiekcie socket

Sieci Komputerowe Strona 172/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

II1.6 Systemy Operacyjne

I11.6.1 KOMUNIKACJA MIEDZYPROCESOWA

Opisz mechanizmy komunikacji miedzyprocesowej standardu POSIX.

Sa cztery podstawowe mechanizmy komunikacji.

1. Sygnaly — jeden z najprostszych systeméw komunikacji miedzyprocesowej, pozwala na wysytanie
matej iloéci informacji do innych proceséw, ktorych identyfikator (PID) znamy.*

Sygnaly wysylamy korzystajac z funkcji kill(2), podajac numer sygnalu (w kodzie zwykle jako
makro zdefiniowane w headerze signal.h) oraz numer procesu. Procesy otrzymujace sygnal reje-
struja funkcje obstugujace sygnal za pomoca funkcji wyzszego rzedu sigaction(2). Dana funkcja
zostaje wykonana przez kernel, podczas gdy pozostale akcje zostaja przerwane i przywrécone w
momencie zakonczenia pracowania nad sygnatem. Pracujac nad sygnatem mamy ograniczony zbior
dozwolonych operacji (jako ze moglismy brutalnie przerwaé np. printf’a, to nie mozemy stwierdzic
ze jego bufory sa w odpowiednim stanie aby z niego korzystaé i co za tym idzie nie mozemy z niego
korzystac), ktore nazywamy funkcjami asynchronicznie bezpiecznymi (async-signal-safe). Istnieje
tez funkcja signal(2), jednak jej semantyka jest bardzo btedogenna i przestarzala, wiec z niej nie
korzystamy.

Jezeli sygnal nie zostanie ztapany (nie zarejestrujemy handlera sigaction), to wykonuje sie jego do-
my$lna akcja. Zazwyczaj jest to zakoriczenie programu, czasem jego zapauzowanie lub zignorowanie
sygnalu.

W podstawowym standardzie zdefiniowane jest calkiem sporo réznych sygnalow, w tym dwa prze-
widzane do uzytku przez aplikacje w celu przekazywania ,,generycznego” sygnatu. Ponizej jest kilka
wazniejszych z nich.

e INT / QUIT - przerwij/zatrzymaj wykonanie programu; wysyltane przez emulator terminala
po wecisnieciu CTRL+C / CTRL+\; prosza program o zatrzymanie, INT uprzejmiej (czesto pro-
gramy go przechwytuja), QUIT lekko mniej uprzejmie (rzadko przechwytywany, ale da sie)
i domy$lnie generuje dodatkowo core dump procesu, czyli zrzut jego pamieci wirtualnej w
momencie zatrzymania na potrzeby debugowania.

e ABRT — abort, wysylany przez np. nieztapane wyjatki C++’sa czy funkcje abort (3), analo-
gicznie do QUIT zabija proces i generuje coredump o ile nie jest przechwycony sigaction;

e KILL — natychmiast zatrzymaj proces; niemozliwy do przechwycenia, kernel z géry zatrzymuje
proces i zabija;

e TSTP / STOP — zatrzymaj proces, zapisujac jego stan w pamieci do p6Zniejszego wznowienia
za pomocy sygnalu CONT; TSTP generowany przez terminal po kliknieciu CTRL-Z, STOP jest
analogiem do pary INT/KILL, czyli zatrzymuje program bez mozliwosci reakcji / zlapania;

e CHLD - wysylany rodzicowi procesu aby poinformowaé¢ go, ze jedno z jego bezposrednich
dzieci zakonczylo dzialanie — domyg$lnie ignorowany, uzyteczny do przechwycenia np. przy
pisaniu interaktywnego shella aby wiedzie¢, kiedy mozna kontynuowaé¢ swoje wykonywanie;

e USRI1i USR2 - wspomniane wczesniej sygnaly ,,generyczne” tj. uzytkownika; domyslnie koncza
program (jak INT).

Wazna cecha sygnalow jest, ze nie kolejkuja sie oraz nie mamy pewnosci w jakiej kolejnosci zo-

stana rozpatrzone — jezeli procesy A, B, C wysla sygnaly USR1, USR1 i USR2 do procesu D (w
tej kolejnosci chronologicznej, nawet zakladajac pojedynczy rdzen procesora), to proces D moze

4W teorii mozemy tez wysta¢ go do calej grupy proceséw; aby to zrobi¢, w funkcji kill podajemy numer grupy jako
zanegowang wartosé.
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rozpatrzy¢é je jako USR2 i USRI (bez zachowania kolejnosci i gubiac jedno powtorzenie) — wynika
to po czesci z faktu, ze standard zostal napisany na podstawie istniejacych implementacji, ktore
dla prostoty i szybkosci wprowadzity taka semantyke. W ten sposob lista sygnatéow dla procesu
moze by¢ przechowywana dla kazdego procesu jako liczba, ktorej i-ty bit oznacza, ze proces jeszcze
nie rozpatrzyt sygnalu nr. 7 i musi to zrobié¢ tak szybko jak to mozliwe (kernel wybiera pierwszy
zapalony, bit wiec tracimy porzadek przychodzenia sygnaléw, a zapalenie dwa razy tego samego
bitu pozostaje niezauwazone).

W celu uproszczenia i zwiekszenia uzytecznosci sygnaléw, do standardu POSIX dodano réwniez
rozszerzenie (ktore np. Linux stara sie wspierac) sygnaléw Real-Time. Sygnaly te roznia sie tym,
ze:

e s3 wysylane przez sigqueue(3) a nie kill;
e s kolejkowane (stad nazwa), czyli przychodza w poprawnej kolejnosci i sie nie gubia;
e moga zawiera¢ dodatkowa informacje w formie jednej liczby lub wskaznika.

2. Strumienie (pipe/FIFO) — traktujemy je jako pseudo-plik, ktory kolejkuje zapisy do siebie w ramach
pewnego buforu w pamieci, a nastepnie wypisuje je w analogicznej kolejnosci (czyli jak kolejka first-
in-first-out) przy odczycie przez ten sam lub inny proces. Na strumieniach operuje sie w sposob
analogiczny do plikow — otrzymujemy file descriptor, z ktérego mozemy korzystaé¢ podobnie do
wszelkich innych (metody read(2) i write(2) dzialaja jakbysSmy sie spodziewali).

Dzielimy je na dwa gléwne rodzaje: anonimowe i nazwane.

Strumienie anonimowe mozemy utworzy¢ korzystajac m.in. z metody pipe(2), ktéra zwraca dwa
nowe deskryptory — jeden ,,otwarty” w trybie wejécia, drugi wyjscia. Te deskryptory mozemy nastep-
nie bezposrednio przekazaé¢ innym programom (np. dzieciom), lub skorzystaé¢ z nich aby podmieni¢
znaczenie istniejacego deskryptora typu 1, tj. stdout.

Strumienie nazwane mozemy stworzy¢ np. za pomocs funkcji mkfifo(3) — podajemy mu Sciezke
pod ktora utworzy sie obiekt w systemie plikow (nie jest to plik per se, jednak mozemy go otworzy¢
i operowa¢ na nim w duzej mierze analogicznie). W ten sposéb wiele programéw moze otworzy¢
danego pipe’a i réwnolegle z niego korzystaé¢, np. do pisania logéw, ktoére jeden proces-odbiorca
zbiera i przekazuje dalej.

Wazna rzecza w przypadku pipe’é6w jest, analogicznie do plikéw, brak domys$lnej synchronizacji —
podczas gdy operacje write maja zagwarantowana atomowo$¢ w przypadku malych zapisow (do
rozmiaru PIPE_BUF zadeklarowanego przez system, co najmniej 512 byte’6w), to odezyty nie maja
takiej gwarancji. Jednocze$nie bardzo tatwo o problem, gdy odczytamy jedynie cze$¢ wiadomosci
— nasza bedzie bezuzyteczna, a kolejna, by¢ moze nie odczytana przez ten sam proces, zostanie
skoruptowana.

Warto zaznaczyé, ze sockety mozemy interpretowaé jako specjalny rodzaj pipe’éw, ktory system
operacyjny dodatkowo podpina pod odpowiednie czesci jadra, aby moc komunikowaé sie w bar-
dziej skomplikowany sposob, np. przez urzadzenia sieciowe; jest to troche inne, jednak kluczowe
jest podobienstwo interfejsu — zar6wno metody na socketach jak i lokalnych strumieniach zwraca-
ja/przyjmuja/operuja na deskryptorach plikow (FD).

3. Pamie¢ wspoldzielona (shared memory) — najbardziej efektywny sposéb komunikacji, pozwalajacy
na przekazywanie informacji nie przechodzac przez jadro (oczywiscie po pierwotnym otwarciu).
Gloéwna wada w poréwnaniu do innych metod jest potrzeba utrzymywania statlego modelu danych
oraz konieczno$¢ synchronizacji w celu zabezpieczenia danych przed korupcja.

Standard POSIX udostepnia zbiér funkcji, ktére pozwalaja na manipulacje blokami pamieci wspot-
dzielonej — dziatajg one réwniez na deskryptorach plikéw, jednak korzystaja z mechanizmu mapo-
wania plikow (tj. mmap (2)) a nie z operacji read /write jak pipe’y. Funkcja shm_open(3) pozwala na
otwarcie/utworzenie nowego bloku pamieci o wspdlnym identifikatorze (jak open(2) z flaga create),
a shm_unlink(3) na jego zamkniecie (jak close(2)).

Alternatywnym sposobem w Linuxie jest bezposrednie uzycie funkcji mmap (2) do alokowania ano-
nimowego bloku pamieci wspotdzielonej, ktorag mozemy nastepnie przekazaé naszym bezposrednim
dzieciom (fork(2) zachowuje te mapowania).

Systemy Operacyjne Strona 174/185


 https://www.man7.org/linux/man-pages/man3/sigqueue.3.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man2/read.2.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man2/write.2.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man2/pipe.2.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man3/mkfifo.3.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man2/mmap.2.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man3/shm_open.3.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man2/open.2.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man3/shm_unlink.3.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man2/close.2.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man2/mmap.2.html
 https://www.man7.org/linux/man-pages/man2/fork.2.html

Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

W standardzie POSIX istnieje tez duzo mechanizméw synchronizacji (mutex’y, semafory, bariery)
— one rowniez maja dwa gltowne interfejsy; nazwane (wtedy otwieramy je po Sciezce w analogiczny
sposéb do podobnego API dla pamieci) lub poprzez wspélne miejsce w pamieci wspol-
dzielonej (dlatego uwzgledniamy je w tej sekcji). Mechanizmy te sa przydatne najbardziej
przy korzystaniu z pamieci wspotdzielonej, ale potrafig przydawac sie tez przy dostepach do plikd-
w /pipe’ow.

4. Message queues® — bliski odpowiednik message passingnu w Minixie, rozwigzuje problem pipe’éw,
tj. fakt, ze dane sa nieustrukturyzowane i mozemy przeczytaé¢ tylko czesé¢ wiadomosci, desynchro-
nizujac/koruptujac kanal. Jest caly rzad metod do operacji na nich (patrz: mq_overview(7)),
podstawowe to otwarcie kolejki (po nazwie, zwraca identyfikator), zamkniecie kolejki , wystanie
wiadomosci (by¢ moze z timeoutem, aby nie blokowaé sie na za dlugo jezeli kolejka jest peina),
odebranie wiadomosci (by¢ moze z timeoutem, aby nie blokowa¢ sie na za dtugo jezeli kolejka jest
pusta).

Na koniec fun fact — dla duzej liczby rzeczy (typu message queue, shared memory i mutexy) istnieje
rownolegly, niekompatybilny system metod zachowanych na potrzeby ,backwards compatibility” z sys-
temem UNIX w wersji piatej (zazwyczaj znanym jako SysV). W opinii autora tego opracowania, API to
jest w wielu aspektach lepiej przemyslane od POSIX’owego (doktadniej ma mniej ,undefined behaviour”
w sobie), ale bywa mniej popularne i nie jest rozwijane (ale jest stabilne).

I11.6.2 SZEREGOWANIE PROCESOW

Poréwnaj mechanizmy szeregowania zadan na przyktadzie serwera przetwarzajacego zadania w
trybie wsadowym oraz systemu interaktywnego.

Szeregowanie (scheduling) to decyzja ile czasu procesora (i kiedy) dostaje kazdy proces.

Podstawowa osia dzielaca systemy szeregowania jest pytanie, czy jezeli daliémy procesorowi procesor to
czy mozemy mu go odebraé¢ (pauzujac egzekucje); dzielimy wiec metody szeregowania na z wywlasz-
czaniem (mozemy zabraé¢ procesor) i bez wywlaszczania (sam proces musi ustapié, np. kornczac sie lub
blokujac na syscall’u).

Podczas poréwnywania systeméw szeregowania interesuja nas podstawowe kryteria:
e przepustowos¢ (throughput), czyli liczba zadan, ktéra mozemy ukonczy¢ na jednostke czasu.
e czas obrotu (turnaround time), czyli ile czasu mija od powstania zadania do jego ukonczenia.

e czas oczekiwania (waiting time), czyli ile czasu proces lacznie spedza bedac gotowym do wykonania
i czekajac na procesor.

e czas odpowiedzi (response time), czyli ile czasu mija od gotowosci procesu/zadania do pierwszego
przydzialu procesora na jego rzecz.

e sprawiedliwos¢ (fairness); ciezsze do skwantyfikowania, ogdlnie chodzi o to aby nie gltodzi¢ niekto-
rych zadan.®

Kazdy scheduler chciatby oczywiscie optymalizowaé wszystkie z tych metryk, jednak $wiat nie jest taki
piekny i trzeba wybraé ktoére kryteria sa dla nas najwazniejsze; kazdy ma swoje priorytety, niestety.

1. Przy systemach wsadowych zadania sg kolejkowane i wykonywane do korica. Czas odpowiedzi jest
niezbyt istotny; optymalizujemy przepustowos$¢ (i co za tym idzie wykorzystanie procesora) oraz
sredni czasu obrotu. Mozemy (ale nie musimy) sobie pozwoli¢ na szeregowanie bez wywlaszczania
(mniejszy narzut na przelaczanie kontekstu, prostsza implementacja).

Najbardziej klasyczne metody okreslania kolejnosci w tej rodzinie to:

50 tym opowiemy najkrécej, bo chyba nie bylo to wspomniane na Systemach Operacyjnych
6Terminéw procesy/zadania uzywamy wzglednie wymiennie — w zwiazku z ich zastosowaniami termin ,zadanie” stosuje
sie zwykle dla systemow wsadowych, a ,proces” przy systemach interaktywnych.
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o First-In-First-Out, czyli standardowa kolejka; najprostszy sposob, delegujemy zadania po cza-
sie ich zgloszenia. Efektywny sposob, jednak mamy problem w postaci tzw. efektu konwoju,
gdzie jedno dlugie zadanie moze blokowaé cala reszte przez co znaczaco cierpi Sredni czas
obrotu.

e Shortest Job First, czyli zamiast kolejki uzywamy kolejki priorytetowe]j (wybieramy najkrotsze
zadanie); dowodliwie optymalny sposéb dla $redniego czasu oczekiwania oraz obrotu. Proble-
matyczny, poniewaz trzeba umieé¢ szacowaé dlugo$é zadania oraz mozemy zagtodzi¢ dtugie
zadania (nigdy nie dajac im sie wykona¢). Ten pierwszy problem mozna rozwigzac¢ dajac
wskazowki (np. przy duzych zadaniach w ramach sieci obliczeniowej mozemy zwykle oszaco-
waé te dlugosé catkiem dobrze); ten drugi tez sie da sie rozwiazaé, ale wtedy uznajemy model
za, interaktywny.

e Shortest Remaining Time First, czyli podobne do powyzszego, tylko jezeli przychodzi nowe
zadanie krotsze od czasu, ktory zostat do zakonczenia wykonywania obecnego, to uruchamiamy
je natychmiast, wywtaszczajac procesor.

2. Systemy interaktywne zamiast optymalizowaé pierwszorzednie przepustowosé, optymalizuja funda-
mentalnie czas odpowiedzi oraz wariancje. Ludzie przy terminalach oczekuja szybkich i przewidy-
walnych reakcji. Systemy te wymagaja wywlaszczania, gdyz inaczej nieposhuszny proces mogltby
zawlaszczy¢ procesor ad infinitum i nie da¢ innym sie wykonac.

Kilka algorytméw przydziatu z tej dziedziny to:

e Round Robin; kazdy proces dostaje staly kwant czasu (quantum), po czym trafia na koniec
kolejki. Wspomagajac sie przerwaniami zegarowymi wywlaszczamy procesy trwajace wiecej
niz ich kwant, wrzucajac je na koniec kolejki i zastepujac gora kolejki. Dobér kwantu jest
istotny, poniewaz zmiany kontekstu sg catkiem drogie (nie moze by¢ za maly), a przy duzym
kwancie zachowujemy sie jak wsadowa kolejka FIFO (czas odpowiedzi cierpi).

e Szeregowanie Priorytetowe z Postarzaniem; priotytetyzujemy procesy wedlug jakiej$ metryki,
ale dodatkowo zwiekszamy priorytet dla procesow ktore czekaja juz dlugo (postarzamy je),
aby ich nie zaglodzi¢; priorytetyzujac czas wykonania dostajemy Shortest Job First, jednak
bez wady zaglodzenia;

o Multilevel Feedback Queue, czyli pieknie spolszczone wielopoziomowe kolejki ze sprzezeniem
zwrotnym; wzglednie zaawansowany system rozdzielania zadan, uzywany np. w Minixie 3.
Robimy wiele kolejek, kazda majaca jaki§ priorytet — jezeli zadania czekaja na kilku z nich
wybieramy te z najwiekszym priorytetem, a wewnatrz jednej kolejki robimy Round Robin
z jakim§ kwantem czasu. Dla wiekszosci zadan (tj. nie procesoéw systemowych, ktore maja
stale wysoki priorytet) mozemy zmienia¢ ich priorytet w zaleznosci od ich zachowania (to jest
Jfeedback” z nazwy). Jezeli proces zuzywa caly kwant czasu bez blokowania na IO, tymcza-
sowo obnizamy jego priorytet, tj. przerzucamy do ,gorszej” kolejki; z czasem przywracamy
priorytet aby nie kara¢ go w nieskoniczonosé za dane przewinienie. Zaleta tego systemu jest
to, ze efektywnie przybliza on Shortest Job First (co daje nam jego fajne wlasnosci bycia
optymalnym pod wzgledem czasu oczekiwania/obrotu) bez znania dtugosci kazdego z zadan
a priori. Réwnolegle do tego dostajemy zalety metody Round Robin w zakresie matego czasu
odpowiedzi i wariancji.

Wazna uwaga: przy metodach szeregowania z priorytetem moze nastapié inwersja priorytetow.
Dzieje sie to gdy proces wysokopriorytetowy czeka na zasoéb (np. zwolnienie mutexa) zajety przez
proces o nizszym priorytecie. Jezeli powstanie proces z priorytetem gdzie§ pomiedzy ich prioryte-
tami, to wywlaszczy on proces o niskim priorytecie, efektywnie blokujac ten o wysokim priorytecie
(a tak nie chcemy). Rozwiazaniem jest dziedziczenie priorytetow: jezeli jako proces trzymamy mu-
tex na ktérym blokuje sie proces o wyzszym priorytecie, tymczasowo dziedziczymy jego priorytet,
aby moc dokoriczyé¢ dziatanie i pozwoli¢ mu na dalsze wykonanie. W ten spos6b procesy o prio-
rytecie ,,posrednim” nie mogg, zablokowaé¢ dziatania tego o wyzszym. Co wazne, dziedziczenie trwa
tylko na czas gdy blokujemy zasob potrzebny procesowi o wyzszym priorytecie (po jego zwolnieniu
zostajemy wywlaszczeni a owy wysokopriorytetowy proces zaczyna egzekucje). Alternatywnym roz-
wigzaniem jest ustalenie dla kazdego zasobu zakresu priorytetéw jakiego muszg byé dane procesy
w celu korzystania z niego; w ten sposdb wiemy, ze dany zaséb nie bedzie mogl by¢ wykorzystany
przez zbyt wazny proces, ergo nie mamy jak go zablokowag.
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Podsumowujac, poréwnujac metody mozemy zobaczy¢ nastepujaca zaleznosé: systemy interaktywne za-
chowuja sie znaczaco lepiej przy procesach ograniczonych IO i, jak nazwa wskazuje, interaktywnych
(krotkie fazy obliczeri, potem czekanie na uzytkownika/dysk; dlatego Linux/Minix je implementuja).
Tymczasem metody wsadowe lepiej utylizuja zasoby w przypadku proces6w ograniczonych mocg pro-
cesora. Korzystajac z nich mamy wiekszy throughput, czyli przerabiamy wiecej zadan przez dany czas,
jednak nie jesteSmy bardzo responsywni. Dlatego uzywane sa np. w sieciach obliczeniowych, gdzie zmiany
kontekstu sa znaczaco drozsze niz na zwyklym procesorze.

I111.6.3 DEADLOCK

Wyjasnij pojecie deadlock. Opisz metody wykrywania i zapobiegania powstawaniu deadlocku w
kontekscie wspotdzielonych zasobdow.

Deadlock (zakleszczenie) to sytuacja w systemie wspotbieznym, w ktorej grupa procesow lub watkow
czeka na zasoby zajmowane przez siebie nawzajem, przez co zaden z nich nie moze kontynuowaé dzialania.
W efekcie procesy nie koncza swojej pracy, zasoby pozostaja zablokowane, a system nie robi postepu.

Aby doszto do zakleszczenia, w tym samym czasie musza zostaé¢ spelnione cztery warunki znane jako
warunki Coffmana.

1. Wzajemne wykluczenie (Mutual Exclusion). Zasoby sa niepodzielne — w danym momencie
tylko jeden proces moze korzysta¢ z danego zasobu.

2. Przetrzymywanie i oczekiwanie (Hold and Wait). Proces, ktory juz posiada jaki$ zasob,
moze prosi¢ o kolejne zasoby i czekaé na nie, nie zwalniajac tych, ktore juz trzyma.

3. Brak wywtlaszczania (No Preemption). Zasob nie moze zostaé¢ odebrany procesowi sita. Moze
zostaé zwolniony tylko dobrowolnie przez proces, ktéry go posiada.

4. Cykliczne oczekiwanie (Circular Wait). Istnieje zamkniety taiicuch procesow, w ktorym kazdy
proces czeka na zaséb trzymany przez kolejny proces w taricuchu.

Aby wykry¢ deadlock buduje si¢ tak zwany graf alokacji zasobow, w ktérym wierzchotkami sg procesy (P)
oraz zasoby (R). Krawedz P — R oznacza, ze proces zada zasobu, a krawedz R — P oznacza, ze zasob
jest przydzielony procesowi. Istnienie cyklu w takim grafie oznacza, ze wystapit deadlock (zaktadajac, ze
kazdy zas6b ma dokladnie jedna instancje; jesli tak nie jest, to mozemy wykrywaé deadlocki za pomoca
algorytmu dzialajacego tak jak opisany nizej algorytm bankiera).

Istnieje kilka metod radzenia sobie z deadlockami. Najprostsza to ignorowanie problemu — zakladamy,
ze deadlocki zdarzaja sie rzadko i jesli juz taki sie pojawi, to mozna zaczaé obliczenia od nowa.

Inna metoda jest okresowe wykrywanie deadlocku za pomoca wyzej opisanych metod i reagowanie, gdy
deadlock sie pojawi. Jednym ze sposob6éw reagowania jest zakoiiczenie zakleszczonych proceséw. Mozemy
zabi¢ je wszystkie lub tylko jeden, wybrany losowo lub za pomoca jakiej§ metryki (na przyktad czas
dzialania, stopien zaawansowania wykonywanego zadania). Jest to prosta metoda, ale jej wada jest utrata
wykonanej pracy. Innym pomystem jest wywlaszczanie zasobéow — mozemy odebraé¢ zasoby jednemu
procesowi i przekazaé je innemu, tym samym rozbijajac cykl. Wymaga to cofniecia wywtlaszczanego
procesu do bezpiecznego punktu kontrolnego sprzed zajecia zasobu, co niekoniecznie jest tatwe. Zaleta
takiego podejscia jest to, ze nie tracimy az tyle wykonanej pracy co przy zabijaniu proceséow.

Klasycznym przyktadem deadlocku jest problem ucztujacych filozoféw, doktadniej opisany w I11.6.8.

Mozna tez calkowicie zapobiegaé deadlockom, to znaczy projektowaé systemy wspodtbiezne w taki sposob,
aby co najmniej jeden warunek Coffmana nigdy nie byt spetniony.

1. Wzajemne wykluczenie. Dla znaczacej wiekszosci zasobow nie da sie go wyeliminowaé, gdy
programy na przyklad pisza po tej samej pamieci, to zezwolenie na réwnolegle pisanie moze spo-
wodowaé niewlasciwe zapisy.
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2. Przetrzymywanie i oczekiwanie. Mozemy wymusi¢, aby proces pobieral wszystkie potrzebne
mu zasoby jednoczesnie. Uniemozliwia to wystapienie deadlockéw, ale powoduje stabe wykorzysta-
nie zasob6w, bo procesy zajmuja zasoby mimo, ze nie potrzebuja ich w danym momencie.

3. Brak wywtlaszczania. Procesy moga zwalnia¢ zajete zasoby, jesli nie dostaly kolejnych. Teore-
tycznie nie wystapia wtedy deadlocki, ale moga wystapié¢ tak zwane livelocki, czyli sytuacje, gdy
procesy pracuja, ale zaden z nich nie dokonuje postepow (na przyktad wszystkie procesy na zmiane
zajmuja zasoby i je zwalniaja, bo nawzajem je sobie zajmuja).

4. Cykliczne oczekiwanie. Najprostsza metoda eliminacji cykli jest ponumerowanie zasobow i przy-
znawanie ich tylko w kolejnosci rosngcych indekséw. Wtedy nie moze powstaé cykl.

Do unikania deadlockéw stuzy tak zwany algorytm bankiera, zaproponowany przez Edsgera Dijkstre.
Zaktadamy, ze system wie, ile zasobow jest dostepnych w systemie i ile z nich w danym momencie posiada
kazdy proces. Do tego dla kazdego procesu znana jest maksymalna ilos¢ danego zasobu, jakiej moze
zazadacé. System przydziela procesowi zasoby tylko wtedy, gdy wie, ze istnieje taka kolejnosé przydzielania
zasobow do obecnie dziatajacych proceséw, ze kazdy z nich jest w stanie zakoriczy¢ dzialanie korzystajac
tylko z nieprzydzielonych w tym momencie zasobéw. W praktyce sprawdza sie ten warunek iterujac sie
po wszystkich procesach i wybierajac jeden, ktéry jest w stanie sie skoriczyé¢, a nastepnie powtarzajac
taka iteracje przy zalozeniu, ze zasoby zajete przez ten pierwszy proces sa juz zwolnione.

I11.6.4 SPOOLING

Wyjasnij mechanizm spooling, oméw wady i zalety tego mechanizmu.

Spooling (Simultaneous Peripheral Operations On-Line)” to technika zarzadzania urzadzeniami wejscia-
/wyjscia, ktora polega na wykorzystaniu no$nika pamieci masowej jako tymczasowego bufora posrednicza-
cego miedzy powolnymi urzadzeniami peryferyjnymi (np. drukarka, skaner, czytnik tasm magnetycznych)
a procesoremn/programanmni.

Jesli proces chce sie skomunikowaé¢ z pewnym wolnym urzadzeniem zewnetrznym, to standardowo robi
to za pomoca odpowiednich portéw (port-mapped I0), a urzadzenie informuje proces o gotowosci do
dzialania za pomoca pollingu, to znaczy proces musi bezposrednio prosi¢ je o raport gotowosci. Jesli
proces chce na przyktad skorzysta¢ z drukarki, to musi wystaé jej czes¢ danych do drukowania za pomoca
odpowiedniego portu, a nastepnie co jaki$ czas odpytywac, czy drukarka skoriczyla fizycznie przetwarzac
te dane. Dopiero wtedy proces moze wyslaé kolejna cze$¢ danych. Jest to ogromne marnowanie czasu
procesu, bo jak wiemy drukarki bywaja wolne nawet dla ludzi, a co dopiero dla procesoréw. Proces przez
caly czas drukowania musi co chwile czekaé¢ na drukarke i nie moze wykonywaé¢ zadnych innych operacji,
az drukowanie sie nie skonczy. Ponadto, czesto chcemy ograniczy¢ port-mapped I1/0O dla niektorych
urzadzen do dzialania jedynie w trybie uprzywilejowanym procesora, co réwniez lekko utrudnia nam
sytuacje w przypadku aktywnego czekania.

Rozwiazaniem tego problemu jest spooling: zamiast wysyta¢ dane bezposrednio z programu do drukarki,
system operacyjny (pamietajmy, ze to on posredniczy w komunikacji procesu z urzadzeniem) zapisuje
cale drukowane dane na dysku w specjalnym obszarze zwanym spoolem (kolejka). Natychmiast informuje
program, ze zadanie zostalo zakoriczone, dzieki czemu ten moze dziata¢. W tle dziala dedykowany proces
(tak zwany spooler; w Linux’ie te role dla drukarki spelnia system drukujacy CUPS), ktéry pobiera dane
ze spoola i powoli, w tempie drukarki, przesyta jej kolejne dane do przetworzenia.

Taki mechanizm zwigksza wydajno$¢ systemu i procesora oraz uptynnia dzialanie programu, ktory zleca
drukowanie — nie trzeba marnowaé cykli procesora na czekanie w petli az powolna operacja I/0 zakoriczy
sie. Do tego rozwiazuje on problem urzadzen dedykowanych (takich, ktére nie moga przerwaé¢ pracy
nad jednym zadaniem, by zaja¢ sie innym) polegajacy na tym, ze jesli wiele procesow chce korzystaé z
drukarki jednoczesnie, to drukarka zajmie sie jednym zadaniem, a pozostate procesy beda musiaty czekaé
na zakoriczenie tego zadania, nim ich zadanie bedzie mogto zaczaé sie wykonywaé. Spooling pozwala wielu

"Poprawno$é tego rozwiniecia nie jest pewna, istnieje spora szansa, ze jest to akronim wtérny, czyli najpierw pojawito
sie stowo ,spooling”, a dopiero potem zostalo rozwiniete jako akronim. Istnieje teoria mowiaca, ze nazwa ,spooling” wzieta
si¢ od stowa ,spool” oznaczajacego szpule (na przyklad tasmy magnetycznej/nici)

Systemy Operacyjne Strona 178/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

procesom ,drukowac¢” jednoczesnie poprzez wirtualizacje zasobu, jakim jest drukarka. Proces przejmujacy
zasob drukarki musi tylko przestaé odpowiednie dane na dysk, po czym zwalnia go i pozwala zajaé go
innym procesom. Zapewnia to asynchroniczno$é dziatania wolnego urzadzenia zewnetrznego — dostajemy
wiec zalety urzadzen asynchronicznych z punktu widzenia systemu operacyjnego (np. przez sygnaly /
sampling statusu) nie zaleznie od faktycznego rodzaju komunikacji z fizycznym urzadzeniem. Do tego
mamy mozliwos¢ zarzadzania kolejka — zadania znajduja sie na dysku, wiec system (lub administrator)
moze zarzadzaé¢ kolejnodcia ich wykonywania, zmieniaé¢ priorytety, wstrzymywaé¢ lub usuwaé zadania
przed ich fizycznym przetworzeniem.

Jedna z wad spoolingu jest zuzycie przestrzeni dyskowej. Programy zlecajace drukowanie przestaja by¢
ograniczone predkoscia dzialania drukarki, przez co moga zleca¢ bardzo duzo zadann w krétkim czasie
(chociaz oczywiscie mozna to ograniczy¢). Przez to kolejka moze urosna¢ na dysku do bardzo duzych
rozmiaréw, bo drukarka caly czas dziala w swoim wolnym tempie. Jesli proces spoolera ulegnie awarii,
niektoére z zadan moga zostaé¢ skoruptowane. Jezeli dysk zostanie uszkodzony, to zakolejkowane zada-
nia mogg zosta¢ utracone (normalnie byltyby trzymane w pamieci, co jest jednoczesnie bardziej i mniej
wrazliwe). Niezaleznie, w zwigzku z tymi bledami moze nastapi¢ sytuacja, w ktorej daemon spoolera
sie pomyli i procesy albo zostanag poinformowane o udanym drukowaniu pomimo jego braku, albo druk
zostanie zlecony kilkukrotnie (dobry design potrafi temu cze$ciowo zapobiec, ale z problemu dwoch gene-
ralow zawsze jest taka mozliwosé). Do tego potrzeba obslugiwania spoolingu zwieksza ztozonosé samego
systemu, gdyz musimy zlecaé i opiekowac sie stabilnoscia dodatkowego zbioru daemonow (spooleréow). Co
wiecej, potrzeba przesylania danych do kolejki przed wystaniem ich do urzadzenia powoduje, ze taczna
liczba operacji wykonanych przez procesor staje sie wieksza (ale to nie jest duzy problem jako, ze i tak
pracujemy z urzadzeniami wolnymi).

Warto zaznaczy¢, ze pojecia spoolingu i buforowania nie sa ze soba tozsame. Buforowanie odnosi sie
zazwyczaj do wykorzystania (niezbyt duzego) obszaru pamieci RAM w celu wyréwnywania roznic pred-
kosci miedzy dwoma urzadzeniami podczas transferu. Spooling z kolei wykorzystuje dysk twardy do
kolejkowania catych zadan pochodzacych z wielu réznych proceséw jednoczesnie.

II1.6.5 SEGMENTACJA I STRONICOWANIE

Segmentacja i stronicowanie - poréwnaj mechanizmy. Opisz jak te mechanizmy sa
wykorzystywane na przykltadzie wybranego systemu operacyjnego.

Aby sprawnie zarzadzaé¢ pamiecia, system operacyjny nie udostepnia dzialajacym procesom adreséw w
pamieci RAM wprost. Zamiast tego dziala mechanizm pamieci wirtualnej. We wspotczesnych architek-
turach procesora, funkcjonuje on dzigki tak zwanemu stronicowaniu. Pamie¢ (zaréwno wirtualna, jak
i rzeczywista) jest podzielona na bloki (zwane stronami w przypadku pamieci wirtualnej i ramkami dla
pamieci rzeczywistej; zazwyczaj o rozmiarze 4kB). Dokladny sposob dzialania tego mechanizmu jest opi-
sany przy odpowiednim pytaniu z Programowania Niskopoziomowego. Dzieki stronicowaniu programy
nie musza by¢ trzymane w RAM-ie w cigglym bloku, co daje systemowi operacyjnemu wieksza swo-
bode w zarzadzaniu pamiecia. Do tego przesuwanie danych procesu przez system operacyjny jest proste,
bo nie wymaga to zadnej zmiany po stronie procesu — wystarczy zmieni¢ mapowanie. Jesli w RAM-ie
brakuje pamieci dla wszystkich dziatajacych proceséw, to system operacyjny moze przeniesé czesé stron
tych proceséw na dysk. Dzieki temu mozliwe jest sprawniejsze radzenie sobie z sytuacjami, gdy pamieé
operacyjna jest bardzo silnie wykorzystywana.

W dawnych systemach operacyjnych przestrzenie adresowe byty 16-bitowe. To powodowalo, ze juz przy
1MB pamieci RAM brakowalo adreséw do jej adresowania. Ten problem rozwiazuje sie poprzez seg-
mentacje. Istnieje kilka przestrzeni adresowych (tak zwanych segmentow). Adres (nazywany adresem
logicznym) sklada sie z numeru segmentu, po ktoérym nastepuje offset od poczatku tego segmentu. Te
dwie informacje pozwalaja nam wyznaczyé tak zwany adres liniowy (by¢ moze jest to adres wirtualny —
dalej mozemy stosowaé stronicowanie).

Segmentacja pozwala na podzial pamieci procesu na segmenty odpowiadajace logicznym czeSciom pro-
gramu (w przeciwienistwie do stronicowania, ktore wprowadza podzial techniczny). Moze istnie¢ na przy-
ktad segment kodu, stosu, sterty. Umozliwia to tatwa ochrone pamieci — dla kazdego segmentu mozemy

Systemy Operacyjne Strona 179/185



Egzamin Licencjacki TCS Maciej Mikotajczak et al.

okresli¢, czy znajdujace sie na nim dane mozna czytaé, pisa¢ do nich, czy moze wykonywaé je jako kod. W
ten spos6b mozemy na przyktad ustali¢, ze segment kodu jest tylko od odczytu i wykonywania, podczas
gdy do stosu i sterty mozna pisaé¢, ale nie mozna wykonywaé z nich kodu. Wada segmentacji jest tak
zwana fragmentacja zewnetrzna — jesli alokujemy spdjne segmenty (w przypadku nie stosowania stroni-
cowania) roznej dlugosci dla wielu roznych procesow, to w alokacjach powstaja ,dziury”. Wtedy moze
dojs¢ do sytuacji, w ktore] w RAM-ie jest duzo wolnej pamieci, ale nie ma duzego spojnego fragmentu.
Wtedy system operacyjny musi przestawiaé¢ procesy, aby zaalokowaé¢ pamieé¢ dla nowego.

Zaleta stronicowania jest brak fragmentacji zewnetrznej — pamie¢ moze by¢ rozproszona pomiedzy roézne
ramki. Mamy tatwa realokacje procesow i mozliwos¢ przenoszenia stron na dysk. Wada stronicowania
jest tak zwana fragmentacja wewnetrzna — ostatnia strona, ktora nalezy do danego programu moze by¢
wykorzystana w bardzo nieduzym stopniu. Wolna pamieé¢ na tej stronie marnuje sie — nikt inny nie moze
z niej skorzysta¢. Do tego pojawia sie narzut zwiazany z translacja adreséw wirtualnych na rzeczywi-
ste (z czym pomaga mechanizm cache’u TLB). Duze przestrzenie adresowe wymagaja rozbudowanych
wielopoziomowych tablic stron, aby sensownie funkcjonowac (ktore same zajmuja pamiec).

We wspolczesnych systemach operacyjnych (na przyklad Linux) stosuje sie rozwiazania hybrydowe —
mamy segmentacje, adresy logiczne wskazuja na odpowiednie adresy liniowe, ktére sa adresami wirtu-
alnymi tlumaczonymi przez stronicowanie na adresy fizyczne. Linux kladzie nacisk na stronicowanie,
segmentacja jest sprowadzona do minimum. Funkcjonuje tak zwany model ptaski — wszystkie segmenty
maja te samg, maksymalna mozliwa dtugosé, a offset do poczatku kazdego segmentu wynosi 0. To powo-
duje, ze adres liniowy jest identyczny z logicznym. Wystepuja segmenty CS (Code Segment), DS (Data
Segment), SS (Stack Segment) oraz ES, FS, GS. FS i GS sa uzywane do danych specyficznych dla watku
(Thread Local Storage) i sa wyjatkami od podanej wczesniej reguly (offset do poczatku segmentu nie
musi wynosi¢ 0). Poza tym segmentacja w Linux’ie stuzy gtéwnie do okreslenia poziomu uprawnieri i roz-
rozniania kodu jadra (Ring 0) i kodu uzytkownika (Ring 3). W procesorze istnieja rejestry segmentowe,
np. CS. Dwa najnizsze bity rejestru CS okreslaja CPL (Current Privilege Level), czyli biezacy poziom
uprawnien procesora. Kod, dla ktérego CPL jest rowne 3 nie moze dziala¢ na danych z segmentow, ktore
sa oznaczone jako 0 (tryb jadra).

Stronicowanie jest podstawowym mechanizmem zarzadzania pamiecig w Linux’ie. W danych konkretnej
strony trzymane sa bity, ktore okredlaja, jakie uprawnienia ma dana strona (czy mozna po niej pisac,
czytaé z niej, wykonywaé z niej kod). Dodatkowo strony sa dzielone na te nalezace do jadra i do uzyt-
kownika — uzytkownik nie ma dostepu do stron jadra. Ten system zapewnia wicksza precyzje ustawien
ochrony niz segmentacja. Dzieki stronicowaniu Linux realizuje koncepcje pamieci na zadanie (demand
paging). Jesli brakuje RAM-u, rzadko uzywane strony sa zrzucane na dysk (do partycji SWAP), a w ich
miejsce tadowane sg inne. Strona z dysku zostanie z powrotem przeniesiona do RAM-u, gdy program
bedzie chcial z niej skorzystac.

Aby obstuzyé¢ ogromng 64-bitowa przestrzen adresows bez marnowania pamieci na gigantyczne tablice
stron, Linux uzywa stronicowania wielopoziomowego (w architekturze x86 64 jest to zazwyczaj 5- lub
4-poziomowe stronicowanie). Wielopoziomowa tablica stron jest struktura drzewiasta, w ktorej tworzymy
i przechowujemy tylko te gatezie, ktore sa aktualnie uzywane przez program. W systemach 64-bitowych
do adresowania pamieci wirtualnej wykorzystuje sie de facto 48 bitow (lub 57 w przypadku tablic 5-
poziomowych). Te 48 bitow nie jest jednolitym ciagiem — procesor dzieli je na mniejsze kawalki, z ktorych
kazdy odpowiada za wskazanie indeksu na odpowiednim poziomie tabeli stron. Najbardziej znaczace 9
bitéw odpowiada za wskazanie tabeli najwyzszego poziomu. Taka tabela moze trzymaé 27 = 512 wpisow
okreslajacych tabele nizszego poziomu. Kazdy wpis ma 8 bajtow, dzieki czeku cata tabela zajmuje 4kB
i idealnie miesci sie na jednej stronie. We wskazanej przez tabele pierwszego poziomu tabeli drugiego
poziomu wyszukujemy tabele trzeciego poziomu (na podstawie kolejnych 9 bitéw adresu) i tak dalej,
az dojdziemy do konkretnej strony, ktora znajdujemy w tabeli najnizszego poziomu. Ostatnie 12 bitow
adresu to offset na tej stronie.
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II1.6.6 MIKROJADRO A ARCHITEKTURA MONOLITYCZNA

Poréwnaj monolityczna architekture systemu operacyjnego z architektura oparta na mikro
jadrze.

W systemie operacyjnym procesor moze pracowaé¢ w trybie uzytkownika lub w trybie jadra.

e Gdy procesor pracuje w trybie uzytkownika, moze wykonywaé operacje arytmetyczne i logiczne,
pisa¢ oraz czytaé¢ z pamieci przypisanej do obecnie wykonywanego procesu. Nie moze robié¢ nic
wiecej. Nie ma bezposredniego dostepu do sprzetu ani pamieci innych procesow.

e Gdy procesor pracuje w trybie jadra, moze wigcej, miedzy innymi obstugiwaé¢ wejscie/wyjscie
(I/0), alokowa¢/zwalnia¢ pamieé, komunikowadé si¢ ze sprzetem (hardware).

Istnieja dwie architektury systeméw operacyjnych, ktore réznia sie wlasnie podejsciem do tego, jak duzo
kodu systemu operacyjnego wykonuje sie w trybie jadra.

1. Mikro jadro to architektura, w ktorej kod wykonywany w trybie jadra odpowiada za najbardziej
kluczowe aspekty systemu operacyjnego i nic wiecej. Przykladem systemu opartego na tej archi-
tekturze jest Minix. W Minix’ie jadro realizuje komunikacje miedzyprocesowa (IPC), scheduling
proces6w, mapowanie pamieci wirtualnej oraz bezposrednia komunikacje z hardware’em.

Pozostate funkcjonalnosci systemu operacyjnego, takie jak zarzadzenia procesami, obstuga pamieci,
czy wszelkiego rodzaju sterowniki, realizowane sa przez tak zwane serwery (na przyktad PM zarza-
dza pamiecia, VFS obstuguje pamie¢). Serwery to specjalne procesy, ktore odpowiadaja za logike
tego co sie dzieje w systemie operacyjnym. Pracujg one jednak w trybie uzytkownika. Aby wykonaé
niezbedne dla ich dzialania operacje dostepne tylko w trybie jadra, musza poprosi¢ o to kod jadra.
Ogolny schemat funkcjonowania systemu wyglada tak.

(a) Uzytkownik wysylta syscall do odpowiedniego serwera. Serwer dostaje wiadomos$¢ o tym przez
IPC (w Minixie realizowane przez message passing). Proces uzytkownika jest blokowany w
oczekiwaniu na odpowiedz serwera.

(b) Serwer realizuje zadanie. Gdy potrzebuje wykonaé jakies dzialanie, za ktére odpowiada jadro,
to wysyla do niego kernel calla, ktory jest odpowiednikiem syscalla wykonywanego przez
uzytkownika. Procesor wtedy wchodzi w tryb uprzywilejowany i wykonuje kod jadra, potem
wraca do wykonywania kodu serwera.

(¢) Po skonczeniu realizacji zadania serwer wysyla odpowiedz do procesu i zajmuje sie realizacja
kolejnych zadan. Proces jest odblokowywany (przez jadro — to ono zajmuje sie komunikacja
miedzy procesami).

2. Jadro monolityczne to architektura, w ktoérej wszystkie funkcjonalnosci systemu operacyjnego
wykonywane sa przez jadro. Istnieja procesy jadra, ktére domyslnie pracuja w trybie jadra. Na-
tomiast procesy uzytkownika moga przelaczaé sie w tryb jadra i wykonywaé potrzebny im kod
systemu operacyjnego. W ten sposéb wszystko funkcjonuje jako jeden organizm, odpowiedzialny
za obsluge systemu operacyjnego. Przyktadem systemu, ktory realizuje te architekture jest Linux.
Jadro monolityczne systemu Linux podzielone jest na subsystemy:

e I/0 subsystem: system plikéw, komunikacja z hardware’'m, komunikacja sieciowa.
e Memory Management subsystem: pamie¢ wirtualna, cache, paging.
e Process management subsystem: scheduling, zarzadzanie procesami i watkami.

Uzytkownik, chcac wykonaé dziatanie, do ktérego potrzebny jest tryb uprzywilejowany, wykonuje
syscall. Dziala to w nastepujacy sposob.

(a) Proces pracuje sobie i nagle potrzebuje czego$ od systemu operacyjnego. W tym momencie
wykonuje instrukcje syscall.

(b) Wykonanie tej instrukcji sprawia, ze procesor sprzetowo przelacza sie w tryb jadra i przeka-
zuje sterowanie do z gory okreslonego miejsca w kodzie systemu operacyjnego.
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(¢) System operacyjny (jadro) przejmuje kontrole i wykonuje swoj wlasny, zaufany kod zadanego
syscalla w imieniu tego procesu.

(d) Po zakoriczeniu obstugi system operacyjny wywotuje instrukcje powrotu, co powoduje sprze-
towe przelaczenie w tryb uzytkownika i proces dalej wykonuje swdj kod.

Obydwa podejscia sa bardzo rézne od siebie. Poréwnujac:

e Mikro jadro pozwala na bardziej rozdrobniong prace systemu, co utatwia obstuge awarii. Jesli
do takiej dojdzie, to w obrebie jednego z serweréw, zatem bez wplywu na pozostale komponenty
systemu. Do tego w trybie jadra pracuje tylko bardzo konkretny, napisany z wielka ostroznoscia
kod jadra. Programy takie jak instalowane z zewnatrz sterowniki do hardware’u nie maja dostepu
do trybu uprzywilejowanego, wiec nie moga az tak wiele zepsu¢ w przypadku wystapienia w nich
bledow.

Glownym minusem takiego podejscia jest to, ze rozproszenie wymaga np. udzialu jadra w IPC
przy realizacji syscalli. Przez to jest wickszy narzut na system operacyjny, a co za tym idzie nizsza
wydajnoé¢ w jego dzialaniu.

e Jadro monolityczne natomiast moze efektywnie realizowaé syscalle (przelaczenie w tryb jadra to
szybka operacja sprzetowa, nie ma narzutu spowodowanego IPC), kosztem tego, ze awarie poszcze-
golnych komponentéw dotycza calego jadra. Blad (np. Kernel Panic) w sterowniku karty sieciowej
powoduje crash calego systemu operacyjnego, poniewaz wszystko dziala w jednej przestrzeni pa-
mieci.

W 1992 roku wywiagzala sie internetowa debata miedzy Linusem Torvaldsem, tworca uzywanej do dzi$
rodziny systeméw operacyjnych Linux, a Andrew Tanenbaumem, tworca systemu Minix. Tannen-
baum twierdzil, ze mikro jadro jest lepsza architektura od jadra monolitycznego i nowoczesne systemy
operacyjne powinny ja implementowac. Torvalds z kolei obstawal przy architekturze monolitycznej, ktéra
implementowat wtedy w Linux’ie. Podczas gdy teoretycy raczej zgadzaja sie, ze mikro jadro jest lepsza
architektura, wspotczesne systemy operacyjne dalej bazuja na architekturze monolitycznej. Historycznie
wygral Linux — gléwnie dlatego, ze ktos go zaimplementowat.

I11.6.7 WSPOLDZIELENIE BIBLIOTEK

Przedstaw mechanizm wspoldzielenia bibliotek programistycznych (w systemie Linux),
uwzgledniajac odpowiednie metody adresowania.

W przypadku bibliotek programistycznych mamy dwie opcje.

1. Biblioteki statyczne. Kod biblioteki jest dotgczany do pliku wykonywalnego w fazie linkowania
(taczenia), ktora nastepuje po kompilacji kodu zrodlowego. Program jest scalany z biblioteka w
jeden duzy plik binarny. Nie zawsze jest to efektywne, bo jak mamy wiele programéw korzystajacych
z tej samej biblioteki, to ich kod jest duplikowany w kazdym z nich.

2. Biblioteki dynamiczne. W przeciwienistwie do bibliotek statycznych, ktérych kod jest dupli-
kowany, biblioteki dynamiczne sg skompilowane osobno. Program w fazie linkowania otrzymuje
jedynie referencje (symbole), a wlasciwe taczenie kodu nastepuje dopiero podczas uruchamiania
lub dziatania programu. Ma to zalete taka, ze oszczedzamy zaréwno pamieé na dysku, jak i pamieé
operacyjng naszych programow.

Biblioteki dynamiczne maja rozszerzenie .so. Za ich przylaczanie do programéw odpowiada system
operacyjny, ktory taduje do pamieci operacyjnej biblioteke wspotdzielona w momencie, gdy zostanie
uruchomiony program, ktory z niej korzysta. Dokladniej, za ladowanie bibliotek dynamicznych i ich
przytaczanie do przestrzeni adresowej procesu odpowiada specjalny program systemowy — linker dyna-
miczny (zazwyczaj 1d.so lub 1d-linux.so), ktéry jest uruchamiany przez jadro systemu operacyjnego
przed przekazaniem kontroli do wlasciwego programu.

Procesy w systemie operacyjnym nie pracuja na rzeczywistej pamieci RAM, tylko na tak zwanej pamieci
wirtualnej. Dzieje sie¢ to za pomoca mechanizmu stronicowania. Pamieé (zar6wno wirtualna, jak i
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rzeczywista) jest podzielona na bloki (zwane stronami). W procesorze istnieje jednostka hardware’owa
Memory Management Unit (MMU), ktéra dokonuje mapowania blokéw wirtualnych na rzeczywiste.
Dzieki temu dane procesu nie muszg by¢ trzymane w RAMie w cigglym bloku, co daje systemowi
operacyjnemu wieksza swobode w zarzadzaniu pamiecia. Do tego przesuwanie danych procesu przez
system operacyjny jest proste, bo nie wymaga to zadnej zmiany po stronie procesu — wystarczy zmienié
mapowanie w MMU.

Ten mechanizm umozliwia tez korzystanie z bibliotek wspotdzielonych (dynamicznych). W rzeczywistym
RAMie istnieje tylko jedna kopia takiej biblioteki. Strony ja zawierajace zostaja przypisane do pewnych
stron w pamieci wirtualnej procesu, dzieki czemu proces ten moze korzystaé z kodu takiej biblioteki.

Segment kodu (.text) oraz danych tylko do odczytu (.rodata) biblioteki sa mapowane z uprawnieniami
Read-Only oraz Execute. Dzieki temu wiele programéw moze czyta¢ ten sam kod naraz i nie ma zadnych
race conditions ani nieprzewidzianych zachowan. Segment danych modyfikowalnych (.data oraz .bss)
biblioteki zawiera zmienne globalne i statyczne. Strony te sa mapowane jako Copy-on-Write (CoW).
Dopoki procesy tylko czytajg zmienne globalne, wspotdzielg te same fizyczne strony. Gdy ktoérys proces
sprobuje zmodyfikowaé¢ zmienna, MMU zglasza wyjatek, a system operacyjny tworzy prywatna kopie
tej strony RAM dla danego procesu. Dzieki temu zmienne globalne biblioteki pozostaja odizolowane
pomiedzy procesami.

Mechanizm stronicowania powoduje, ze kod biblioteki wspotdzielonej znajduje sie pod roéznymi adre-
sami (wirtualnymi) dla roznych procesoéw. Dlatego biblioteka nie moze stosowac bezwzglednych adresow
w swoim kodzie. Taka architektura wymusza na bibliotece adresowanie wzgledne. Piszac biblioteke
wspoldzielong mozemy zatozy¢ o niej jedynie, ze zostanie zmapowana na spojny fragment pamieci wirtu-
alnej procesu. Dlatego wewnatrz biblioteki (przy wywolywaniu funkcji/skokach warunkowych) nie odwo-
hijemy sie do konkretnych adreséw, zamiast tego przesuwamy adres z rejestru RIP o okreslong odlegtosé
— skaczemy po kodzie korzystajac z faktu, ze znamy relatywne offsety pomiedzy instrukcjami naszego
kodu. W ten sposéb piszemy Position Independent Code (PIC), ktory dziala niezaleznie od tego, na jakie
adresy biblioteka zostanie zmapowana.

Kod binarny programéw korzystajacych z bibliotek tadowanych dynamicznie nie wie, pod jakie adresy ma
skoczyé, aby skorzystaé z funkcji bibliotecznej. Aby temu zaradzié istnieje PLT (Procedure Linkage
Table). Jest to sekcja kodu naszego programu, ktora zawiera wskazniki do funkcji importowanych dy-
namicznie. Pod tymi wskaznikami znajduje si¢ kod linkera dynamicznego, ktéry w razie potrzeby taduje
biblioteke i uzupekia referencje, a potem skacze do odpowiedniego kodu (znajdujacego sie w opisanej
nizej GOT). Aby wywola¢ funkcje z biblioteki dynamicznej w kodzie Assemblera piszemy na przyklad
call printf@plt, co znaczy, ze szukany symbol jest w sekcji PLT.

Podobnie wyglada sytuacja ze zmiennymi globalnymi bibliotek. Istnieje GOT (Global Offset Ta-
ble) - tablica wskaznikow umieszczona w prywatnym segmencie danych procesu, trzymajaca fak-
tyczne adresy zmiennych. W czasie tadowania programu linker dynamiczny wyznacza rzeczywiste adresy
zmiennych globalnych i zapisuje je w tablicy GOT. Nasz kod (a w zasadzie zazwyczaj kod biblioteki,
bo przewaznie to on odwoluje sie do zmiennych globalnych biblioteki), chcac odezytaé zmienna glo-
balng, uzywa adresowania wzglednego i odwoluje sie do tablicy GOT. W Assemblerze wyglada to tak:
mov rax, [rip + zmienna@GOTPCREL].

I11.6.8 PROBLEM UCZTUJACYCH FILOZOFOW

Na przyktadzie problemu ucztujacych filozoféw przedyskutuj pojecia poprawnosci pod wzgledem
bezpieczeristwa i zywotnosci. Zaproponuj rozwigzanie spetniajace oba te warunki.

Problem ucztujacych filozoféw wyglada nastepujaco. Pieciu filozofow siedzi przy okraglym stole. Kazdy
z nich naprzemiennie mysli i je. Miedzy filozofami lezy 5 widelcow (po jednym z lewej i prawej strony
kazdego filozofa). Do zjedzenia positku filozof potrzebuje dwoch widelcow jednoczesnie. Zastanawiamy
sie, jak zsynchronizowaé dostep do ograniczonych, dzielonych zasobow (widelcow), aby nie doszto do
konfliktow.
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Naszym celem jest zapewnienie bezpieczeristwa systemu, to znaczy zagwarantowanie, ze zaden zaséb (wi-
delec) nie bedzie uzywany przez dwie osoby jednoczesnie (w przypadku proceséw pracujacych na danych
taka sytuacje nazywamy race condition, moze ona spowodowaé naruszenie integralnosci danych i niepo-
prawnos$¢ programu). Jednoczesnie chcemy utrzymaé zywotno$é naszego systemu — chcemy, aby system
robil postepy w dziataniu (positki byty zjadane) i zaden proces (filozof) nie czekal w nieskorniczonosé. Nie
chcemy dopusci¢ do zakleszezen (deadlock), czyli sytuacji, gdy procesy czekaja na siebie nawzajem w
cyklu. Cheemy tez uniknaé zagltodzenia (starvation) procesu, czyli sytuacji, gdy proces nigdy nie otrzyma
zasobow, jakich potrzebuje do wykonania swojej pracy.

Zabraniamy sytuacji, w ktorych rozni filozofowie trzymaja ten sam widelec (to zalozenie wydaje sie by¢
oczywiste, ale przy implementowaniu odpowiedniego kodu wcale takie nie jest; rozwigzujemy ten problem
stosujac locki/mutexy). Teraz musimy tylko zapewni¢ zywotnos$¢ systemu. W najprostszym rozwiazaniu
filozof podnosi kolejno lewy i prawy widelec, a jesli nie moze podniesé¢ widelca, to czeka, az bedzie mogt.
To rozwigzanie nie dziala — wszyscy filozofowie moga podnies¢ swoj lewy widelec, wtedy kazdy czeka
na widelec po swojej prawej i wystepuje deadlock. Innym pomystem jest ponumerowanie widelcow i
zaczynanie zawsze od podniesienia widelca o mniejszym numerze. Wtedy nie moze zaj$é¢ sytuacja, ze
kazdy filozof ma po jednym widelcu, a wiec kto$ bedzie mial dwa i system bedzie dziatal. Mimo to moze
dojs¢ do zaglodzenia — istnieje dwoch sasiednich filozofoéw, ktorzy zaczynaja od podniesienia tego samego
widelca. Moze sie zdarzy¢ tak, ze zawsze to jeden z nich bedzie dostawal ten widelec, a drugi nie dostanie
go nigdy.

Poprawne rozwiazanie tego problemu wyglada tak.

e Kazdy widelec jest w kazdym momencie przez kogos$ trzymany.

e Zaczynamy od stanu, ktory nie jest symetryczny, to znaczy takiego, w ktéorym co najmniej jeden
filozof trzyma oba swoje widelce.

e Kazdy filozof po zakonczeniu jedzenia przekazuje oba swoje widelce odpowiednim sasiadom.

Powyzsze rozwiazanie utrzymuje niezmiennik, ze stan nie jest symetryczny — po pozbyciu sie widelcow
przez filozofa mamy stan, w ktérym pewien filozof ma 0 widelcow, a wiec pewien musi mie¢ 2. Zatem
nigdy nie nastapi deadlock, bo zawsze ktos jest w stanie jes¢. Nie nastapi tez zagltodzenie — gdyby pewien
filozof X mial nigdy nie dostac¢ swojego lewego widelca to znaczy, ze jego lewy sasiad Y trzyma ten widelec
(dla niego prawy) i nigdy nie dostanie swojego lewego widelca od swojego lewego sasiada. Kontynuujac
to rozumowanie dostajemy cykl, w ktorym kazdy filozof trzyma swoj prawy widelec — sprzecznosé z tym,
ze stan nie jest symetryczny. Podobnie sprawa wyglada dla prawego widelca X.

Inne pomysty: mozna wprowadzi¢ ,kelnera”; czyli osobny proces, ktory komunikuje sie z filozofami i
przekazuje im oba potrzebne im widelce, nie dajac tego samego widelca réznym filozofom jednoczesnie.
Jesli kelner trzyma filozofow w kolejce i przekazuje widelce filozofowi na przodzie kolejki, to nie dojdzie do
zaglodzenia. Mozna tez rozwazaé system, w ktérym istnieje ,token” przekazywany cyklicznie na okregu.
Tylko filozof posiadajacy token moze w danym momencie jesé. Po zjedzeniu przekazuje token dalej.
To rozwiazanie jest poprawne, ale znaczaco zmniejsza wydajnosé systemu — tylko jeden proces (filozof)
pracuje w danym momencie.
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Poslowie

Nauka na egzamin licencjacki nie jest zadaniem tatwym ani przyjemnym. Sama ilo§¢ materiatu, ktory
nalezy przed takim egzaminem opanowac, potrafi by¢ przyttaczajaca. Sporzadzenie notatek wspomaga-
jacych taka nauke, mimo ze samo w sobie jest bardzo skuteczna metoda przyswajania wiedzy, wymaga
jeszcze wiecej wysitku i czasu spedzonego zglebiajac dany temat, zwlaszcza, gdy naszym celem jest stwo-
rzenie opracowania w miare kompletnego, nieodwotujacego sie do zewnetrznych Zrédel i zrozumialego
dla sporego grona odbiorcow.

7 tego miejsca chciatbym podzigkowaé wszystkim moim Wspoétautorom. To dzigki Waszemu zaangazo-
waniu i ciezkiej pracy udato sie doprowadzi¢ ten projekt do konca. Wiem, ze pracujac w pojedynke nie
mialbym czasu, sily ani checi, aby stworzy¢ co§ podobnego. Méwi sig, ze uprawianie matematyki jest za-
jeciem spolecznym, u ktoérego podstaw lezy wzajemna wspolpraca i ciagta wymiana pomystéow oraz idei.
Moim zdaniem mozemy byé z siebie dumni jako matematycy (choé¢ niektorzy z nas wola sie tytutowaé
informatykami). Wierze, ze to opracowanie przystuzy sie wielu naszym kolegom i kolezankom, ktorzy
beda zmagaé sie z tymi samymi zagadnieniami w przyszlosci.

Gdy pytaja mnie, czy dobrze jest studiowa¢ TCS, odpowiadam, ze moim zdaniem to nie ma tak, ze
dobrze albo ze niedobrze. Gdybym mial powiedzieé¢, co cenie w zyciu najbardziej, powiedziatbym, ze
ludzi. Ot6z ludzi poznanych na TCSie bardzo sobie cenie. Teraz, gdy ten rozdzial naszego zycia sie
zamyka, chcialbym Wam wszystkim podziekowaé za te wspolnie spedzone trzy lata. Wiem, ze wiele sie
od Was nauczylem i uwazam, ze stalem sie dzieki Wam lepsza osoba. Dziekuje za wszystkie usmiechy,
dobre stowa i radosne chwile, ktére na pewno pozostana ze mna na dlugo. Dziekuje tez za wszystkie
godziny (zeby tylko) spedzone wspolnie walczac ze studiami, zatamujac sie i kwestionujac swoje wybory
zyciowe. Licze na to, ze patrzac wstecz nie bedziemy myéleé¢ o tych trudach, a jedynie wspominaé to,
co byto dobre. Szczegélnie cheiatbym podzickowaé mieszkaicom pewnego fikcyjnego miasta lezacego na
granicy wojewodztwa malopolskiego i zachodniopomorskiego (ciezko powiedzieé, po ktorej stronie granicy
doktadnie). Wasza obecno$¢ i wsparcie byly naprawde nieocenione. Powodzenia i do zobaczenia.

Maciej Mikotajczak
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