ALGORYTMY ALGEBRY I TEORII LICZB

NOTATKI

LJeslt ktos mi mapisze, ze tu mozna rozpatrzyc 64 przypadki, to nie uznam
takiej odpowiedzi. Bo to zaktada, zZe ja mam je rozpatrzyé. A ja nie mam
ochoty.”

MACIEJ] MIKOLAJCZAK
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1. Arytmetyka na liczbach catkowitych
2026-03-03

Pomyst. Na tym kursie bedziemy typowo rozwazaé liczby na tyle duze, ze operacje na nich nie sa
jednostkowe. Bedziemy uwzgledniaé¢ wielkosé liczb w zlozonosci algorytméw. Konkretniej, bedziemy
uwzgledniaé¢ dlugosé zapisu liczby w zlozonosci. Zatem na przyktad znajdowanie dzielnika liczby N
w czasie O (\/N ) jest algorytmem wyktadniczym. Zwykle przez N oznaczamy liczbe, a n = log N
jej dhugosé.

Algorytm 1 (RSA). Niech p, g beda pierwsze, N = pg. Mamy ¢ (N) = (p—1)(¢—1). Dla e,d € Z
takich, ze ed = 1 (mod ¢ (IN)) mozemy szyfrowaé z — ¢ (mod N) i deszyfrowaé y — y¢ (mod N).
Liczba e jest kluczem publicznym, a d kluczem prywatnym.

Uwaga. Dodawac i odejmowaé liczby umiemy w czasie O (n). Nie da si¢ lepiej. Mnozenie pisemne
daje nam algorytm O (n?). Mamy lepsze algorytmy: Karatsuba O (n'*), Toom-Cook O (n'45),
Schonhage-Strassen O (n lognloglogn), Firer O (n log n20log” ")) z 2007 i Harver, van der Hoeven
O (nlogn) z 2019.

Algorytm 2 (Karatsuba). Majac do pomnozenia liczby A, B dtugosci n (zaktadamy n = 2% dopel-
niajac zerami) mozemy podzieli¢ je na pot A = A, - K + Ag, B = By - K + By, gdzie K = 2%

Zachodzi AB = A1 B1 K?+(AoB; + A1 By) K+A¢By. Do tego mozemy przeksztatcié AgB+A; By =
(Ao + A1) - (Bo + B1) — AgBo — A1 B;. Zatem wystarczy wykonaé¢ 3 rekurencyjne mnozenia zamiast
4 (i kilka dodawan). Daje nam to rekursje T'(n) = 3T (%) + O (n), co daje T (n) = O (n'°823) ~
O (n*5?).

Algorytm 3 (Toom-Cook, Toom-3). Majac do pomnozenia liczby A, B dtugosci n (zakladamy n = 3*
dopetniajac zerami) mozemy podzieli¢ je na trzy czesci A = Ay - K2+ Ay - K + Ag, B= By - K? +
Bi - K + By, gdzie K = 2%,

Chcemy pomnozy¢ wielomiany A (X) = Ao X2+ A1 X + Ao, B(X) = BoX?+ B1 X + By. Wielomian
AB jest stopnia 4, ewaluujemy wiec A i B w pieciu punktach (najlepiej —2,—1,0,1,2, bo dla nich
tatwo policzy¢), mnozymy te wartosci i interpolujemy AB. Réwnanie T’ (n) = 5T (%) + O (n) daje
T (n) = O (n'°8s%) = O (n'46).

Interpolacje mozemy przeprowadzié¢ rozpisujac uktad réwnan liniowych, gdzie niewiadomymi sa
wspotezynniki wielomianu, a wspo6lezynniki to podstawiane wartosci (ktore zawsze sa takie same,
wiec mozna rozwiazaé uklad raz i podstawi¢ w implementacji).

Algorytm 4 (Metoda Newtona-Raphsona). Obliczenia odwrotnosci liczby a mozemy dokonaé stosujac
wzOr iteracyjny x,11 = @p (2 — ax,). Ten wzér ma zbieznosé kwadratowa, czyli liczba poprawnych
cyfr podwaja sie z kazda iteracja.

Jesli checemy obliczyé g, to zapisujemy a = 2% . o/, gdzie o’ € [1,2), odwracamy a’ i mnozymy

b-27%. L Ztozonosé logn - M (n), gdzie M (n) to zlozonosé mnozenia.

a’”

Uwaga. Lepsza stala niz metoda Newtona osiaga algorytm Burnikela-Zieglera, ktory dziala na za-
sadzie do$¢ skomplikowanej rekursji (co$ jak dzielenie pisemne).

Algorytm 5 (Euklides). Dla danych a,b > 0 chcemy znalezé d = ged (a,b) oraz takie s, t € Z, ze
d = sa + tb. Robimy to tak:

Jesli a < b, zamien a i b.

Jesli b =0, zwro¢ d = a i pare (1,0).

1.

2.

3. Podziel z reszta a = gb+ r.

4. Wywolaj ged (b, 7), dostajemy d i pare s',t'.
5.

Zwroé d i pare (t', s —t' - q).
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Uwaga. Algorytm Euklidesa wykonuje co najwyzej log,, a iteracji, gdzie ¢ = =5
to okoto O <log (a)z). Do tego |s| < b1i|t| < a (dowdd indukeyjny).

wrotno$ci modularnej.

1. Zakladamy a < b.
cJesli 2 ai2tb, zwroc ged (4,0).

Jesli 2| ai2]|b, zwroé 2ged (£, 2).

2

3. Jesli 2 ai2|b, zwroé ged (a, ).

4

5. Jesli 24 ai24b, zwroé ged (b, a — b).

nie moze sie wykona¢ dwa razy z rzedu.

algorytm.
Istnieje szybka wersja algorytmu Euklidesa dzialajaca w czasie O (M (n)logn).

2. Liczby pierwsze

I Notacja. Przez P oznaczamy zbiér wszystkich liczb pierwszych.
| Definicja 1. Przez 7 (n) oznaczamy ilos¢ liczb pierwszych mniejszych od n.

Twierdzenie 1 (O liczbach pierwszych; Hadamard, Vallée Poussin 1896).

lim MR
n— 00 n

Uwaga. Istnieje nawet lepsze przyblizenie 7 (z)

liczby pierwszej z przedziatu [1,n].

1+5

. Zatem zlozonos§é

Jesli rozwazane liczby sa wzglednie pierwsze, to ten algorytm daje nam spos6b wyznaczania od-

Algorytm 6 (Binarny Euklidesa). Dla danych a,b > 0 chcemy znalezé d = ged (a, b) . Robimy to tak:

ZYozonosé jest logarytmiczna, bo kazda operacja poza ostatnia zmiesza liczby dwa razy, a ostatnia

Uwaga. Powyzszy algorytm jest w praktyce szybszy od klasycznego algorytmu Euklidesa, bo nie
korzysta z dzielenie i brania reszty. Mozna go zmodyfikowaé, by zwracal s,t takie, jak klasyczny

~ Li(z), gdzie Li(x) = f; 7 dt nazywamy logaryt-
mem catkowym. Z obu tych postaci wynika, ze srednio potrzebujemy Inn losowan do wylosowania

I Twierdzenie 2 (Postulat Bertranda). Dla kazdego k w przedziale [k, 2k] znajduje sie liczba pierwsza.

[k, k+ k0'525] jest co najmniej jedna liczba pierwsza.

pierwszymi mniejszymi od n jest rzedu O (log” n).

Definicja 2. Dla s > 1 definiujemy funkcje ¢ Riemanna wzorem

)= o

n=1

Twierdzenie 3 (Baker, Harman, Pintz 2000). Istnieje takie ko, ze dla kazdego k > ko w przedziale

Uwaga. Istnieje hipoteza Legendre’a mowiaca, ze dla kazdego k € N miedzy k? a (k + 1)2 istnieje
jakas liczba pierwsza. Mocniejsza hipoteza glosi, ze maksymalna réznica miedzy kolejnymi liczbami

2. Liczby pierwsze
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Uwaga. Wartosci tej funkcji dla parzystych s sa znane. Dla nieparzystych s nie znamy zadnej z
wartosci. Zachodzi réwnosé .
C (8) = H 1 _ p_s :

p€EP

Funkcje ¢ mozna rozszerzy¢ na liczby zespolone i badaé jej wlasnosci analityczne, co pozwala nam
czasem na powiedzenie czegos o liczbach pierwszych. Wiadomo, ze jesli ¢ (z) = 0, to albo z = —2k
dlak =1,2,... (trywialne zera), albo 0 < Re (z) < 1 (nietrywialne zera). Hipoteza Riemanna mowi,
ze dla kazdego nietrywialnego zera z zachodzi Re (z) = 1.

Uwaga. Dla dowolnej funkcji x : Z — C, ktora jest multiplikatywna i okresowa mozemy zdefiniowaé
szereg Ly (s) = 3°°° , X 5 rogszerzyé 1 1 Uogolniona hipoteza Ri
X el o3 y¢ go na plaszczyzne zespolong. Uogo6lniona hipoteza Riemanna

mowi, ze jesli z jest nietrywialnym zerem funkeji Ly, to Re (2) = % Prawdziwo$é tej hipotezy databy

nam wniosek, ze kazda podgrupa Z} ma zbiér generatoréw zlozony z liczb mniejszych niz 3 (In n)z.

Propozycja 1.
1
> ==0(nlhN).
pEP,p<N p

1

Dowéd (Szkic). Oznaczmy f (N) = cp,en %. Mamy ef (V) = eze3 ... oraz e” ~ 1+z dla matych
x. Zatem

1 1 1 1
FN) - -z ~ E = R/ E —. ~
e (1+2) <1+3)... " k<Nk const ~ In V.

k bezkwadratowe

Przedostatnie przejscie wynika z tego, ze mozemy przemnozy¢ przez y ., ; 7Tl2 i dosta¢ mniej wiecej

wszystkie liczby (a nie tylko bezkwadratowe). O

Algorytm 7 (Eratostenes). Checemy o kazdej liczbie z przedziatu [2, N| stwierdzié, czy jest pierwsza.
Robimy petla
A[2..N] « true
fori=2,...,N do
if A[i] then
for j = 2:¢,3¢,... do
Alj] + false
end for
end if
end for

Ten algorytm dziata w ztozonosci O (N Inln N).

Dowdd. Dla kazdej znalezionej liczby pierwszej p wykonuje sie % wykreslen wielokrotnosci p. Liczba
wykonanych operacji to

1 1 1 1 1

N-(5+3+:z+5+...)=N Y -=0®hhN).

<2+3+5+7+ ) 5 O(NlnlnN)
peEP,p<N

O

I Uwaga. Istnieja techniczne usprawnienia, ktore powoduja, ze ten algorytm dziata w czasie O (V).

Algorytm 8 (Test Fermata). Na wejsciu dostajemy liczbe catkowita n. Sprawdzamy jej pierwszosc:
1. Losujemy a € [1,n — 1].
2. Jesli ged (a,n) > 1, to n jest zlozona.

3. Jedli a1 =1 (mod n) stwierdzamy, ze n jest pierwsza, w przeciwnym razie jest zlozona.
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Uwaga. Jedli liczba n jest pierwsza, to algorytm da nam prawdziwa odpowiedz. Jesli jest zlozona,
to moze sie zdarzy¢, ze a” "' =1 mod n. Wtedy méwimy, ze n jest pseudopierwsza przy podstawie
a.

Moze sie zdarzy¢, ze zlozone n jest pseudopierwsze przy kazdej podstawie (wzglednie pierwszej z
n). Na przyklad dla n = 561 = 3-11-17 z 2,10,16 | 560 wynika, ze a°*® = 1 (mod 561) (male
twierdzenie Fermata na czynnikach pierwszych).

Zozone liczby, ktore sa pseudopierwsze przy kazdej wzglednie pierwszej z nimi podstawie nazywamy
liczbami Carmichaela. Wiemy, ze takich liczb jest nieskonczenie wiele. Dla nich test Fermata nie
dziala.

Algorytm 9 (Test Rabina-Millera). Na wejsciu dostajemy liczbe catkowita n. Sprawdzamy jej pierw-
SZ0SC:

1. Najpierw sprawdzamy parzystosc.
2. Przedstawiamy n — 1 = k - 2°, gdzie k jest nieparzyste.
3. Losujemy a € [1,...,n —1].

s—1
4. Wyznaczamy (rq1,...,rs) = (ak, a®, . . a% kR, a"’1> mod n.

5. Jesli rg # 1 lub r; #% 411 r; 41 = 1 dla pewnego i < s, to n jest zlozona.
6. W przeciwnym wypadku stwierdzamy, ze n jest pierwsza.

Ten test zawsze dziata dla liczb pierwszych, a dla zlozonych myli sie z prawdopodobiefistwem co
najwyzej %

Dowéd. Poprawnosé algorytmu dla liczb pierwszych wynika z malego twierdzenia Fermata i tego,
ze 22 =1 (mod p) implikuje * = £1 (mod p). Zalézmy teraz, ze n jest ztozone.

Zalozmy, ze n = p jest potega liczby pierwszej. Zalézmy, ze n spelnia test Fermata przy podstawie
p+1 (oczywiscie p+1 L n), to znaczy (p + 1)° =1l (mod p®). Redukujac modulo p? dostajemy

p*—1

a_ p* =1\ , pr—1 pr—1 o
i=0

ale 1 # 1 — p (mod p?) — sprzecznos$é. Zatem n nie spelnia testu Fermata (a wiec rowniez testu
Rabina-Millera) dla podstawy p+ 1. Zauwazmy, ze {a €Z:a" 1 =1 (mod n)} jest podgrupa Z.
WykazaliSmy, ze nie jest ona cala grupa, a wiec zawiera co najwyzej potowe elementéw Z;. Zatem
dla co najmniej polowy a € Z7 juz test Fermata wykaze ztozonosé.

n—1
Zalozmy teraz, ze n = wv dla ged (u, v) = 1. Dla s takiego, ze 1 jest nieparzyste mamy (—1) 27 =
—1. Zatem istnieje najwieksze takie m = ”2—71, ze dla pewnego b € Z7 zachodzi b™ # 1 (mod n).
Jesli m = n — 1, to juz test Fermata wykaze zlozonos¢ n. Mozemy wiec zatozyé, ze m < n —11

a®™ =1 (mod n) dla kazdego a € Z .

Pokazemy, ze istnieje b’ takie, ze '™ # +1 (mod n). Mozemy zalozy¢, ze b"™ = —1 (mod n). Z
chiriskiego twierdzenia o resztach istnieje takie x, ze * = 1 (mod u) i * = b (mod v). Wtedy
2™ =1 (mod u) i 2™ = —1 (mod v). Zatem z™ nie moze przystawa¢ do 1 ani —1 modulo n.

Mozemy wiec przyja¢ b’ = . Zbior {a € Z¥ : a™ = £1 (mod n)} jest podgrupa Z*. Dowiedlismy
wladnie, ze nie jest ona cala grupa, zatem podobnie jak w poprzednim przypadku dla co najmniej
polowy a € Z}, test Rabina-Millera wykaze ztozonos¢. O

Uwaga. Mozna pokazaé, ze test Rabina-Millera myli sie z prawdopodobienistwem nie wiekszym niz
%, a w praktyce jeszcze mniejszym. Jego wielokrotne powtorzenie daje nam algorytm mylacy sie z
bardzo malym prawdopodobienstwem.

W jednej iteracji algorytmu wykonujemy O (logn) mnozen liczb dlugosci logn. Zatem catkowita
ztozonosé to O (log3 n) (lub lepsza przy lepszym mnozeniu).
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Uwaga. Jesli n < 254, to wystarczy przyjaé¢ za a wszystkie liczby pierwsze do 37. Jesli uogélniona
hipoteza Riemanna jest prawdziwa, to wystarczy sprawdzi¢ wszystkie a < i’)log2 n — wynika to z
faktu, ze te liczby generuja Z;. Wtedy algorytm Rabina-Millera dziata deterministycznie w czasie
wielomianowym.

Uwaga. Wiemy, ze problem PRIMES (sprawdzenie, czy liczba jest pierwsza) jest w BPP (istnieje
randomizowany, wielomianowy algorytm, ktéry myli sie z prawdopodobieristwem co najwyzej %)

Jest tez w NP — mozemy zgadnaé generator g grupy Z; i rozktad na czynniki pierwsze n — 1

pit ... p%s. Rekurencyjnie sprawdzamy, czy kazde z py, . .., ps jest pierwsze, a nastepnie, czy g" "1 =
n—1

1 (modn)ig? #1 (modn)dlakazdego i. Te dwa warunki wymuszaja, ze g jest generatorem

Z*, a wiec n musi by¢ pierwsze. Tak naprawde PRIMES jest w P — istnieje algorytm AKS, ktory

no

jest deterministyczny i wielomianowy.
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