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1. Arytmetyka komputerowa i bledy obliczen

Najwazniejsze bledy w obliczeniach to bledy zaokraglen i ograniczenia mozliwosci zapisu.
Mozliwe reprezentacje:

e ulamki — sa dokladne, ale wolne, nie wszystko jest wymierne, nie ma pierwiastkow, exp, etc. do
tego trzymane liczby szybko rosng

e reprezentacja statoprzecinkowa — dziata jak wszystko jest tej samej precyzji, jak mamy inna precyzje
niz zaklada typ to marnujemy miejsce, do tego tatwo straci¢ doktadnosé (jak mamy tylko 4 miejsca
po przecinku to pomnozenie przez 10~* psuje wszystko, nawet jak potem pomnozymy przez 10%)

e reprezentacja zmiennoprzecinkowa — ta najlepsza

Reprezentacja zmiennoprzecinkowa: postaé £c.cc...ccc x BY, najczeéciej B = 2. Do tego zapis znorma-
lizowany (pierwsza w zapisie jedynka), czyli posta¢ 2% - (1 + M), w to cecha, M € (0,1) to mantysa.

Jak trzymacé specjalne liczby?

zero jako 00 ...00000

e nieskonczonosé jako £111...1 0...000 (cecha i mantysa)
e NaN jako 11...1z...zx
e liczby nieznormalizowane (subnormal/denormal) czyli za mate 00...0 z...zx

Liczby rzeczywiste zapisane zmiennoprzecinkowo maja nastepniki, im wieksze liczby zapisujemy tym
mniejsza odlegtosé miedzy kolejnymi — zmiana jednej cyfry na koiicu mantysy znaczy wiecej przy duzej
cesze.

Dzialtania na liczbach nie sg doktadne, zawsze jest przyblizenie, dlatego nie mozna stosowaé réwnosci dla
liczb rzeczywistych.

Bledy obliczen (wartos¢ doktadna x i przyblizona z*):

e bezwzgledny |z — x|

*
r—x
€T

e wzgledny |

Blad wzgledny wynikajacy z zaokraglenia nie przekracza e = 2Pt mantysy {la liczb mieszczacych sie w
arytmetyce (taka jest zmiana jak ostatni bit mantysy sie¢ zmieni). Mamy W =c.
Dla wartosci obliczonej z* mamy (1 —¢)z < z* < (1+4¢)x. Jak mnozymy z takim bledem on nie zmienia

sie bardzo. z*y* < xy (1 + 2¢e + 52), czyli btad w okolicy 2e.

Dla dodawania liczb dodatnich tez jest dobrze, ale przy réznych znakach jest zle. Dla « = 1.24 + 0.01

iy = 1204 0.01 jest x —y = 0.04 £ 0.02, czyli ogromny btad wzgledny — utrata cyfr znaczacych
2

(catastrophic cancellation). Dlatego liczenie a2 + 1 — 1 jest gorsze niz ﬁ, mimo ze to to samo.

Duzo stabilnych obliczen tez jest problemem. O(n) dodawan ma blad O (ne). Przyktad: dodanie malej

liczby do duzej jej nie zmieni, powtdrzenie tego wiele razy da ogromny blad.

Algorytm Kahana dodaje w O (6 + nsz).

Liczac poprawnosé rozwiazania 2 = 2 mozemy zastosowaé forward error (btad naturalny), czyli |v/2—z*|,
ale trzeba zna¢ ten pierwiastek. Lepiej zastosowaé¢ backward error |2*2 — 2| (blad wsteczny). Podobnie
przy rozwiazywaniu rownan typu f(x) = 0 obliczamy btad wsteczny |f(z*)|.

Definicja 1. Problem jest dobrze uwarunkowany, jesli male zaburzenia w danych wej$ciowych po-
woduja male zaburzenia w wyniku. Problemy zle uwarunkowane najprawdopodobniej nie maja
sensownego rozwigzania numerycznego.

Przyktad (wielomian Wilkinsona). W (z) = (z—1)(z—2) ... (z—20). Lekkie zaburzenie we wspolczyn-
nikach po wymnozeniu moze usunaé pierwiastek (dwa sie potacza). Problem liczenia pierwiastkow
wielomianéw jest zle uwarunkowany:.
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Definicja 2. Dla liczby ¢ i funkcji f(x) wspotczynnik uwarunkowania to taka liczba A = A(f,t), dla
ktorej | f(t)— f(t*)| < A-|t—t*|. Dla rozsadnych funkcji rzeczywistych wspotczynnik uwarunkowania
jest bliski f” ().

Definicja 3. Dla zadanego rownania g(z) = 0 nalezy wyznaczy¢ x. Wspo6tezynnik uwarunkowania to
taka liczba A = A (g, ), dla ktorej |x —z*| < A-|g(x)—g(z*)|. Dla rozsadnych funkeji rzeczywistych
wspotezynnik uwarunkowania jest bliski ﬁ.

Definicja 4. Algorytm jest numerycznie stabilny, jesli mate btedy na wejsciu powoduja male zmiany
wyniku. To wlasnosé algorytmu, niestabilny algorytm mozna zastapié¢ lepszym.

Definicja 5. Algorytm A(x) przyblizajacy wartosé f(x) jest numerycznie poprawny, jesli dla kazdego
x istnieje takie x*, ze «* dobrze przybliza x, a A(z*) dobrze przybliza f(x).

2. Eliminacja Gaussa

Twierdzenie 1 (Kronecker-Capelli). Niech A bedzie macierza m x n, b wektorem rozmiaru m. Niech
r = rank A, s = rank[A|b]. Uklad Az = b posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy r = s.
Rozwigzanie jest jednoznaczne, gdy r = n, inaczej rozwigzania stanowia przestrzen o rozmiarze
n—r.

Odjecie i-tego wiersza od j-tego ze wspodlczynnikiem c to przemnozenie z lewej przez macierz

10 0 ... 0

0 1 0 0
Tije= 0 —c 1 ... 0f,

0 0 O 1

gdzie —c lezy w j-tym wierszu i i-tej kolumnie. Latwo zauwazy¢, ze Tlfj%c =T j—c-

Definicja 6. Rozktad LU macierzy A to takie macierze L,U, ze LU = A oraz L jest dolnotroj-
katna, a U gornotrojkatna. Macierz U jest wyznaczana podczas eliminacji Gaussa, natomiast L to
wymnozone macierze odejmowania od siebie odpowiednich wierszy (a wlasciwie ich odwrotnosci —
Li-...- LyA=U = A= L;l -...- L7'U = LU). Zatem macierz L mozna wyznaczy¢ dajac
jedynki na przekatng i wsadzajac w odpowiednie miejsca wspoétczynniki, z ktérymi odejmujemy
wiersze podczas eliminacji Gaussa.

1

Standardowy algorytm eliminacji Gaussa nie zadziala dla macierzy L1l mnozenie przez 0. Bedzie

3

1 1
zle dzialal réwniez dla macierzy [i 1] , gdzie ¢ = 10720, Otrzymamy LU = Lol Aby poradzié¢ sobie

z tymi problemami (niestabilno$é¢ numeryczna i nieistnienie rozktadu LU) stosujemy pivoting.

Definicja 7 (Norma L,). Dla wektora z € R™ definiujemy norme L,, jako

], =

n
E p..p
=1

w szczegdlnosci wazne sa normy L; (manhattanska), Ly (euklidesowa) i Lo, (maksimum). Wszystkie
normy na R™ sa rownowazne (ograniczaja sie wzajemnie przez stala multiplikatywna).
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Jesli podczas rozwiazywania uktadu Ax = b dostaliSmy zaburzong wartos$é b*, to wyliczymy pewne z*
speliajace Ax* = b*. Zachodzi
[[b— 0|l

< AA7 - B

[l — ]|
]|
Wartosé r(A) = ||A| - ||[A™!|| nazywamy wskaznikiem uwarunkowania macierzy. Duza warto$¢ s czyni

uktad trudnym.

Uwagi: macierz odwrotna macierzy prawie osobliwej zawiera duze wspotczynniki (czyli ma duza norme),
nier6wnos$é we wspoélczynniku uwarunkowania zazwyczaj jest bliska réwnosci.

Obliczenie odwrotnosci macierzy n X n jest tak samo trudne, jak wymnozenie macierzy.

A7+ A7I1BSTICA™! —A-lBST!
-S—tca-t S—1 ’

A B
C D

gdzie S = D — CA™'B. Taki algorytm jest tragiczny w praktyce, ale pokazuje, ze da sic wykona¢
odwracanie macierzy za pomoca dwoch mniejszych podproblemoéw i kilku mnozen, co daje nam ztozonosé
T(n) =2T (%) + M (n), czyli T (n) = M (n), gdzie M (n) to ztozonos¢ mnozenia macierzy.

3. Rozkltad Cholesky’ego

Majac zadany nadokreslony uktad réwnarn Az = b nie mozemy go rozwiaza¢, ale mozemy poszukaé
takiego z*, ktory minimalizuje ||Axz* — bl|2 (czyli jest najblizej b jak sie da).

Przykfad. Mamy wielkos¢ b i chcemy ja dopasowaé tak, zeby byta liniowo zalezna od aq,...,a,.
Robimy m odczytéw i chcemy znalezé takie parametry, ktore dadza jak najlepsza wartosé.

Twierdzenie 2. Jesli Az = b to nadokreslony uklad réwnan, to rozwiazanie z* minimalizujace
| Az* — b||2 spelnia réwnanie AT Az* = ATb. Zatem do znalezienia minimum ||Az* — b||s wystarczy
rozwigza¢ réwnanie z macierza AT A, ktora jest kwadratowa.

Dowéd. Liczymy gradient ||Az* — b||3 i wychodzi. O

Uwaga. Uktad rownaii A” Az = ATb jest problematyczny, gdyz cond (ATA) = cond (AQ) (przez
cond oznaczmy wspoOlczynnik uwarunkowania). Zatem nasz problem staje sie znacznie gorzej uwa-
runkowany (gdy dzialamy rozktadem LU).

| Definicja 8. Macierz C jest dodatnio okreslona, jesli dla kazdego = # 0 mamy z” - C' -z > 0.
| Definicja 9. Macierz C jest dodatnio potokreslona, jesli dla kazdego 2 mamy z” - C -z > 0.

Uwaga. Dla kazdej macierzy A, macierz AT A jest dodatnio poélokreslona, bo z7 - ATA .z =
(Az)" Az = (Az, Az) = ||Az|? > 0. Rownosé moze zachodzi¢ tylko, gdy A ma nietrywialne ja-
dro, czyli jest osobliwe.

Twierdzenie 3. Dla macierzy A, ktora jest symetryczna i dodatnio okreslona, istnieje rozktad LU
zwany rozktadem Cholesky’ego w ktorym U = LT Algorytm rozktadu Cholesky’ego jest stabilniej-
szy numerycznie niz standardowy rozktad LU za pomocy eliminacji Gaussa i ma lepsza, stalsg.

Dowéd. Rozwazmy macierz A = [aij]i,je[n]. Mamy a1y = efAel > 0 z dodatniego okreslenia macie-
rzy. Zatem istnieje \/a1;. Dzielimy pierwsza kolumne przez /ai; i robimy dla niej krok eliminacji
Gaussa. Nastepnie robimy to samo dla pierwszego wiersza. Te operacje to macierz E - A - ET dla
dolnotrojkatnego E. Dzialajac indukcyjnie dostajemy Ey - Ey-...-E,-A-El.....El .El =1, a
wiecc A=L-L7. O
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Algorytm 1. Rozklad Cholesky’ego macierzy A wyznaczamy algorytmem dynamicznym, ktory liczy
wartosci w macierzy L. Dane sa one wzorami:
A S o
Lij =Y k=1 ik 2k dla 7 <
Lj;
L =
Dowdéd. Korzystamy z definicji mnozenia i warunku A = LL”. O

4. Ortogonalizacja
2024-10-24

Definicja 10. Macierz @ jest ortogonalna, jesli Q7@ = I. Analogicznie, kolumny @ to wektory
ortonormalne. Dla macierzy kwadratowych iloczyn macierzy ortogonalnych jest ortogonalny, a ma-
cierz ortogonalna jest izometria, czyli zachowuje norme wektoréw i katy miedzy nimi. Uktad réwnan
Qx = b jest latwo rozwiazaé, bo z = QTb.

Definicja 11 (Rozktad QR). Rozkladem QR macierzy A nazywamy takie dwie macierze Q, R, ze
A = QR oraz @ jest ortogonalna, a R gornotrojkatna. W szczegolnosci macierz A nie musi byé
kwadratowa.

Algorytm 2 (Grama-Schmidta). Niech macierz A ma kolumny aq,as,...,a,. Wyliczamy kolumny
macierzy () za pomocg takiego algorytmu:

fori=1,...,n do
i—1
qi = ai — 22:1 (ai,q5) qj
qi = ‘
end for

la:ll

Q@ jest ortogonalna. Zachodzi A = QR dla pewnej macierzy R, ktéra mozna wyznaczaé¢ podczas
wykonanie tej petli lub pod koniec algorytmu jako R = QT A.

Dowdéd. Kazdy kolejny wektor powstaje odejmujac rzut na plaszczyzne tworzona przez poprzednie
wektory. Zatem powstale wektory beda ortogonalne. O

Uwaga. Algorytm Grama-Schmidta jest katastrofalnie niestabilny numerycznie, przez to raczej nie-
praktyczny. Nieco lepszy jest zmodyfikowany algorytm Grama-Schmidta.

Algorytm 3 (Zmodyfikowany Grama-Schmidta). Bedziemy pozbywaé sie czesci zgodnych z kolejnymi
wektorami ortogonalnymi zaraz po ich wyznaczeniu.
fori=1,...,ndo
L G
4= TaT
for j=i¢+1,...,ndo
a; = a; — (a;,q) G
end for
end for

Uwaga. Chcac rozwiaza¢ uktad nadokreslony Az = b chcemy rozwigzaé uktad AT Az = ATb, co po
zastosowaniu rozkladu QR daje nam RTQTQRxz = RTQTb, co skraca sie do Rx = QT'b, a to jest
tatwo rozwiazac.

Twierdzenie 4 (Odbicie Householdera). Majac zadane wektory x,y o rownej normie mozemy prze-
ksztalci¢ wektor = na y za pomoca odbicia poprzez przeksztalcenie x — = — 2v (v, ), gdzie v = m

dla u = y — . Macierz tego przeksztalcenia to I — 2vvT i jest ona ortogonalna.
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Dowdd. Wektor v jest jednostkowym wektorem lezacym wzdluz roznicy x 1 y. Zatem v (v, x) jest
sktadowa = w kierunku zgodnym z y — x. Odejmujac ja dwukrotnie zmieniamy jej znak, czyli

odbijamy x na y. Macierz tego przeksztalcenia jest ortogonalna, bo opisuje odbicie. O
7
7
v K s
Y >
7
7 T

Rysunek 1: Odbicie Householdera

Algorytm 4 (Odbicia Householdera). Wyznaczymy rozklad QR macierzy A za pomoca macierzy
Householdera. Najpierw wyznaczamy macierz @1, ktora przeksztatca kolumne a1 na wektor ||aq|e;.
Mamy Q; = I — 2v;v! dla pewnego v;. Nastepnie dzialamy rekurencyjnie. Rozwazamy macierz
Q1A pozbawiong pierwszej kolumny i wiersza. Powtarzamy poprzedni krok, dostajemy macierz
Q2 = I — 2vov], ktéra ma o jeden wymiar mniej niz Q. Zwickszamy jej wymiar dopisujac na
poczatek wyzerowana kolumne i wiersz z jedynka na przekatnej (ewentualnie dopisujemy do wektora
v9 jedno zero na poczatek i odpowiednio powigkszamy I). Zauwazmy, ze przez macierz typu I —2vv”
mozna mnozy¢ w czasie O (n2), wiec calos¢ ma ztozonosé O (n3) Ostatecznie dostajemy macierz
Q=Q,-...-Q taka, ze QA = R, a wiec A = QTR.

Uwaga. Jesli mamy do rozwiazania uklad Az = b, to wystarczy domnazaé obie strony przez kolejne
macierze, az dostaniemy Rz = b'. Zamiast sprowadzac¢ wektor = na ||z|le; mozna réwnie dobrze na
—||z||e1. Stabilniejsze numerycznie jest wybranie tego samego znaku, co pierwsza wspoélrzedna x.

Twierdzenie 5 (Obrét Givensa). Mamy macierz Givensa G,; z ¢ > j zdefiniowana w nastepujacy
sposob: (Gij),; = (Gij),; = cost, (Gij);; = —(Gij);; = —sinb, na reszcie przekatnej sa 1 a w
reszcie macierzy 0. Pomnozenie z lewej strony przez taka macierz obraca jej kolumny w plaszczyznie
17 o kat @ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara.

1 0 0
Gi; = |0 cosf —sinf

0 sinf cosf

Algorytm 5 (Obroty Givensa). Wyznaczymy rozklad QR macierzy A za pomoca macierzy Givensa.
Bedziemy wykonywaé kolejne obroty i zerowa¢ nimi wartosci w macierzy. Jesli chcemy Wyzejowaé
— A,

o P 2 00 5 o Ass 9
A;;, to mozemy obroci¢ w plaszczyznie ij o kat 6 taki, ze cos§ = ——2L— oraz sinf = ———L—
J ’ 2 2 2 PR
,/Ajj-&-Aij ,/Ajj—l-Aij

co obroci wartos$é z i-tego wiersza do j-tego.

Uwaga. Ta metoda ma gorsza stala niz odbicia Householdera, ale dziata lepiej dla macierzy, ktore
maja duzo zer. Do tego dobrze sie zrownolegla.

Dla niedookreslonego uktadu rownan Az = b mamy wiele rozwiazan. Jest wiele wektoréw minimalizu-
jacych ||Ax — b||. Mozemy szuka¢ takiego minimalizujacego ||Az — b|| + al|z||?, czyli mozliwie malego
rozwigzania.
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Definicja 12 (Regularyzacja Tichonowa). Zamiast ukladu réwnan Az = b mozemy rozwiazywac
uktad AT Az + alz = ATb, ktory dla a > 0 jest dobrze okreslony (bo macierz AT A + al jest
dodatnio okreslona). Takie przejscie pomaga przy uktadach niedookreslonych i czasem przy trudnych
numerycznie.

5. Wartosci wlasne

| Definicja 13. Widmem macierzy nazywamy zbiér wszystkich jej wartosci wiasnych.
| Definicja 14. Promieniem spektralnym macierzy nazywamy modut jej najwiekszej wartosci wlasnej.

Uwaga. Wartosci wlasne macierzy A to pierwiastki wielomianu W (t) = det (A — It). Z tego wynika,
ze warto$ci wlasne macierzy rzeczywistej moga byé zespolone i jesli A jest jedna z nich, to X tez.
Kazda macierz ma przynajmniej jedna warto$¢ wtasna, ale nie da sie wyznaczyé doktadnych wartosci
wlasnych dowolnej macierzy w skoriczonej liczbie krokow (nie ma wzoré6w na pierwiastki wielomianu
stopnia wigkszego niz 5).

Przykfad. Mamy zbiér stanéw si,...,s,. Uklad w danej chwili jest w dokladnie jednym z nich.
W kazdej chwili stan uktadu moze si¢ zmienié¢. Przejicie z s; do s; ma prawdopodobieristwo p;;.
Taki proces losowy nazywamy tanicuchem Markowa. Stan graniczny uktadu (po wielu krokach) musi
spetnia¢ v = Pv, gdzie P = [p;;];;, zatem jest wektorem wlasnym o wartosci wtasnej 1.

Przyktad. Graf G = (V, E) jest c-expanderem, jesli dla kazdego zbioru S C V takiego, ze ||S]| < @
zachodzi | N (S) \ S|| > ¢||S||. Dotaczanie sasiadéw do zbioru rozszerza go wykladniczo. Expandery
maja tadne wlasnosci teoretyczne. Mozna pokazaé, ze macierz sgsiedztwa grafu d-regularnego ma

dominujaca wartos¢ wtasna d. Jesli druga co do wielkosci wartos¢ wlasna jest rowna A < d, to graf

: _ d=)
jest c-expanderem dla ¢ = 5.

Twierdzenie 6. Macierz A jest diagonalizowalna, jesli posiada n liniowo niezaleznych wektorow
wlasnych. Wéwczas A = P~1DP, gdzie D jest diagonalna i ma wartosci wlasne na przekatne;.

Definicja 15. Pojecie defective matrix oznacza macierz niediagonalizowalna. Analogicznie macierz
diagonalizowalna jest non-defective.

Uwaga. Zmiana bazy nie zmienia wartoéci wlasnych. Jesli Az = Az, to dla y = P~ 'z mamy
P~1APy = P~'\z = \y. Méwimy, ze macierze A i P~'AP sa sprzezone.

Uwaga. Z istnienia postaci Jordana wynika fakt, ze ciag A* jest "rozbiezny", jesli najwieksza wartosé
wlasna A jest > 1. Jesli jest < 1, to ciag jest "zbiezny".

Twierdzenie 7. Jesli macierz A jest hermitowska, to jej wartosci wlasne sa rzeczywiste, a wektory
wlasne ortogonalne.

Dowéd. Wezmy wektory wtasne x,y. Mamy
Az, y) = (Az,y) = (An)" y = 2" Ay = (x, Ay) = (2, ) .

7 tego wynika (X — u) (x,y) =0, czyli dla 2 = y jest A = ), a dla x # y jest (x,y) = 0. O

Algorytm 6 (Iteracja prosta). Dla wektora v i macierzy A definiujemy vy = v oraz vg41 = ﬁ.
Jesli Ay jest dominujaca wartoscia wlasng A (czyli wiekszg na modul niz kazda inna), to vy zbiega
do z; (wektora wlasnego odpowiadajacego Aq).

Dowéd. Niech v = 121 + agxs + ... + apx,, gdzie z; sa kolejnymi wektorami wlasnymi. Mamy
Aky = a1 MEzy + adsae + ..+ apAEx,. Jesli [A | > [N dlad > 1, to A > AF. O
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Algorytm 7 (lteracja odwrotna). Zastosowanie iteracji prostej do macierzy A~! znajdzie wartodé
wlasng o najmniejszym module. Nie chcemy jednak szukaé¢ A~!, wiec mozemy rozwiazywaé wielo-
krotnie rownanie Avg41 = vg (np. za pomoca rozkladu LU).

Algorytm 8 (lteracja odwrotna z przesunieciem). Jesli A jest wartoscia wlasng A, to wartoscia wlasna
A — pl jest A — p. Zatem iteracja odwrotna zastosowana do A — ul znajdzie warto$é wlasng A
najblizsza .

Algorytm 9 (Deflacja). Zalozmy, ze macierz A jest symetryczna. Jesli znajdziemy jej najwieksza
warto$¢ wlasna A\; o wektorze wlasnym z;, to po usunieciu z; z wektora v iteracja prosta da
nam druga najwieksza warto$¢ wtasna. W praktyce trzeba usuwaé x; po kazdym kroku iteracji
(bo ze wzgledu na niedoktadnosci odejmowania bedzie sie pojawial na nowo), czyli wykonywaé
v =v—1x1 (v, z1). Po wyrzuceniu s wektoréw wlasnych rezultatem bedzie wektor x4 ;. Ten algorytm
jest mato stabilny numerycznie.

Dowdd. Wektory wlasne macierzy symetrycznej sa ortogonalne i z tego korzystamy usuwajac kolejne
wektory. 0

Algorytm 10 (Metoda QR). Majac macierz A przyjmijmy A; = A i zastosujmy algorytm: stosujemy
rozklad QR Ax = Qi Ry i odwracamy A1 = RpQr. Macierz A zbiega do macierzy diagonalnej
(lub gornotrojkatnej) z wartosciami wlasnymi A na przekatnej. Taki algorytm jest w praktyce
stabilny i zbiega szybko.

Dowéd. Mamy Q'AQ = Q 'QRQ = RQ, a wiec macierze powstajace w kolejnych krokach maja
takie same wartosci wtasne. W ogolnosci nie wiemy czy ten algorytm faktycznie dziata, ale w
praktyce sie udaje. Da sie udowodnié, ze dziala dla diagonalizowalnej macierzy symetrycznej o
roznych wartosciach wtasnych. Definiujemy RA;C = RpRp_1... R, oraz Qk = Q1Q2...Qr. Mamy
Ak = QAkék, bo

AP = Qi RIQ\Ry ... Q1 Ry = Q1 AS 'R, = Q) (QQRz)kfl Ri = Q1Q2AY ?RyR, = ... = Q1 Rx.

Wymnozenie A* jest wlasciwie zastosowaniem iteracji prostej dla pierwszej kolumny. Macierz Qk
jest wlasciwie zortogonalizowana AF, wiec dazy do macierzy wektorow wiasnych. O

Uwaga. Aby uniknaé¢ wielokrotnego czasochtonnego rozktadu przy wyznaczaniu wartosci wlasnych
metoda QR chcieliby$my sprowadzié¢ nasza macierz do trojkatnej. Nie mozemy jednak tego zrobié
bez zmiany wartosci wlasnych macierzy. Zamiast tego sprowadzamy macierz do goérnej macierzy
Hessenberga (pod subprzekatna same zera):

T r T
r x r T x
0 =x r T x
0 0 T x x|’
0O 0 ... 0 =z =z

co robimy za pomoca odbi¢ Householdera. Nie mozemy po prostu mnozy¢ przez macierz ortogonalna,
bo zmienia to wartosci wlasne. Zamiast tego bierzemy macierz, ktéra dzialta dla pierwszej kolumny
bez pierwszego elementu (i calego pierwszego wiersza), domnazamy z drugiej strony przez odwrot-
nos¢ (transpozycje), ktora robi to samo dla pierwszego wiersza bez pierwszego elementu (czyli nie
ruszy pierwszej kolumny). Takie przeksztalcenie nie zmieni wartosci whasnych i doprowadzi pierwsza
kolumne do postaci Hessenberga. Dalej postepujemy rekurencyjnie.

Jesli macierz jest symetryczna, to macierz Hessenberga jest trojdiagonalna (jest tez dolna macierza
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Hessenberga):
[z 2z 0 0 0 O]
T T 0 0 0
0 z =z 0 0 0
0 0 =« 0 0 0
000 ... 2z z =
0 0 0 ... 0 x =«

Aby przyspieszy¢ zbieznosé algorytmu czesto rozklada sie macierz Ay — pul = QR (zmniejszamy
wszystkie wartosci wlasne o p) i ktadzie Ag1 = RpQr + pl (zwiekszamy wartosci wlasne o p). Za
1 mozna przyjaé prawy dolny element macierzy A.

6. Rozklad SVD 2024-11-07

Przykfad. Mamy zbior wektorow aq,as,...,ar € R™. Podejrzewamy, ze sa prawie liniowo zalezne -
wszystkie sa (lekko zaburzonymi) wielokrotnosciami pewnego v € R™. Szukamy takiego v, ze (v, a;)
(dtugosé rzutu na v) jest duze dla wszystkich a;. Jesli zestawimy wektory a; w macierz A, to mozemy
to uja¢ na dwa sposoby:

e chcemy jakos$ przyblizy¢ A przez macierz rzedu 1
e chcemy znalez¢é takie v, ze ||Av|| jest mozliwie najwieksze
Ogolniej mozemy rozwazaé¢ wektory bedace kombinacja liniowa wektoréw vy, ..., vq. Jest to przy-

blizenie macierzy A pewna macierza rzedu d.

| Azl
[

AT Az = Az, czyli rozwigzaniem jest wektor wlasny AT A.

Twierdzenie 8. Szukamy maksimum f (z) = . Okazuje sie (liczymy gradient), ze musi by¢

Definicja 16. Dla zadanej macierzy A jednostkowe wektory wlasne vi,vs,...,v, macierzy AT A
nazywamy prawymi wektorami szczegdlnymi A. Tworza one baze ortonormalng (bo AT A jest sy-
metryczna), wiec mozna ich szuka¢ znajdujac wektor maksymalizujacy [|Avi|,, a pozniej szukaé
kolejnych tak samo w reszcie plaszczyzny (czyli odejmujac rzut na vy).

Definicja 17. Dla zadanej macierzy A i wektoréw wlasnych vy, vs, ..., v, macierzy AT A takich, ze
AT Av; = M\v; liczby VA1, VA2, . .., v/ A, nazywamy wartodciami szczegdlnymi A.

Twierdzenie 9. Dla prawego wektora szczegbdlnego v; macierzy A i odpowiadajacej mu wartosci
szczegdlnej \; zachodzi || Av;|| = /.

Dowéd.
| Avill = \/oF AT Av; = /AT v, = v/ il = v/,

O

Definicja 18. Dla niezerowej wartosci szczegolnej \; # 0 i odpowiadajacego jej prawego wektora
szczegbdlnego v; lewym wektorem szczegbélnym nazywamy wektor u; = \/%Avi, ktory jest jednost-
kowy.

Uwaga. W kontekscie wartosci szczegdlnych odwzorowanie liniowe A mozna przedstawié¢ jako zto-
zenie trzech odwzorowan:

e przejécie do bazy kanonicznej v; — e;, ktoremu odpowiada macierz V7T, ktorej wiersze to
prawe wektory szczegolne v; (jest ortonormalna, wiec jest to odwrotnosé odwzorowania V,
czyli e; — v;)
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e skalowanie e; — v/\;e;, ktéremu odpowiada macierz diagonalna z wartosciami szczegdlnymi
na przekatnej

e powr6t do bazy e; — wu;, ktéremu odpowiada macierz U, ktorej kolumny to lewe wektory
szczegblne u;.

Definicja 19 (Rozktad SVD). Rozkladem SVD (singular value decomposition) macierzy A nazywamy
rozklad na trzy macierze A = ULV, gdzie U,V sa ortogonalne, a ¥ diagonalna i zawiera wartosci
szczegbdlne na diagonali.

Uwaga. Jesli macierz A jest osobliwa, to czesé jej wartosci szczegdlnych jest zerem i nie wszystkie
jej lewe wektory szczegoblne sa niezerowe. W rozkladzie SVD uzupelniamy je dowolnymi wektorami
do bazy ortonormalnej. Podobnie, gdy A € R™*™ nie jest kwadratowa. Jesli m < n, to AT A ma
wymiar n X n, ale mniejszy rzad i cze$¢ wartosci szczegoélnych jest zerowa. Uzupelniamy U do bazy
tak, by macierze U, X, V mialy wymiary odpowiednio m x m,m x n,n x n. Jesli m > n, to AT A na
pewno ma za maly rzad i tez bedziemy uzupetniaé¢ U.

Najprostszym sposobem na znalezienie rozkladu SVD jest znalezienie wartosci i wektoréw wlasnych
macierzy AT A, ktora jest symetryczna i dodatnio okreslona, wiec metoda QR dziala dla niej bardzo
dobrze. Samo obliczanie A” A pogarsza jednak stabilnosé.

Algorytm 11 (Goluba-Kahana). Dla kwadratowej macierzy A mozna usprawni¢ najprostsza metode
znajdowania rozktadu SVD. Robimy to, znajdujac takie macierze unitarne U’, V' ze B = U’ AV’ jest
bidiagonalna (niezerowe wartosci na przekatnej i pod nia). Mozna je znalezé na przemian eliminujac
wiersze i kolumny macierzami Householdera. Teraz B B jest tridiagonalna (w postaci Hessenberga),
a wiec lepsza numerycznie.

Definicja 20. Dla macierzy A = ULVT o zadanym rozkladzie SVD jej pseudoodwrotnoscia nazy-
wamy macierz At = VX+UT, gdzie ¥ ma na przekatnej odwrotnosci elementéw ¥ lub 0, jesli X
tez ma 0. Jesli A jest kwadratowa i nieosobliwa, to AT = A~

Twierdzenie 10. Majac zadany dowolny uktad (w tym nad- lub niedookreslony) Az = b jego rozwia-
zanie jest rownowazne zminimalizowaniu ||xH2 dla z spelniajacych (najlepiej jak sie da) réwnanie
AT Az = ATbh. Rozwigzaniem jest x = ATb, gdzie AT oznacza pseudoodwrotnosé.

Dowéd. Podstawiajac rozktad SVD dostajemy Yy = d, gdzie y = VT2 i d = UTb. Zatem chcemy
zminimalizowaé ||y||* przy Sy = d, co jest spelnione przez Std. Zatem VZTz = STUTb, cayli
x = A'b — dla uktadu nadokreslonego jest to rozwigzanie w sensie najmniejszych kwadratéw, a dla
niedookreslonego najmniejsze w sensie normy. O

Algorytm 12. Majac zadany rozktad SVD A = UXVT mozemy przyblizyé A przez macierz nizszego
rzedu A* = US*VT, gdzie ¥* powstala z 3 poprzez zastapienie 0 wszystkich wartosci poza kilkoma
najwiekszymi. Tak otrzymane przyblizenie jest najlepsze w sensie normy Frobeniusa — A* to macierz
zadanego rzedu, ktéra minimalizuje |A — A*|[p =3, (aij — a;*j)Q.

Algorytm 13 (Principal Component Analysis). Majac zadany zbior S wektorow z R™ szukamy zbiorow
k wektorow, ktory je generuje. Robimy to, ustawiajac je w macierz i przyblizajac ja macierza rzedu
k. Jesli k = 1, to przyblizyliémy te wektory jedna sktadowsa — principal component. W razie potrzeby
szukamy tez kolejnych sktadowych. Takie przyblizenia maja zastosowanie w analizie danych.

7. Ro6wnania nieliniowe 2024-11-14

Pomyst. Majac zadane réwnanie f () = 0 dla znanej funkeji f, chcemy je rozwiazaé. Dla funkeji
nieliniowych nie jest to tatwe. Zazwyczaj ograniczamy sie do funkeji ciagtych f : [a,b] — R, najlepiej
jeszcze rozniczkowalnych.
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Algorytm 14 (Bisekcja). Majac zadana funkcje f : [a,b] — R szukamy jej pierwiastka. Jesli f (a) -
f(b) <0, to pierwiastek istnieje i znajdzie go wyszukiwanie binarne
loop
g = atb
: 2
if f(a) f(s) <0 then
b:=s
else
a:=s
end if
end loop

ktore mozemy koriczyé, gdy wynik f (s) jest odpowiednio blisko zera, przedzial [a,b] jest odpo-
wiednio malty lub wykonaliSmy ustalong liczbe iteracji. Dwie pierwsze metody moga sie zawiesi¢
(w reprezentacji liczb moze nie by¢ takich liczb, by odpowiednie wartosci zblizyty sie do siebie
dostatecznie blisko). Wystarczy wykonaé mniej wiecej tyle iteracji, ile cyfr znaczacych chcemy znac.

Dowdd. W kazdym kolejnym kroku szukamy wartosci w przedziale [a,,b,]. Mamy b,+1 — apy1 <
% (bn, — ap). Zatem blad e,, = |a,, — x| spelnia e, 11 = %en. Moéwimy, ze metoda bisekeji ma zbieznosé
liniowa — blad zalezy liniowo od poprzedniego, do wyznaczenia k cyfr znaczacych musimy wykonaé
O (k) krokow. O

Twierdzenie 11 (Wzér Taylora). Wielokrotnie rozniczkowalna funkcje f (z) mozna przedstawi¢ w
postaci

f@) =@+ D g @ ey

f® (a)
1 91 +

k! (l‘ - a/)k + Rk"rl (Z‘, CL) )

gdzie a jest pewnym punktem (w ktorego otoczeniu przyblizamy funkcje) oraz dla pewnego £ jest

FED©)

Rk+1 (a@a) = (k + 1)| h .

(z —a)

Algorytm 15 (Metoda Newtona). Szukajac pierwiastka z* rownania f () = 0 mamy jego przybli-
zenie x,. Otrzymujemy lepsze przyblizenie z, 11 = x,, — ,{’((Zn))’ ktore dziala, jesli f/ (z*) # 0 oraz
jestedmy odpowiednio blisko pierwiastka.

Dowdd. Ze wzoru Taylora jest f (z*) = f (xn) + (2* — zp) f (zn) + Ra, a wiec

0~ f(zn) + (@ = 2a) f' (2n) ,

co daje odpowiednie przyblizenie. Oczywiscie metoda nie dziata dla zerowej pochodnej, dla f/ (z*) ~
0 dostajemy bardzo male wartosci w mianowniku, co powoduje, ze algorytm przestaje zbiega¢ do
dobrego wyniku. Do tego zakladamy (z, — 2*)* < |z, — 2*|, czyli, 7e jestesmy blisko pierwiastka.

Jedli e,, = x,, — 2™ jest bledem w n-tym kroku, to

x _ f (zn) _f/(xn)en_f(xn)_fﬂ(f)e%
)

€ntl = Tntl =T = €n = fzy) f' (@n) 2 (e’

co dla ograniczonego f” i dalekiego od zera f’ daje e,11 < C -2, czyli zbieznosé kwadratowa — do
obliczenia k cyfr wystarczy log k iteracji. O

Algorytm 16 (Metoda babilonska). Szukamy pierwiastka f(z) = z2 — R, majac przyblizenie z,,

metoda Newtona daje nam x,1 = % (:L'n + Iﬁ)

Algorytm 17 (Metoda siecznych). Majac zadang funkcje f (z) nie zawsze mozemy policzy¢ jej po-
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chodna (np. gdy znamy jej wartosci, a nie wzor). W takiej sytuacji stosujemy przyblizenie

fl (:Z:n) _ f (In) — f (xn—l),

Tp — Tp—1

ktore podstawiamy do metody Newtona. Blad spelnia réwnanie e,11 ~ C - e, - e,_1, a wiec jest
eni1 ~ el gdzie ¢ = 1+T\/g Taka zbiezno$¢ nazywamy ponadliniows.

Algorytm 18 (Metoda punktu statego). Szukajac rozwiazania f (x) = = definiujemy kolejne przybli-
zenia przez Tny1 = f (z,). Metoda ta nie zawsze jest zbiezna. Ma zbieznosé liniowa, a dla f/ (z*) =0
kwadratowa (przez x* oznaczamy rozwiazanie rownania).

Dowdéd. Twierdzenie Banacha o punkcie stalym mowi, ze taka metoda jest zbiezna dla odwzorowan
zwezajacych. Na R sa to funkcje spelniajace warunek Lipschitza. Jesli funkcja jest zwezajaca ze
stala A, to mamy

€n+1 = Tn+1 =g = f(xn) _f(x*) < )‘|x7’b —J?*‘ = /\‘€n|,

czyli zbieznosé liniowa. Dla f/ (z*) = 0 jest

en+1 = Tnt1 — T = f (za) = £ (&%) = 5" (€) (wn —2")* < C (2 — z")".
O

Algorytm 19 (Metoda Dekkera). Laczymy szybka zbieznosé metody Newtona z pewnoscia metody
bisekeji. Jesli wiemy, ze nasze rozwiazanie spelnia z* € [p,, ¢,], to mozemy wykonaé¢ krok metody
siecznych (Newtona). Jesli otrzymana warto$é bedzie w tym przedziale, to poprawiamy rozwiazanie,
w przeciwnym wypadku robimy krok metody bisekcji.

Algorytm 20. Majac zadany uktad rownan nieliniowych f (Z) = 0 (gdzie f jest funkcja z R™ w R"™)
mozemy znalezé jego rozwiazanie T* stosujac przyblizenie

f@)~=f@)+Dfs- @ -7,
gdzie D f, jest jakobianem w punkcie y. Dla m = n daje to wzoér analogiczny do metody Newtona

Tnt1 = Tp — (fon)71 f (fn)a

gdzie nie liczymy odwrotnosci, tylko rozwiazujemy odpowiedni uktad réwnan. Mozemy tez przybli-
zaC¢ D f przez co$ latwiej obliczalnego.

Algorytm 21 (Metoda Broydena). Analog metody siecznych dla uktadéw réwnan. Stosujemy reku-
rencje
f’rLJrl =Tp — Jrjlf (fn) 5

gdzie macierz J, spelnia rownanie

f (En) - f (fnfl) =Jn (fn - fnfl)-
Takich macierzy jest wiele, ale mozna szuka¢ macierzy J,4; najblizszej J,,, co daje nam wzoér

Af — J,Ax

(Az)T.
1Az]*

Jn+1 = Jn +
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