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Teoria Czesciowych Porzadkow

Maciej Mikotajczak

1. Descent into madness

Definicja 1. Poset to para P = (X, <), gdzie < jest czesciowym porzadkiem na X.

Definicja 2. Dla posetu P i jego elementu x upsetem tego elementu nazywamy zbior U (x) =
{y € P: x < y}. Analogicznie definiujemy downset D (z). Przez U [z] i D [z] oznaczamy domkniety
upset 1 downset (zawierajacy tez x).

Definicja 3. Elementy x,y € X sa poréwnywalne w P, jesliz < yw Pluby < x w P. W przeciwnym
wypadku sa nieporéwnywalne.

Definicja 4. (z,y) jest w relacji pokrycia w P, jesli z < y w P oraz nie istnieje z takie, ze x < z < y
w P.

Uwaga. Rysujac diagramy Hasse’ego posetéw rysujemy tylko relacje pokrycia, czyli nie rysujemy
potaczen wynikajacych z przechodniosci.

Definicja 5. Lancuch to zbiér elementow poréwnywalnych. Wielko$é najwiekszego tancucha to wy-
sokos¢. Antytaricuch to zbior, w ktérym rozne elementy sa nieporownywalne. Wielkosé najwiekszego
antylancucha to szerokosé.

Lemat 1. Jesli P jest posetem o wysokosci h, to elementy P mozna podzieli¢ na h antylanicuchow.

Dowdéd. Nie da sie lepiej, bo elementy lancucha musza byé w réznych antytaricuchach. Bierzemy
elementy minimalne, one tworzg antylaricuch. Potem je usuwamy i iterujemy. Skonczymy po h
iteracjach, bo inaczej mamy dluzszy tancuch. O

Twierdzenie 1 (Dilworth 1950). Jesli P jest posetem o szerokosci w, to elementy P mozna podzielié
na w laincuchéw.

Dowdd. Nie da sie lepiej, bo elementy antytancucha musza byé¢ w réznych taricuchach. Dowod na
dyskretnej. O

Definicja 6. L jest liniowym rozszerzeniem posetu P, jesli L jest liniowym porzadkiem na elementach
P zgodnym z porzadkiem w P:

VoyePr 2 <ywP = z<ywlL.
Propozycja 1. Kazdy (nawet nieskoriczony) poset ma liniowe rozszerzenie.

Algorytm 1 (Algorytm generyczny). Majac poset P na n elementach robimy
fori=1...ndo
wybierz x; jako element minimalny w P\ {z1,...2;-1}
end for
return (z1,...,z,)

Taki algorytm jest dobrze zdefiniowany, zawsze zwraca liniowe rozszerzenie P i kazde liniowe roz-
szerzenie P jest mozliwe na wyjsciu.

Propozycja 2. Niech P bedzie posetem i niech a || b w P. Wtedy istnieje liniowe rozszerzenie L
takie, ze b < a w L.

Dowdd. Dowod przez algorytm generyczny — bierzemy a tylko, gdy nie ma innej opcji. Wtedy jesli
bierzemy a, to b musialo juz byé¢ wziete, bo inaczej istnieje element minimalny pod b, ktoéry zostanie
wziety zamiast a. O

. Descent into madness Strona 2/42

2025-03-03



Teoria Czesciowych Porzadkow Maciej Mikotajczak

Whiosek.

P= N L.

L liniowe rozszerzenie P

Definicja 7. Wymiar posetu P, oznaczany dim (P), to najmniejsza dodatnia liczba naturalna d taka,
ze istnieja L1, ..., Lg bedace liniowymi rozszerzeniami P takie, ze P = ﬂie[d] L;.

Przyktad. Dla posetu P = ({a,b,¢,d},{(a,b), (c,b), (c,d)}) mamy dim (P) < 2, bo mozna wziaé

liniowe rozszerzenia a,c,b,d i c,d, a,b.

Definicja 8. Zbior liniowych rozszerzeii R posetu P jest realizatorem P, jesli (|zer R = P.

Propozycja 3. dim (P) jest rowny najmniejszej liczbie dodatniej naturalnej d takiej, ze elementy P
mozna zanurzy¢ w R? w taki sposob, ze < y w P <= punkt (x) < punkt (y) w R%.

Dowéd. Latwo widaé, ze zanurzenie zadaje nam kilka porzadkow liniowych, ktore tworza, realizator.
7 kolei realizator pozwala nam znalezé kolejnosé na linii rzeczywiste;j.

a b ¢ d

Rysunek 1: Zanurzenie posetu w R2.

O

Przyktad. Wymiar taricucha to 1. Wymiar antylancucha to < 2, bo mozna wzia¢ odwrotne do siebie
porzadki liniowe.

Twierdzenie 2. Dla zadanego P rozpoznawanie, czy dim (P) < 2 jest wielomianowe, a dim (P) < 3
juz NP-zupelne.

I Pomyst. Czy istnieja posety o duzym wymiarze? Tak, a przyktadem tego jest krata boolowska.

Lemat 2. Zachodzi dim (B,,) < n.

Dowéd. Produkujemy L,..., L, algorytmem generycznym, w ktorym dla L; preferujemy wybor
takich zbiorow X, ze ¢ ¢ X. Pokazemy, ze to jest realizator. Wezmy nieporéwnywalne X, Y. Wtedy
mamy jakies ¢ € X \ Y. Patrzymy na moment w L;, gdy brany jest X. Jesli Y nie zostal wybrany,
to jest nad jakim$ aktualnym elementem minimalnym Z. Wtedy i € X, i ¢ Y, ale Z C Y, co daje
sprzecznos$é. Zatem Y zostal juz wybrany i mamy Y < X w L;. Podobny argument dla j € Y\ X
dajenam Y > X w L;. O

Definicja 9. Standardowym przyktadem rzedu n nazywamy poset jak na rysunku. Sklada sie on
z dwoch zbiorow {ai,...,an}, {b1,...,b,} takich, ze a; || b; oraz a; < b; dla wszystkich j # i.
Oznaczamy taki poset S,,.
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Rysunek 2: Standardowy przyktad rzedu 4.

Lemat 3. Zachodzi dim (S,,) > n.

Dowdd. Oznaczmy przez A = {ai,...,an},B = {b1,...,b,} dwa zbiory elementéw przyktadu
standardowego. Rozwazmy realizator Li,..., L. Dla kazdego ¢ € [n] musi istnie¢ takie f (i), ze
b; < a; w L. W takiej sytuacji mamy A\ {a;} < b; < a; < B\ {b;}, a wiec nie moze by¢ by < ay
dla i’ # i. Z tego wynika, ze funkcja f (7) jest injekcja, a wiec musi byé k > n. O

Propozycja 4. Jesli dla posetow P = (X;7,<;) oraz Q = (X2,<2) mamy X; C X, a <; jest
porzadkiem indukowanym z <5, to dim (P) < dim (Q).

Dowdéd. Porzadki liniowe w realizatorze ) muszg zawiera¢ te same przeciwstawne pary, co w P, a
do tego jeszcze inne. U

Whiosek. Krata B,, zawiera w sobie S,, (mozna wzia¢ zbiory jednoelementowe i ich dopelnienia), a
wiec dim (B,,) > n, czyli dim (B,,) = n.

Uwaga. Zauwazmy, ze height (S,,) = 2. Zatem posety o ograniczonej wysokosci moga mie¢ dowolnie
duze wymiary.

Twierdzenie 3 (Dilworth 1950). Dla kazdego posetu P mamy dim (P) < width (P).

Dowéd. Wezmy podzial na w taticuchow Cy, ..., Cy,. L; — porzadek wyprodukowany przez algorytm
generyczny preferujacy elementy z : x ¢ C;. Wezmy x,y € P takie, ze z || y w P.

Wezmy i, j takie, ze x € Cj,y € Cj. Jest i # j. Patrzymy na L;. W momencie wzigcia = on musi
by¢ jedynym elementem minimalnym, bo inaczej byloby cos$ nie z C; i to zostaloby wziete. Zatem
y musial juz zosta¢ wzigty (bo inaczej bylby nad z) i mamy y < z w L;. Podobnie z < y w L;, a
wiec skonstruowali$émy realizator. O

I Definicja 10. Dla posetu P oznaczamy Inc (P) = {(z,y) : z || y w P}.

Definicja 11. Niech (x,y) € Inc (P) i niech L bedzie liniowym rozszerzeniem P. Wtedy L odwraca
(xay)a .]eéh y<rw L.

Definicja 12. Majac I C Inc (P) méwimy, ze I jest odwracalny, jesli istnieje liniowe rozszerzenie L
posetu P takie, ze dla kazdego (z,y) € I porzadek L odwraca (z,y).

Propozycja 5. dim (P) to najmniejsza liczba naturalna d taka, ze zbior Inc (P) ma podzial na d
odwracalnych zbioréw.

Dowdéd. Rozszerzenia liniowe $§wiadczgce o takim podziale sg realizatorem. O

Definicja 13. Dla k > 2 i ¢ € [k] rozwazmy pary (z;,y;) € Inc(P). Wtedy ((z1,y1),---, @k, Yk))
nazywamy cyklem alternujacym (naprzemiennym), jesli x; < y;4+1 w P (dodajemy modulo k). W
szczegblnosci moze byé x; = y; 1. Cykl alternujacy moze tez mie¢ w sobie inne nieréwnosci niz te
wymagane.
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U1 Y2 Y3 Yy

& X9 T3 T4

Rysunek 3: Cykl alternujacy dtugosci 4.

Definicja 14. Cykl alternujacy jest Scisty, jesli z; < y; w P wtedy i tylko wtedy, gdy j = ¢ + 1
(modulo k).
Lemat 4. Niech P bedzie posetem i niech I C Inc (P). Wtedy nastepujace zdania sa rownowazne.
1. I jest odwracalny.
2. I nie zawiera cyklu alternujacego.

3. I nie zawiera $cistego cyklu alternujacego.

Dowdd. (1 = 2) Dla dowodu nie wprost zakladamy odwracalnosé¢ I i cykl alternujacy. Mamy

liniowe rozszerzenie L odwracajace I. Wezmy cykl alternujacy ((z1,y1),-- -, (Zk, yx)). Z odwrocenia
i cyklu alternujacego mamy y; < x; < y;41 W L, czyli y; < y;41 dla kazdego ¢, a wiec y1 < yr < 11
— sprzecznoscé.

(2 = 3) Trywialne.

(3 = 1) Zaktadamy brak Scistego cyklu alternujacego. Niech I? = {(y,z) : (z,y) € I}. Patrzymy

na (P ulrl d)+ — domkniecie przechodnie. Pokazemy, ze jest acykliczne. Zakladamy istnienie cyklu.
Nie moze by¢ w nim jednego przejscia z I¢, bo wtedy elementy taczone sa poréwnywalne (przejscie
po czeéci w P) i nieporownywalne (przejscie po I?). Zatem co najmniej dwie krawedzie sa z 1.
Wtedy elementy taczone tymi krawedziami to y;, x; tworzace cykl alternujacy.

Rysunek 4: Cykl w domknieciu przechodnim.

Biorac najkrotszy mozliwy cykl w (P Ul d)+ dostajemy cykl §cisty — sprzeczno$é. Zatem zbior
(P ulr d)+ jest acykliczny, wiec jest posetem. Mozemy znalezé jego liniowe rozszerzenie L, ktore jest
tez liniowym rozszerzeniem P i odwraca wszystkie pary z I. O

Przyktad. Niech G bedzie spojnym grafem o co najmniej dwoch wierzchotkach. Niech P = (X, <)
bedzie posetem, gdzie X to zbiér spojnych indukowanych podgrafow G a Hy < Hy <= H; C Hs.
dim (P) jest rowny liczbie wierzchotkow G, ktore nie sg punktem artykulacji.

Dowéd. Niech T' = {z1,...,z,} beda wierzchotkami, ktore nie sa punktami artykulacji. Bierzemy
Q C P z elementami {z;} i G — z; (ten graf jest spojny, bo z; nie jest punktem artykulacji). Te
elementy tworza standardowy przyklad, a wiec mamy dim (P) > n.

Dla ustalonego i € [n] bierzemy S; = {(Hi, Hz) € Inc (P) : dist (z;, V (H;)) < dist (x4, V (Ha2))}.

1. Descent into madness Strona 5/42



Teoria Czesciowych Porzadkow Maciej Mikotajczak

Twierdzimy, ze S; jest odwracalny i [ S; = Inc (P). To bedzie pokrycie, ktore daje ograniczenie

na wymiar.

i€[n]

Ustalmy ¢. Zatozmy, ze mamy cykl alternujacy ((Hi,K1),...,(Hy, Ky)) taki, ze (H;, K;) € S;.
Mamy dist (z;,V (H;)) < dist (z;, V (K;)) oraz H; C K;11, a z tego wynika dist (z;, V (K;4+1)) <
dist (z;, V (H;)). To daje nam

dist (z;, V (K1) < dist (2, V (Hy)) < dist (2, V (Kg)) < ... < dist (2;, V (K1),

a wiec sprzecznosé. S; nie ma cyklu alternujacego, a wiec jest odwracalny.

Teraz wezmy (H, K) € Inc (P). Mamy v € V (H) \ V (K). Jesli v nie jest punktem artykulacji, to
v=uwx;1(H,K) € 8S;. Jak v jest punktem artykulacji, to dzieli G na kilka sktadowych, z ktorych tylko
jedna moze zawiera¢ wierzchotki K (bo v jest punktem artykulacji a K go nie zawiera). Puszczamy
w innej skltadowej DFS’a, 1i§¢ drzewa przeszukiwania nie jest punktem artykulacji (oznaczmy go ;)
i jest z niego blizej do v niz do czegokolwiek w K, zatem (H, K) € S;. Pokazali$my, ze zbiory S;
pokrywaja cale Inc (P), co konezy dowod.

2. Posetowy zwierzyniec
2025-03-10

Definicja 15. Liczba standardowego przyktadu posetu P nazywamy rozmiar najwiekszego standar-
dowego przykladu, ktory zawiera sie w P. Oznaczenie se (P).

Pomyst. W grafach liczba chromatyczna jest ograniczona z dotu przez liczbe klikows. Podobnie
w posetach wymiar jest ograniczony przez liczbe standardowego przykitadu. Réwniez tutaj mozna
znalez¢ obiekty o dowolnie duzym wymiarze, ktore nie zawieraja duzych standardowych przyktadow.

Definicja 16. Rozwazmy graf G i zbior jego wierzchotkéw i krawedzi. Wprowadzamy na nich porza-
dek: kazdy wierzchotek jest pod krawedzig go zawierajaca (i nie ma innych relacji). Tak zdefiniowany
poset nazywamy posetem incydencji grafu G i oznaczamy go Iq.

Uwaga. Grafy incydencji nie zawieraja standardowych przyktadow rzedu wiecej niz 3, bo element
odpowiadajacy krawedzi ma pod soba doktadnie dwa elementy.

Lemat 5.
dim (I, ) = 2 (loglogn) .

Dowéd. Niech V; = V (K,,) i niech {L1, ..., Ly} bedzie realizatorem I, .

Lemat Erdésa-Szekeresa daje nam zbior Vo C V; taki, ze |Va| > v/n i L1, Lo porzadkuja elementy
V5 tak samo lub doktadnie odwrotnie. Aby to zobaczy¢ wystarczy uporzadkowaé¢ V; w kolejnosci
L1 a nastepnie przypisaé jego elementom wartosci zgodne z Lo — dostajemy ciagg monotoniczny.

Iterujac dostajemy V; o rozmiarze |Vy| > naaT taki, ze Ly,..., Ly porzadkuja elementy V; tak
samo z dokladnoscia do odwrécenia. Jesli |Vy| > 3, to bierzemy a, b, c € V. Mozliwe kolejnosci to
a<b<cic<b<a. Rozwazmy krawedz z = ac. Mamy a < b< c < zlub ¢ < b < a < z. Zatem
mamy b < z w kazdym L;, ale ta para jest nieporéwnywalna w [x, . Zatem zadane rozszerzenia
liniowe nie tworza realizatora.

le,l lognid—12>loglogn. O

Musi wiec byé nFa=T < |Va| €2, awiec 1>
Definicja 17. Porzadkiem przedzialowym na rodzinie przedzialéw Z na osi rzeczywistej nazywamy
poset, w ktorym dla kazdego I,J € T jest I < J, gdy Vaeryes © < y.

Poset P = (X, <) jest przedzialowy, jesli istnieje funkcja f : X — Z, gdzie Z jest rodzinag przedzia-
6w na R oraz f jest izomorfizmem pomiedzy P a porzadkiem przedzialowym na Z. f nazywamy
reprezentacja przedzialowa.

Definicja 18. Dla posetéow P, Q) méwimy, ze P jest Q-wolny, jesli nie istnieje poset P’ Ci,q P taki,
ze P’ i @ sa izomorficzne.
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Definicja 19. P+Q to poset powstaly z wziecia roztacznych kopii P i @ w taki sposéb, ze wierzchotki
pomiedzy kopiami sa nieporéwnywalne.

I Notacja. Liczbe naturalng k identyfikujemy z k-elementowym tancuchem.

Lemat 6. Niech P bedzie posetem. Nastepujace warunki sg rownowazne.

1. P jest przedziatowy.

2. P jest (2 + 2)-wolny.

3. Rodzina {D () : € P} jest liniowo uporzadkowana przez inkluzje.
4. Rodzina {U (z) : € P} jest liniowo uporzadkowana przez inkluzje.
5

. Istnieje liniowy porzadek Ay, ..., A, na maksymalnych antylaricuchach w P taki, ze dla kaz-
dego x € P zbior {i: x € A;} jest przedziatem w [n].

Dowéd. (1 = 2) Zalozmy nie wprost, ze poset przedzialowy P zawiera 2+2 o elementach a, b, ¢, d,
gdzie a < b i ¢ < d. Przedzial a musi leze¢ na lewo od b, a ¢ (jako nieporé6wnywalny z nimi oboma)
musi przecinaé sie z a 1 b. Wtedy jednak d lezy na prawo od ¢, a wiec i a. To daje sprzeczno$¢, bo
jest a || d.

(2 = 3) Zalézmy nie wprost, ze D (x) 1 D (y) nie sa porownywalne na inkluzje. Wtedy « || y oraz
istnieja ' € D(x)\ D(y) iy’ € D(y) \ D (x). Zauwazmy, ze 2’ || y'. Rzeczywiscie, gdyby byto
' <y, to ¥’ <y wbrew wyborowi z’. Podobnie jesli v < 2/, to ¢y < x. Zatem z,x’,y,y’ tworza
2 + 2, co daje sprzeczno$c.

(2 = 4) Dowod analogiczny jak poprzedni punkt.

(3 = 1) Dla wygody bedziemy rozwazaé¢ przedzialy domkniete. Niech |P| = n. Rozwazmy n
punktéw na prostej, ktore numerujemy od prawej kolejnymi liczbami z [n]. Niech z1,...,z, beda
wszystkimi elementami P, wypisanymi w kolejnosci takiej, ze D (z;) C D (z;) dla i > j. Bedziemy
przypisywaé przedzialy kolejnym elementom X. Jesli dla z; nie istnieje takie j < i, ze z; || x;, to x;
dostaje przedziat [i,4] (w szczegdlnosci x1 dostaje [1,1]). Jesli natomiast istnieje, to niech x; bedzie
najwczesniejszym w naszej kolejnosci elementem takim, ze z; || z;. Element x; dostaje przedzial
[4,7]). Zauwazmy, ze dla dowolnych i, j takich, ze j < ¢ mamy:

o jesli z; || z;, to ich przedzialy si¢ przecinaja.
o jedli x; <z, to x; <z, dla kazdego k < j, a wigc przedzial x; lezy na lewo od przedzialu x;.
e x; > x; nie moze zajs¢, bo z D (x;) C D (z;) musiatoby by¢ z; < z;.

Widzimy wiec, ze skonstruowane przedzialy tworzg poset przedzialowy izomorficzny z P.

(4 = 1) Konstrukcja analogiczna jak w poprzednim punkcie. Jedyna roznica jest taka, ze tym
razem numerujemy punkty od lewej.

(1 = 5) Dla kazdego antylaricucha w P istnieje maksymalny przedzial taki, ze kazdy element
antylanicucha przecina sie z nim niepusto (jest on wyznaczony przez najpozniejszy poczatek i naj-
wezesniejszy koniec przedziatu). Dla roznych maksymalnych antytancuchow te przedzialy sa roz-
taczne, bo inaczej ich suma jest antytaricuchem, wiec nie bylty maksymalne. Mozna wiec posortowaé
antylancuchy po takich przedziatach. Teraz element nalezy do antytancucha dokladnie wtedy, gdy
przecina sie z jego przedzialem i mamy teze.

(5 = 2) Zalozmy nie wprost, ze elementy a < b i ¢ < d tworza 2 + 2. Niech {a,c} C A,
{a,d} C A; dla pewnych maksymalnych antytancuchéw A;, A;. Bez straty ogoélnosci ¢ < j, czyli
a € Ay, dla kazdego i < k < j. Niech {b,c} C Ay. Jeslii <l <j,toa€ Ay, ajeslif > j, toce A;.
W obu sytuacjach mamy sprzeczno$é¢ z poréwnywalnoscia odpowiednich elementéw, wiec ¢ < i. Dla
{b,d} C A; podobnie mamy ¢ > j. Zatem b € A;. Ta sprzecznosé¢ koriczy dowod. O

Definicja 20. Dla n > 2 definiujemy uniwersalny porzadek przedzialowy rzedu n (oznaczany U,,).
Jego elementami sa przedziaty {[i,j] : 4,7 € [n],7 < j}. Sa to wszystkie przedzialy na liczbach na-
turalnych. Poréwnujemy je jak w porzadku przedzialowym.
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Lemat 7.

dim (U,,) > loglogn.
Dowéd. Wiemy, ze uogdlniony graf przesunieciowy Gs’) ma Y (Gg{”) > loglogn. Niech Lq,...,Lq4
bedzie realizatorem U,,.
Wiemy, ze [i,j] jest nieporéwnywalne z [j, k], a wiec dla kazdego i, j, k istnieje « (i, 7, k) takie, ze
[, k] < [i,4] W Lagijk)- Okazuje sig, ze o jest poprawnym kolorowaniem P - bierzemy trojki

(i,7,k) i (j,k,€). Jak maja ten sam kolor, to [k, €] < [j,k] i [j,k] < [i,5] W LqaG k), ale w posecie
jest [i, 7] < [k, (] — sprzecznos¢. Zatem « (4, 7, k) musi przyjmowaé co najmniej loglogn wartosci. 0

Uwaga. 2 + 2 jest tym samym, co S5. Zatem posety bez zadnych standardowych przyktadéw moga
mieé¢ dowolnie duzy wymiar.

Definicja 21. Posetem sasiedztwa grafu G nazywamy poset Ag taki, ze dla kazdego v € V (G) w
Ag sa nieporownywalne elementy a,, b,, natomiast krawedz uwv € E (G) daje nam a,, < b, 1 a, < by,.

15 bo b 8 b'y bs

) an Gp Gy a§

Rysunek 5: Przyktad grafu i jego posetu sasiedztwa.

Propozycja 6.

dim (Ag) > x (G).
Dowéd. Niech Ly, ..., Ly bedzie realizatorem Ag. Dla v € V (G) mamy pare a, || b,. Dla kazdego
v € V (G) istnieje o (v) takie, ze b, < ay W Lq(y). Funkcja a daje poprawne kolorowanie G, bo jak
mamy « (u) =« (v) dla uwv € E(G), to mamy b, < a, < by, < a, < by. O

Propozycja 7. Rozwazmy poset P taki, ze Inc (P) # 0. Niech H bedzie hipergrafem, w ktorym
wierzchotkami sa elementy Inc (P), a krawedziami cykle alternujace. Zachodzi

dim (P) = x (H) .

Dowdéd. Majac zadany podzial na zbiory odwracalne I, ..., I; mozna wszystkim parom z jednego
zbioru daé ten sam kolor. Wtedy krawedz nie moze taczyé tylko wierzchotkéw o tym samym kolorze,
bo to daloby cykl alternujacy w jednym ze zbioréw. To daje nam dim (P) > x (H).

Podobnie majac zadane kolorowanie mozna podzielié¢ elementy Inc (P) na podstawie koloru. Wtedy
w zadnym zbiorze podzialu nie ma cyklu alternujacego, bo to oznacza jednokolorowa krawedz.
Zatem x (H) > dim (P). O

Uwaga. Podobnie se (P) = w (H), gdzie klika w hipergrafie to struktura gdzie kazde dwa wierzchotki
sa w dwuelementowej krawedzi ze soba.

3. Porzadki planarne 20250317

Pomyst. Dla grafu planarnego G jest x (G) < 4. Bedziemy sie zastanawiaé, czy co$ podobnego
zachodzi dla posetow.

Propozycja 8. Istnieja posety o dowolnie duzym wymiarze, ktorych grafy pokry¢ (a nawet diagramy)
sa planarne.

Dowéd. Na rysunku jest Qg. Ogolnie @Q,, zawiera S,, — w prawej dolnej linii kazdy jest pod kazdym
z lewej gornej poza swoim odbiciem. Mamy nawet tw (cover (Q,)) < pw (cover (Q)) < 9, wiec ten
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graf jest strukturalnie prosty.

Rysunek 6: Przyktad Kelly’ego z 1981.

Uwaga. Istnieja posety, ktorych grafy pokry¢ sa planarne, a diagramy juz nie.

Rysunek 7: Diagram posetu. Gdyby wierzchotki mogty by¢ ulozone dowolnie, istniatby rysunek
planarny.

Propozycja 9. Istnieja posety o dowolnie duzym wymiarze oraz elemencie najwiekszym /najmniej-
szym, ktorych grafy pokry¢ sa planarne.

Dowdéd. Na rysunku jest koto Trottera rzedu 6. Narysowany jest graf pokry¢, a nie diagram — porza-
dek roénie ,do $rodka” kota. Latwo zauwazy¢, ze elementy czerwone i niebieskie tworza standardowy
przyktad. Do tego mozna doda¢ do posetu element najwiekszy (do srodka i potaczy¢ z niebieskimi)
i najmniejszy (na zewnatrz i potaczyé z czerwonymi).

Rysunek 8: Koto Trottera z 1978.

O

Lemat 8. Niech P bedzie posetem z planarnym diagramem, elementem najmniejszym 0 i najwiek-
szym 1. Wtedy dim (P) < 2.

Dowdd. Ustalmy rysunek diagramu. Dla (z,y) € Inc(P) moéwimy, ze x jest na lewo od y, jesli
istnieje maksymalny taricuch przechodzacy przez y taki, ze = jest na lewo od laricucha na rysunku.
Oznaczamy ety = {(x,y) € Inc (P) : « na lewo od y}, Light = {(2,y) € Inc (P) :  na prawo od y}.
Oczywiscie te zbiory pokrywaja Inc (P)

Pokazemy, ze te zbiory sa roztaczne. Niech (x,y) € Ties. Istnieje maksymalny taricuch C zawierajacy
y taki, ze x jest na lewo od C. Nie wprost zalézmy, ze = jest na prawo od pewnego taricucha D
zawierajacego y. Zauwazmy, ze y znajduje sie albo powyzej pierwszego punktu spotkania D z C po
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przejsciu przez poziom z, albo ponizej ostatniego punktu spotkania przed przejsciem przez poziom
x. W pierwszym przypadku istnieje lancuch ltaczacy = z 1, ale on musi sie przecina¢ w jakims$
wierzchotku z C' lub D, bo graf jest planarny. Wtedy x jest pod y — sprzecznosé. Drugi przypadek
analogicznie.

Rysunek 9: ¢ w przedstawionych sytuacjach musi byé¢ poréwnywalny z y lub z.

Pokazemy, ze Ijef;, jest przechodni. Bierzemy (x,y), (v, 2) € Lef;. Niech $wiadcza o tym odpowiednio
taiicuchy C'i D. z musi leze¢ na prawo od C, bo inaczej D przecina sie z C'i y i z sa poréwnywalne.
Zauwazmy, ze musi byé¢ x || z, bo inaczej porownywalnosé je laczaca przecina C' i powoduje, ze
jeden z tych elementéw jest pod y. Jedli istnieje taricuch zawierajacy z, od ktoérego x jest na prawo,
to musi on przecina¢ C ponizej y, bo inaczej y < z (w przypadku, gdy z jest nad y na diagramie,
ale analogiczny argument dziala, gdy z jest pod y — wtedy w dalszej czesci rozwazamy 0). Wtedy
przechodzac z x do 1 musimy przeciaé¢ ktorys z rozwazanych taricuchéw, co da nam sprzecznosé z
x || y. Zatem (z,2) € Degy.

Oczywiécie analogiczny argument dziala dla I gn. Mozemy teraz skonstruowac realizator — w al-
gorytmie generycznym najpierw preferujemy elementy najbardziej prawe (te, ktore sa na lewo od
jak najmniejszej ilosci elementow), a potem najbardziej prawe. Jesli (z,y) € Tiest, to jesli y jest na
lewo od z, to x tez. Zatem y bedzie wziety przed x w pierwszym z tych rozszerzen. Analogicznie dla
prawych par. O

Twierdzenie 4 (Trotter, Moore 1977). Niech P bedzie posetem z planarnym diagramem i elementem
najmniejszym 0. Wtedy dim (P) < 3.

Dowdéd. Ustalmy rysunek diagramu. Kazdy element 2 ma najbardziej lews krawedz wchodzacg do
niego. Lewym tlaricuchem = nazywamy taricuch powstaly poprzez schodzenie najbardziej lewymi
krawedziami z z az do 0. Podobnie definiujemy prawy tancuch.

Regionem R () nazywamy wszystkie elementy, ktore na rysunku sg w obszarze zamknietym przez
lewy i prawy tanicuch x. Méwimy, ze x jest na lewo od y, jesli region x przecina poziom y na lewo
od y lub region y przecina poziom x na prawo od x. W takich sytuacjach y jest na prawo od =z.
Mowimy, ze x jest pod y, jesli R (z) C R (y). Wtedy y jest nad x. Latwo sie przekonaé, ze zawsze
zachodzi doktadnie jedna z tych sytuacji i mamy Inc (P) = Qiefs U Qright U Qunder L Qover-

) Y

Rysunek 10: Dwa przyktady, gdy = jest na lewo od y i jeden, gdy y jest nad x.

Zalozmy nie wprost, ze W Qlert U Qover jest Scisty cykl alternujacy ((z1,v1),. .., (%, yx)). Wtedy
x;—1 musi znajdowaé sie w R (y;), bo inaczej idac w dét z y; w kierunku z;_; dostaniemy laricuch,
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ktory mogtby poprawi¢ lewy taricuch y; (by¢ bardziej na lewo niz on). Teraz lewy taricuch x; lezy
na lewo od x;_1, bo najpierw przechodzi na lewo od y;, a potem albo zostaje na lewo od lewego
taicucha y;, albo taczy sie z nim i idzie tak jak on. Widzimy, ze cos takiego nie moze zachodzi¢
cyklicznie. Analogiczny argument dziata dla Qright-

! . Yitrl

0 0

Rysunek 11: Sprzecznosci wykazane dla Qeft U Qover 1 Qunder-

Zostalo nam Qunder- Zaktadamy, ze mamy cykl alternujacy ((x1,v1),--., (Zk, yx)). Nie moze by¢ tak,
ze y;1+1 wyjdzie poza R (y;), bo wtedy potaczenie x; z y;+1 da nam x; < y;. Zatem R (y;+1) C R (y;),
co oczywiscie nie moze zachodzi¢ cyklicznie. Ostatecznie pokazaliSmy, ze Inc (P) ma podzial na 3
odwracalne zbiory, co konczy dowdd. O

Twierdzenie 5 (Moore, Trotter 1977). Niech P bedzie posetem. Jesli graf pokry¢ P jest lasem, to
dim (P) < 3.

Dowdéd. Znajdziemy poset o elemencie minimalnym 0 i planarnym diagramie, ktory zawiera w sobie
P. To da nam teze. Wezmy korzeri x grafu pokry¢ P. Ma on kilka poddrzew, od ktérych korzeni
x jest albo wiekszy, albo mniejszy. Kladziemy mniejsze poddrzewa ponizej x a wieksze powyzej i
powtarzamy konstrukcje dla nich. Caly czas utrzymujemy niezmiennik, ktory moéwi, ze idac prosto w
dot od kazdego elementu nie przetniemy zadnej krawedzi. To pozwala nam potaczy¢ kazdy element
posetu z nowym elementem minimalnym 0 i skonstruowaé¢ planarny diagram. To koriczy dowod.

0

Rysunek 12: Proces uzyskiwania diagramu z grafu pokry¢.

O

Definicja 22. Graf jest zewnetrznie planarny, jesli ma rysunek planarny, na ktérym wszystkie wierz-
cholki leza na zewnetrznej Scianie.

Twierdzenie 6 (Felsner, Trotter, Wiechert 2015). Niech P bedzie posetem z zewnetrznie planarnym
grafem pokryé. Wtedy dim (P) < 4.

Dowdd. Jesli wypiszemy wierzchotki grafu zewnetrznie planarnego idac zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara po krawedzi zewnetrznej Sciany, to wszystkie wierzchotki beda lezaly na linii a krawedzie
bedzie mozna reprezentowaé jako tuki nad ta linia. To daje nam naturalne pojecie lewej i prawej
nieporéwnywalnej pary. Do tego lewa para (z,y) € Inc (P) jest aktywna, jesli istnieje z takie, ze
z <y w P oraz z jest na lewo od z. Podobnie definiujemy prawa aktywna pare, tym razem z jest
na prawo od .
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z x Yy

Rysunek 13: Reprezentacja lewej aktywnej pary (z,y) na linii.

Mamy podzial Inc(P) = [3tve | [pop-active | Ilf‘icgﬁ’e U Ig‘éﬁ;mti"e. Pokazemy, ze zbiory lewe sa

odwracalne, zbiory prawe zachowuja sie analogicznie.

Zalozmy nie wprost, ze w IZSHe jest cykl alternujacy ((x1,y1),--., (Tk, yk)). Wtedy y;41 jest na
lewo od y;, bo jakby byto na prawo, to przejscie z x; do y;41 musi przej$¢ przez jeden z wierzchotkéow
na $ciezce y; ~» 2z, co da nam x; < y;. To nie moze zachodzié¢ cyklicznie — sprzecznosé.

Podobnie jesli w [9P-a¢tive jegt cykl alternujacy, to x;_1 jest na prawo od z;, bo inaczej swiadezy o
aktywnosci pary (z;,y;)- O

4. Lasy Schnydera

2025-03-24
Propozycja 10. dim (I¢) < 2 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest lasem $ciezek.

Dowdéd. Na rysunku widzimy, ze cykle i drzewa niebedace $ciezka maja posety incydencji o wymiarze
co najmniej 3, a Sciezki maja wymiar 2.

SES

Rysunek 14: Poset incydencji cyklu to korona, a drzewa z dwoma dzie¢mi — pajak.

O

Definicja 23. Niech P bedzie posetem. Nieporéwnywalna para (x,y) jest krytyczna, jesli dla kazdego
z€ Pmamy z < ¢ — z < yorazy < z — x < z. Rownowaznie D () C D (y) oraz
U (y) C U (x). Zbior takich par oznaczamy Crit (P).

Propozycja 11. Niech P bedzie posetem a R pewng rodzing jego liniowych rozszerzen. R odwraca
wszystkie pary w Inc (P) wtedy i tylko wtedy, gdy R odwraca wszystkie pary w Crit (P).

Dowéd. ( = ) Oczywiste.

( <) Rozwazmy (z,y) € Inc (P). Rozwazmy nastepujaca procedure: poki istnieje 2’ € D (z), ktore
jest nieporéwnywalne z y, rozwazamy dalej pare (z,y) i powtarzamy ten proces. Potem robimy to
samo z y — poki istnieje ¢y € U (y) nieporéwnywalne z z’ rozwazamy pare (z’,y’). Ostatecznie
dostajemy pare krytyczng (z,y’), dla ktorej jest 2’ < x oraz y < y'. W R jest liniowe rozszerzenie
odwracajace (2',y’), a wiec réwniez (z,y). O

Definicja 24. Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach. Definiujemy dim (G) jako najmniejsze t
takie, ze istnieja permutacje my,...,m € S, takie, ze dla kazdego wierzchotka v i krawedzi e = ab
takiej, ze v ¢ e istnieje ¢ takie, ze a,b < v w ;.
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Propozycja 12. Jesli G nie ma wierzchotkow stopnia co najwyzej 1, to dim (G) = dim (I). Nato-
miast dla GT otrzymanego z G przez dodanie wierzcholkéw stopnia co najwyzej 1 zachodzi

dim (G) < dim (Ig+) < dim (Ig) + 1.

Dowdd. Mamy dim (G) < dim (Ig), bo realizator po usunieciu krawedzi daje odpowiednie permuta-
cje wierzchotkéw. Dla dowodu drugiej strony bierzemy 71, .. ., m; bedace realizatorem G i dorzucamy
do nich krawedzie dajac je tak wczesnie jak sie da (czyli po drugim z wierzchotkoéw tworzacych kra-
wedz), by otrzymaé L, ..., L; bedace linjowymi rozszerzeniami I. Rozwazamy rozne rodzaje par:

e (v,v") — istnieje krawedz f polaczona z v’, a nie z v (bo v ma stopieri co najmniej 2). Mamy
v < f <vwpewnym L;.

o (e,e/) —jeslie=abie =xydlab+#y, to mamy z,y < e’ <b<ew pewnym L;.

e (v,e) —dla e =ab mamy a,b < e < v w pewnym L;.

e (e,v) — istnieje krawedz f D v, jeSlie =aboraz b ¢ f,tov < f <b < e w pewnym L;.
Zatem znalezliSmy realizator Ig.

Mamy dim (G) < dim (Ig) < dim (Ig+). Dla dowodu ostatniej nieréwnosci wezmy skonstruowany
realizator Ly, ..., L;. Dorzucamy do jego elementéw wszystkie nieizolowane nowe wierzchotki z GT.
Wsadzamy je zaraz za ich sasiada z G (w jakiej$ kolejnosci). Zaraz za nowo wsadzony wierzchotek
wsadzamy krawedz, do ktorej nalezy. Tworzymy rozszerzenie liniowe L}, ktore wyglada jak L; poza
tym, ze nowe wierzcholki wsadzamy przed ich sasiada z G (w odwrotnej kolejnosci niz przedtem),
a nowe krawedzie zaraz za tego sasiada. Wierzcholki izolowane umieszczamy w L; jako elementy
maksymalne, a w L} jako minimalne. W ten sposob skonstruowali§my realizator. O

Twierdzenie 7 (Hanani; Tutte 1970). Jesli graf G ma taki rysunek, ze dowolne dwie niezalezne
krawedzie (takie bez wspolnych koncow) sie nie tna, to graf jest planarny.

Lemat 9. Dla kazdego grafu G jesli dim (I) < 3, to G jest planarny.

Dowéd. Rozwazmy graf G z dim (Ig) < 3. Zanurzamy nasz poset w R? i patrzymy na plaszczyzne
prostopadla do wektora (1,1, 1). Mozemy popatrzeé¢ na rzuty elementéw naszego posetu na te plasz-
czyzne i narysowaé na niej nasz graf — krawedz miedzy wierzchotkami u, v bedzie szta prosta linia od
rzutu u do rzutu wv, a nastepnie do rzutu v. Pokazemy, ze niezalezne krawedzie nie tng sie na takim
rysunku, co da nam teze. Zal6zmy nie wprost, ze krawedzie uv i ab tna sie w jakim$ punkcie P.
Rozwazmy prosta normalng do naszej ptaszczyzny przechodzaca przez P. Odcinek od uv do jednego
7 u,v tnie sie z nig w jakims punkcie P’. Podobnie odcinek od ab do jednego z a, b tnie sie z nig w
P”. Bez straty ogélnosci zalozmy, ze sytuacja jest jak na rysunku. Wtedy mamy v < P’ < P” < ab
w R? (ogélnie moglismy mieé¢ tez poréwnywalnosé krawedzi lub wierzchotkéw), bo wektor (1,1,1)
odpowiada kierunkowi, w ktorym elementy w R® sg wieksze. To daje nam sprzecznosé i koiiczy
dowod.

P//

uv

Rysunek 15: Przeciecie odcinkoéw z prosta rownolegla do (1,1, 1) przechodzaca przez P.

4. Lasy Schnydera Strona 13/42



Teoria Czesciowych Porzadkow Maciej Mikotajczak

Propozycja 13. Kazdy graf planarny H jest indukowanym podgrafem pewnej triangulacji.

Dowdéd. Ustalmy rysunek planarny grafu. Do kazdej $ciany dodajemy wierzchotek, a nastepnie
taczymy go $ciezka dlugosci 2 po kolei z kazdym wierzchotkiem na krawedzi Sciany (by¢ moze
wielokrotnie z ty samym, jesli idac po krawedzi §ciany napotykamy go wielokrotnie — dlatego §ciezki
sa dlugosci 2, bo nie pozwalamy na multikrawedzie). Teraz kazda $ciana jest pieciokatem. Do kazdej
$ciany dodajemy wierzchotek i taczymy go z kazdym wierzcholtkiem na jej krawedzi. W ten sposob
skonstruowalismy nasza triangulacje.

Rysunek 16: Graf po pierwszym kroku konstrukcji. Oryginalne wierzchotki zaznaczone na roézowo.

O

Definicja 25. Dla triangulacji G las Schnydera (Schnyder wood) to 3-kolorowanie krawedzi (kolory
czesto oznaczamy R, G, B w tej kolejnosci) wraz z ich orientacja, ktore spelniaja dwa warunki. Waru-
nek zewnetrznego wierzchotka mowi, ze dla trzech wierzcholtkow ag, as, as (wypisanych w kolejnosci
zgodnej z ruchem wskazowek zegara) ograniczajacych Sciane zewnetrzng G krawedzie miedzy nimi
nie sa skierowane ani pokolorowane, natomiast wszystkie krawedzie incydentne z a; sa koloru 7 i sa
skierowane do a;. Warunek wewnetrznego wierzchotka moéwi, ze kazdy z pozostatych wierzchotkow
ma po jednej wychodzacej krawedzi kazdego koloru (zawsze ma 3 krawedzie, bo jest w triangulacji)
a do tego te krawedzie wypisane w kolejnoéci zgodnej z ruchem wskazowek zegara maja kolory R,
G, B. Pozostate krawedzie sa wchodzace i krawedzie miedzy wychodzacymi krawedziami o kolorach
111+ 1 maja kolor ¢ — 1.

A
N

—_— e ——

/ A N

Rysunek 17: Warunki dla wierzchotkéw w lesie Schnydera.

Propozycja 14. Kazda triangulacja G posiada las Schnydera.

Dowdéd. Przeprowadzimy indukcje po liczbie wierzchotkow w G. Oznaczmy ja n. Dla n = 3 trian-
gulacja po prostu jest lasem Schnydera, dla n = 4 wystarczy odpowiednio skierowaé krawedzie
wierzchotka wewnatrz trojkata.

Rozwazmy wierzchotek a1 i jego sasiada z. Niech y bedzie najbardziej lewym sasiadem z. Jesli w
trojkacie zamknietym przez a;yz jest wierzcholek z polaczony krawedzig z a; i x, to zastepujemy x
przez z i powtarzamy cala operacje. Podobnie postepujemy dla najbardziej prawego sasiada x. Ta
procedura zatrzyma sie, bo graf jest skonczony.

Po wyznaczeniu naszego x kontraktujemy krawedz a;x, dostajac mniejsza triangulacje. Znajdujemy
jej las Schnydera z indukcji. Teraz cofamy kontrakcje. Najbardziej lewy i prawy sasiad z sg potaczone
z a1 1 maja wychodzaca czerwona krawedz do a. Ich krawedzie do x staja sie odpowiednio niebieskie
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i zielone. Pozostali sasiedzi nie maja bezposrednich krawedzi do aq, ich krawedz do x przyjmuje role
czerwonej wychodzacej krawedzi. Krawedz a;x jest skierowana do a; i czerwona. Pozostate krawedzie
pozostaja jak w indukcji. Widzimy, ze daje nam to poprawny las Schnydera.

ai

Rysunek 18: Indukcyjna konstrukcja lasu Schnydera oraz sytuacja, ktérej unikamy.

O

Propozycja 15. Niech G bedzie triangulacjg z zadanym lasem Schnydera. Niech T; bedzie zbiorem
zorientowanych krawedzi koloru i. Wtedy T; U T;ll U T;11 jest acykliczny (lasy w kolorach innych
niz ¢ bierzemy z odwroéconymi krawedziami).

Dowéd. Nie wprost niech C' bedzie cyklem skierowanym. Do tego niech bedzie on minimalny na
liczbe Scian triangulacji, ktére zawieraja sie w jego srodku. Jedli v jest we wnetrzu regionu zamknie-
tego przez C, to wychodzi z niego co najmniej jedna krawedz (koloru i) i wchodza do niego co
najmniej dwie. Zatem mozemy iS¢ jakas Sciezkag od v i cofaé sie po jakiej$ Sciezce do v. Jesli z obu
stron trafimy na C, to zamkneliSmy mniejszy cykl. Jesli z ktorej$ strony nie trafimy na C, to w
konicu musimy wroci¢ do v, réwniez zamykajac mniejszy cykl. Ta sprzecznosé daje nam, ze C jest
suma $cian bez wierzcholtkow wewnetrznych (czyli indukuje graf zewnetrznie planarny). Krawedzie
wewnatrz C sa cieciwami, zatem mozna za ich pomoca stworzy¢ mniejszy cykl. Zatem C jest po pro-
stu Sciang. Teraz rozpatrujemy przypadki jak na rysunku, zaktadajac, ze i jest czerwony. Jesli lewa
krawedz jest czerwona i skierowana w gore, druga krawedz wychodzaca z gornego wierzchotka musi
by¢ czerwona lub zielong krawedzia wchodzaca (pierwsza po wchodzacej czerwonej krawedz idac
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara), a wiec nie jest wychodzaca. Pozostalte przypadki dzialaja

VANYAN
VAN

Rysunek 19: Kolorowania C' dajace sprzecznosc.

O

Whiosek. T; jest acykliczne dla kazdego ¢ € [3]. Do tego ma n — 3 krawedzie (kazdy wewnetrzny
wierzcholek ma dokladnie jedna wychodzaca koloru i) oraz n — 2 wierzchotki (kazdy wierzchotek
wewnetrzny i a; naleza do T;). Zatem T; jest drzewem.

Definicja 26. Dla triangulacji G z zadanym lasem Schnydera dla wierzchotka x oznaczamy przez
P; (z) skierowana $ciezke w T; od z do a;.
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Propozycja 16. Jesli ¢ # j, to P; (z) N P; (z) = {z}.
Dowod. Gdyby P; (x), P; (x) przecinaly sie gdzies poza x, to zamykalyby cykl w T; U ijl. O

Definicja 27. Dla triangulacji G z zadanym lasem Schnydera i wierzchotka x Sciezki Py (z), P (x) i
P; () dziela caly rysunek G na trzy regiony. Przez R; (z) oznaczamy region zamkniety przez Sciezki
o kolorach ¢ —11i¢+ 1.

\\\\\\ AN

Rysunek 20: Podzial grafu na trzy regiony.

Propozycja 17. Jesli y € R; (z), to R; (y) C R; (z).

Dowdd. Zatézmy bez straty ogolnosci, ze ¢ jest czerwony. Zalozmy, ze y nie lezy na Py (z) U Ps (x).
Niebieska $ciezka y musi w pewnym momencie spotkaé sie z niebieska $ciezka = (by¢ moze w as).
Gdyby dotaczala sie do niej od prawej, to wezesniej musiata wyjsé z regionu Ry (z). Nie mogla tego
zrobi¢ przecinajac sie z niebieska $ciezka, a wiec przeciela sie z zielong. Wtedy jednak w miejscu
przeciecia nie zgadza si¢ warunek wewnetrznego wierzchotka — wychodzaca krawedz czerwona musi
by¢ miedzy wychodzaca niebieska i zielona, ale wtedy wchodzaca zielona krawedz jest zle umiejsco-
wiona. Zatem niebieska $ciezka y laczy sie ze Sciezka x od wnetrza regionu. Podobnie zielona, co
daje odpowiednie zawieranie.

Jesli y lezy na ktorejs ze Sciezek x, to ta Sciezka dla y musi i$¢ tak samo jak dla z, a dla drugiej
dziata ten sam argument. U

Twierdzenie 8 (Schnyder 1989). Dla kazdego grafu G jest dim (Ig) < 3 wtedy i tylko wtedy, gdy G
jest planarny.

Dowéd. Wynikanie w prawo juz pokazaliémy. Pozostaje wykazaé druga strone. Zal6zmy bez straty
og6lnosci, ze G jest triangulacja, bo poset incydencji G jest podposetem indukowanym pewnej
triangulacji. Bedziemy wlasciwie rozwazaé¢ dim (G), bo jak wykazaliémy pokrywa sie on z dim (1)
dla odpowiednich grafow.

Dla i € [3] niech 7; bedzie liniowym porzadkiem na wierzchotkach, ktory jest zgodny z zawieraniem
regionéw, to znaczy jesli u < v w m;, to R; (u) C R; (v). Pokazemy, ze {m,m2, 3} realizuje G.
Jesli dla krawedzi e i wierzchotka v mamy v ¢ e, to e musi sie zawiera¢ w ktéryms z regionow
R; (v). Wtedy oba jej korice sie w nim zawieraja, a wiec ich regiony sa mniejsze od regionu v. Zatem
znajduja sie przed v w ;. To koiiczy dowdd. O

Definicja 28. Dla triangulacji G przez Py gp (G) oznaczamy poset incydencji G, w ktorym dodat-
kowo mamy ograniczone $ciany triangulacji, ktére sa nad tymi krawedziami, ktére do nich naleza.
Pygr (G) jest tym samym, tylko mamy wszystkie §ciany. Do tego mozemy zdefiniowaé ten napis
dla wszystkich graféw planarnych (nie wymagamy jednej Sciany zewnetrznej).

Twierdzenie 9. Dla triangulacji G zachodzi dim (Py gr/ (G)) < 3.

Dowdd. Zatézmy, ze krawedz e = ab uczestniczy w parze krytycznej (e, y). Wtedy a,b < y, a wiec y
jest Sciana. Wtedy musza istnie¢ krawedzie zawierajace a i b zawarte w y, a to nie moze zajsé, bo G
jest triangulacja. Zatem wszystkie pary krytyczne zawierajace jakas Sciane zawieraja tez wierzchotek
i sy postaci (v, f), bo para (f,v) nie moze by¢ krytyczna dla wierzchotka v i $ciany f.
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Rysunek 21: Krawedzie, ktoére musialyby naleze¢ do Sciany y zaznaczone na ré6zowo.

Dla i € [3] niech 7; bedzie liniowym porzadkiem na wierzchotkach, ktory jest zgodny z zawieraniem
regionéow, to znaczy jesli u < v w m;, to R; (u) C R; (v). Rozszerzamy i, 7o, 3 do liniowych
rozszerzen Lq, Lo, L3 naszego posetu poprzez umieszczenie krawedzi i $cian tak nisko jak sie da.
Wiemy, ze te porzadki odwracaja wszystkie pary krytyczne niezawierajace Scian. Jesli mamy v ¢ f,
to f musi sie zawiera¢ w ktoryms z regionow R; (v). Wtedy wszystkie jej wierzcholki sa w tym
regionie, a wiec ich regiony sa mniejsze od regionu v. Zatem znajduja sie przed v w m; i para (v, f)
jest odwracana. To pokazuje, ze Ly, Lo, L3 jest realizatorem. O

Definicja 29. Dla zadanego trojkata ABC oraz punktu = w jego wnetrzu moéwimy, ze (o, (,7) sa
wspolrzednymi barycentrycznymi z w ABC), jesli a + 8+ v =1 oraz © = oA + BB 4+ vC, czyli ta
trojka to wagi z jakimi trzeba wziaé Srednig wierzchotkéw trojkata, aby otrzymac x.

Twierdzenie 10 (Schnyder 1989). Graf planarny G o n wierzchotkach mozna zanurzyé¢ w krate
catkowitoliczbowa o boku 2n — 5 tak, ze rysunek jest planarny.

Dowéd. Zalozmy bez straty ogolnosei, ze G jest triangulacja. Dla ¢ € [3] niech ¢; (z) oznacza liczbe
Scian w R; (x). Zauwazmy, ze mamy Zie[s] @i (r) = 2n — 5, bo tyle jest ograniczonych §cian w
triangulacji (formuta Eulera daje wzor F +V = E + 2, a do tego mamy 3F = 2E, bo kazda
Sciana ma trzy krawedzie, a kazda krawedz dwie $ciany). Zatem po znormalizowaniu te wartosci
sa wspolrzednymi barycentrycznymi w pewnym trojkacie réwnobocznym. Wierzcholki zewnetrzne
grafu sa mapowane na wierzchotki trojkata, a wiec oznaczmy ten trojkat RG B zgodnie z kolorami.

Pokazemy, ze kazda krawedz koloru ¢ jest zamknieta w klinie ograniczonym przez proste przecho-
dzace przez jej pierwszy wierzchotek, ktore sa rownolegte do bokow trojkata przeciwlegltych do
wierzchotkéw pozostalych koloréw. Do tego rozwazmy trojkat powstaly poprzez zamkniecie tego
klina prosta réwnolegla do trzeciego boku tréjkata taka, ze przechodzi ona przez drugi wierzchotek
krawedzi. Wtedy wierzcholki tej krawedzi sa jedynymi wierzchotkami zawartymi w takim tréjkacie.

4 /y z

Rysunek 22: Po lewej klin z tréjkatem i obszar, w ktérym jest krawedz. Po prawej z odgrodzone od
tréjkata pozioma linia i tnace sie krawedzie.

Rozwazmy krawedz e = zy i bez straty ogdlnosci zalozmy, ze jest ona czerwona (caly trojkat jest
symetryczny). Wtedy mamy Rg (y) € Re (z), Rp (y) € Rp (x), boy € R (z), Rp (x) (nalezy do
Pg (z)). Zatem y musi by¢ dalej od wierzchotkow G, B niz x, czyli jest w klinie.

Rozwazajac wierzcholek z ¢ e zauwazmy, ze musi by¢ e C R; (z) dla pewnego i. Zal6zmy bez straty
ogolnosci, ze i = R (porzucamy teraz zalozenie, ze e jest czerwona). Wtedy e lezy na rysunku
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ponizej z, a wiec z nie moze zawieraé sie w trojkacie e.

Zalozmy teraz, ze krawedzie ee’ sie przecinaja. Wtedy ich trojkaty musza sie przecinaé i to w taki
sposob, ze kraniec jednej krawedzi lezy w trojkacie drugiej — sprzecznos$é. DostaliSmy zatem rysunek
planarny w trojkacie rownobocznym. Aby zrobi¢ z niego rysunek na kracie rozchylamy ramiona RB
i GB trojkata tak, by kat B stal sie prosty. Krawedzie dalej sie nie przecinaja a wspotrzedne wierz-
chotkow sa wyrazone takimi samymi wspolrzednymi barycentrycznymi. Zakladajac R = (0,2n — 5),
G = (2n—5,0), B = (0,0) wspolrzedne wierzchotkéw to po prostu (¢¢ (z), ¢r (z)). Zatem fak-
tycznie sg one calkowite.

U1 U1

3 U2 U3 V2

Rysunek 23: Przejscie z tréjkata réwnobocznego w prostokatny.

0
5. Dekompozycje separujace
pozyc) p 2 2025-03-31
Propozycja 18. Niech G bedzie 3-spojnym grafem planarnym. Mamy dim (Py gr (G)) > 4.
Dowéd. Wezmy realizator Ly, . .., L. Popatrzmy na najnizej postawiona w Ly $ciane. Niech bedzie

to f. 2-spojnosé¢ daje nam, ze f zamyka t-cykl (bo jej wierzcholki musza byé¢ polaczone na co
najmniej dwa sposoby). Do tego kazda $ciana incydentna do krawedzi nalezacej do f zamyka cykl
miedzy wierzchotkami nalezacymi do tej krawedzi (z 3-spéjnosci potrzebujemy wiecej polaczen niz
te z f). Zatem sytuacja wyglada jak na rysunku. Mamy vy,...,vx < f < f1,..., fx W Ly, a wiec
Ly, nie odwraca zadnej pary krytycznej w koronie na tych elementach. Zatem potrzebne sg jeszcze
trzy rozszerzenia (bo t > 3, czyli korona ma wymiar 3), zeby je odwrdcié, czyli k — 1 > 3.

bil
f5 2ooffafs fu s

fa fa U1 V2 vz vy ws

Rysunek 24: Sciana i jej sasiedztwo.

O

Definicja 30. Majac poset P = (X, <) definiujemy jego split-poset sp (P) jako poset ze zbiorem
podktadowym X' LI X” (roztaczne kopie X) i relacja: jesli z <y w P, to '’ <y” wsp(P). 2’ iy”
to kopie x,y odpowiednio w X' i X”.

Propozycja 19. Dla posetu P zachodzi

dim (P) < dim (sp (P)) < dim (P) + 1.

Dowéd. Jesli ((z1,y1),- .-, (Tk, y)

) jest cyklem alternujacym w P, to ((z},v1),..., (2}, y})) jest
alterujacy w sp (P). Mamy dim (P) =

X (Hp) < X (Hp(py) = dim (sp (P)), bo kazda krawedz w
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pierwszym hipergrafie ma swoja odpowiadajaca krawedz w drugim.

Niech Lq,...,L; bedzie realizatorem P. Zdefiniujmy L;r jako L;, w ktorym kazdy x zostal za-
stapiony przez x’ i z” (w tej kolejnosci). Jesli z || y w P, to odpowiednie pary w sp (P) sa
odwracane przez te porzadki. Zatem wystarczy rozwazy¢ x < y w P. Musimy wtedy odwrdcié
pary («',y), (v, 2'), (", y"),(y",2"),(z",y"). Robimy to konstruujac rozszerzenie Ly, i — naj-
pierw (jako mniejsze) bierzemy elementy X’ w kolejnosci odwrotnej niz w Ly, potem elementy X"
w kolejnosci odwrotnej niz w L. Ostatnia para na pewno zostanie odwrocona w tym rozszerzeniu,
a pozostale zostana odwrocone w Ly lub Ly, . O

Definicja 31. Graf G jest GIGiem (Grid Intersection Graph), jesli jest grafem przecie¢ pionowych
i poziomych odcinkéw na plaszczyznie. Do tego pionowe odcinki sg parami rozlaczne i poziome tak
samo. GIGi sa grafami dwudzielnymi. Przez Q¢ oznaczamy poset powstaly z przeczytania G jako
posetu (linie pionowe sa elementami minimalnymi, a poziome maksymalnymi).

Propozycja 20. Niech G bedzie GIGiem. Wtedy dim (Qg) < 4.

Dowdd. Konstruujemy cztery liniowe rozszerzenia Lw, Ly, Lg,Ls (kierunki $wiata). Przy kon-
strukcji Lo zamiatamy plaszczyzne w kierunku O — dokladamy kolejne elementy do naszego po-
rzadku, minimalne dokladamy, gdy pierwszy raz sie z nimi zetkniemy, a maksymalne, gdy ostatni. Sa
to poprawne liniowe rozszerzenia. Pary ztozone z rownoleglych odcinkéw oczywiscie zostana odwro-
cone, natomiast pary zlozone z prostopadtych, roztacznych odcinkéw réwniez zostana odwrocone
(fatwo sobie to wyobrazi¢ geometrycznie). Zatem skonstruowaliSmy realizator. O

Definicja 32. Maksymalny dwudzielny graf planarny nazywamy kwadrangulacja (wszystkie Sciany
sa czworokatami). Kazdy dwudzielny graf planarny jest podgrafem indukowanym pewnej kwadran-
gulacji (dowdd jak dla triangulacji, ale dodajemy krawedzie do wierzchotkéow tylko jednego koloru).

Definicja 33. Dekompozycja separujaca kwadrangulacji G to orientacja i 2-kolorowanie (kolory R,
B) krawedzi G spelhiajace dwa warunki. Warunek wierzchotka zewnetrznego mowi, ze dla czterech
wierzchotkéw ai, as, as, as ograniczajacych Sciane zewnetrzna G istnieja dwa niesasiadujace takie, ze
wszystkie krawedzie polaczone z jednym sa R, a wszystkie polaczone z drugim sa B. Do tego sa one
skierowane do tego wierzchotka. Przyjmujemy, ze sa to aj, as (lewy i prawy, czerwony i niebieski) i
nazywamy je wyréznionymi badz czarnymi. Wierzchotki nalezace do tego samego co one zbioru w
podziale grafu dwudzielnego na zbiory niezalezne réwniez nazywamy czarnymi. Analogicznie as, a4
(gorny i dolny) to wierzchotki niewyrdznione i biale.

Warunek wierzchotka wewnetrznego mowi, ze kazdy z pozostalych wierzchotkow (w tym rowniez
as,as) ma po jednej wychodzacej krawedzi kazdego koloru. Pozostale krawedzie sa wchodzace i
dla wierzchotkéw czarnych sa one pokolorowane tak, ze krawedzie miedzy czerwona wychodzaca
krawedzia a niebiesky (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara) sa pokolorowane na
czerwono. Dla biatych wierzchotkéw zachodzi to samo, tym razem patrzac w kierunku zgodny z
ruchem wskazowek zegara.

/\
Rysunek 25: Warunki dla wierzchotkéw w dekompozycji separujace;j.

Propozycja 21. Kazda kwadrangulacja G ma dekompozycje separujaca.

Dowdéd. Przeprowadzimy indukcje po liczbie wierzchotkow w G. Dla n = 4 wystarczy dobrze po-
kolorowaé krawedzie czworokata. Jesli w G jest wierzcholek stopnia 2, to mozna go usunaé (dalej
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bedzie to kwadrangulacja, bo krawedzie incydentne do tego wierzchotka muszg lezeé na tych samych
Scianach), indukeyjnie stworzy¢ strukture dla mniejszej kwadrangulacji, dodaé¢ ten wierzchotek i od-
powiednio skierowaé i pokolorowaé jego krawedzie. Troche wiecej uwagi wymaga przypadek, gdy
usuwany wierzchotek jest zewnetrzny. Wtedy musimy da¢ mu dwie krawedzie wchodzace i prze-
kolorowa¢ krawedzie wierzchotka, ktory przyjat role zewnetrznego. Dalej przyjmujemy, ze nie ma
wierzchotkéw stopnia 2.

Rozwazmy zewnetrzny wierzchotek a; i wierzchotek p, z ktérym tworzy on czworokat, ale nie sa-
siaduje. Ustalmy wierzchotki s1,s2 — dwoch najbardziej zewnetrznych wspoélnych sasiadéw a; i p
(czyli takich, ze kazdy czworokat zawierajacy a,p zawiera si¢ w a181ps2). Jesli a1 1 p maja innego
wspOlnego sasiada niz s1, s (powiedzmy x), to ma on trzeciego sasiada u. Zalozmy, ze lezy on w
a1xps; Wtedy mozna znalezé w tym czworokacie nowy wierzcholek, ktéry spelnia te same warunki,
co p (by¢ moze u, ale niekoniecznie). Powtarzamy taka konstrukcje, az nie bedziemy mogli zna-
lez¢ odpowiedniego z. Kontraktujemy p do a1, indukcyjnie znajdujemy dekompozycje separujaca,
a nastepnie cofamy kontrakcje i odpowiednio kolorujemy niepokolorowane krawedzie o koncu w p.

S1

ay p

<>€ =
AN

Rysunek 26: Indukcyjna konstrukcja dekompozycji separujace;j.

O

Propozycja 22. Niech G bedzie kwadrangulacja z zadana dekompozycja separujaca. Niech T; bedzie
zbiorem zorientowanych krawedzi koloru . Wtedy 7; U Tzfl jest acykliczny.

Dowdd. Nie wprost niech C bedzie cyklem skierowanym minimalnym na liczbe §cian w nim zawarta,.
Jesli v jest we wnetrzu regionu zamknietego przez C', to ma co najmniej jedna krawedz wchodzaca
i wychodzaca, a wiec mozna i$¢ jakas Sciezka z v i cofaé¢ sie po jakie§ Sciezce do v. Jesli z obu
stron trafimy na C, to zamkneliémy mniejszy cykl. Jesli nie, to zamkniemy mniejszy cykl wewnatrz
C. Podobnie jesli C' ma cieciwe, to tworzy ona mniejszy cykl. Zatem C' jest Sciana, ale rozwazajac
przypadki mozna pokazaé, ze Sciana nie moze by¢ cyklem, jesli krawedzie sa odpowiednio skierowane
i pokolorowane. O

Whiosek. T; jest acykliczne, a do tego ma o jedna krawedz mniej niz wierzchotkow (tylko z wierz-
chotka zewnetrznego nie wychodzi krawedz). Zatem jest drzewem.

Propozycja 23. Kazda $ciana dekompozycji separujacej ma dokladnie dwa wierzchotki, w ktérych
spotykaja sie krawedzie (tej $ciany) o roznych kolorach.

Dowdd. Dowdd przez sprawdzenie przypadkow. Zaczynamy ustalajac jakas krawedz i z warunkow
dekompozycji dostajemy, jakie kolory musza mie¢ pozostale.

Rysunek 27: Jesli gorna krawedz jest czerwona, to sytuacja wyglada jak na rysunku.
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Definicja 34. Krzywa separujaca $ciany to krzywa (wewnatrz Sciany) taczaca wierzchotki, w ktorych
spotykaja sie krawedzie roznych kolorow. Sume wszystkich krzywych separujacych S nazywamy
krzywa separujaca dekompozycji.

Uwaga. Z warunku wewnetrznego wierzchotka wynika, ze kazdy wierzcholek wewnetrzny jest in-
cydentny do doktadnie dwoch krzywych separujacych (idac zgodnie z ruchem wskazowek zegara
dookota wierzchotka mamy dokladnie dwie zmiany koloréw krawedzi), a niewyroznione wierzchotki
zewnetrzne do jednej. Zatem S jest sumg cykli i jednej Sciezki.

Propozycja 24. S jest $ciezka.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli krzywa separujaca przechodzi przez jakis wierzchotek wewnetrzny, to
wszystkie jego krawedzie danego koloru sa po tej samej stronie tej krzywej (a pozostate po drugiej).
Inaczej krawedzie wystepowalyby na zmiane, a to nie moze zaj$é, bo nie mozna wtedy spelnié
warunku wierzchotka wewnetrznego.

Rysunek 28: Rézne kolory po tej samej stronie krzywej separujacej daja sprzecznosé.

Zalézmy nie wprost, ze na S jest cykl. Wtedy wszystkie krawedzie wewnatrz cyklu sa jednego
koloru, a na zewnatrz drugiego (bo cykl musi sktadaé¢ sie z wierzchotkow wewnetrznych). Wtedy
jednak pokolorowany wierzchotek zewnetrzny musi byé wewnatrz tego cyklu (idac krawedziami
danego koloru dojdziemy do niego i nie wyjdziemy z cyklu), co daje sprzeczno$¢ — nie moze by¢
wewnatrz cyklu, bo ten cykl znajduje sie w regionie zamknietym przez Sciane zewnetrzna. O

Lemat 10. Kazdy dwudzielny graf planarny ma reprezentacje przez dotykajace sie odcinki pionowe
i poziome.

Dowdéd. Wystarczy pokazaé teze dla kwadrangulacji. Rozwazmy dekompozycje separujaca naszej
kwadrangulacji. Wypiszmy jej wierzchotki w kolejnosci wystepowania na krzywej separujacej (zaczy-
najac od gornego wierzchotka zewnetrznego i dodajac na korice wyroznione wierzchotki zewnetrzne).
Nastepnie potaczmy wypisane wierzchotki za pomoca krawedzi grafu tak, ze czerwone krawedzie sa
pod rysunkiem, a niebieskie nad. Nie beda sie one przecinaé¢, bo graf jest planarny a jednokolorowe
krawedzie znajduja sie po tej samej stronie krzywej separujacej.

Pon

Rysunek 29: Wierzcholki po ,wyprostowaniu” krzywej separujacej.

Na takim rysunku wszystkie krawedzie tego samego koloru wychodzace z danego wierzchotka sa
zwrocone w te samag strone (i w przeciwng niz krawedzie drugiego koloru). Wynika to z faktu, ze
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(patrzac od gory) jesli krzywa odwiedza bialy wierzcholek, to musiala wczesniej odwiedzi¢ wszyst-
kich jego sasiadéow, do ktéorych prowadza czerwone krawedzie — nie bedzie miata juz okazji ich
odwiedzié, bo krzywa i czerwona $ciezka od wierzchotka do wierzchotka zewnetrznego zamykaja re-
gion, do ktorego krzywa juz nie moze wejs¢. Mogloby sie zdarzy¢, ze jeden z sgsiadow jest na brzegu
tego regionu, a nie wewnatrz. Wtedy jednak nie spelnia on warunku wierzchotka wewnetrznego.
Analogicznie dla czarnych. Mozemy zamieni¢ tuki na odcinki jak na rysunku ponizej. Czerwone i
niebieskie odcinki wychodzace z danego wierzchotka sa skierowane w przeciwne strony, wiec razem
tworza odcinek. Po obrocie w lewo jest to doktadnie taka reprezentacja, jakiej szukamy.

Rysunek 30: Luki zamienione na odcinki tworza szukana reprezentacje.

O

Definicja 35. Dla M bedacego multigrafem planarnym rozwazamy multigraf A (M) nazywany gra-
fem na katach. W A (M) wierzcholkami sa wierzcholki i §ciany M, a krawedz miedzy nimi jest wtedy,
gdy wierzcholek lezy na krawedzi $ciany (moga wystapi¢ multikrawedzie — mamy jedng krawedz dla
kazdego kata $ciany).

Rysunek 31: Graf na katach utworzony przez czerwone krawedzie.

Uwaga. Jak M nie ma wierzchotka stopnia 1, multikrawedzi ani petli, to A (M) jest kwadrangulacja.
Wynika to z faktu, ze wtedy kazde dwa wierzchotki polaczone krawedzia sa incydentne do pewnych
dwoch Scian i tworzg z nimi czworokat.

Twierdzenie 11 (Brightwell, Trotter 1997). Niech G bedzie planarnym multigrafem. Wtedy

Dowéd. Pokazemy dim (sp (Pyrr (G))) < 4, co da teze. Na poczatek zalézmy, ze G nie ma wierz-
choltkow stopnia 1, multikrawedzi ani petli. Wtedy A (G) jest kwadrangulacja (i reprezentuje Py p).
Ma ona wiec reprezentacje przez dotykajace sie odcinki, ktora w szczegdlnosci jest GIGiem. Be-
dziemy chcieli dorzucié¢ do takiego posetu zesplitowane krawedzie. Kazda krawedz e jest nad dwoma
wierzchotkami i pod dwoma $cianami. Te cztery elementy tworza prostokat w naszej reprezentacji
przez odcinki. Doktadamy do niej ¢’ i €” jako przecinajace sie odcinki wewnatrz tego prostokata,
z ktoérych pierwszy ma konce w bokach bedacych $cianami, a drugi wierzchotkami. Taki poset jest
GIGiem, a wiec ma wymiar ograniczony przez 4.

Pozostaje dokonaé splitu wierzchotkow i $cian. Dla wierzchotka v i $ciany f elementy v’ i f” maja
takie same poréwnywalnosci jak oryginalne elementy (bo wierzchotki sa minimalne a $ciany maksy-
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malne). Zatem mozna je umiesci¢ w reprezentacji jako GIG w miejsce oryginalnych elementow. v”
i f’ sg porownywalne tylko z odpowiednio v' i ", a wiec mozna je reprezentowaé¢ odcinkiem, ktory
przecina sie tylko z tym jednym elementem.

Pozostatlo nam poradzi¢ sobie z niekwadrangulacjami. Jesli G ma petle lub multikrawedzie, to wy-
starczy doda¢ w ich $rodek nowy wierzchotlek i podzieli¢ na dwie. Dla kazdego wierzchotka stopnia
1 mozna stworzy¢ nowy wierzcholek i polaczyé go z tym wierzchotkiem i jego jedynym sasiadem.
Poset incydencji takiego grafu jest nadposetem oryginalnego grafu, a jego graf na katach jest kwa-
drangulacjg. O

6. Porzadki przedziatlowe
2025-04-07

Definicja 36. Poset P jest rownoprzedzialowy (semi-order) jesli P jest przedzialowy oraz ma repre-
zentacje przedziatows, w ktorej wszystkie przedzialy maja te sama dhugosc.

Lemat 11. Niech P bedzie posetem. Nastepujace warunki sg rownowazne.

1. P jest rownoprzedzialowy.

2. P ma reprezentacje w ktorej zadne dwa przedzialy sie $cisle nie zawieraja.
3. P jest (2+ 2)-wolny i (3 4 1)-wolny.
4

. Istnieje L bedace liniowym rozszerzeniem P takie, ze jesli x < y w L, to D (z) C D (y) i
U(y) CU(z).

Dowdd. (1 = 2) Jesli w reprezentacji rownoprzedziatowej mamy zawierajace sie przedzialy, to
sa sobie réwne. Wtedy maja te same upsety i downsety. Mozna lekko poprzesuwaé takie przedziaty
tak, aby nie zmienity sie zadne poréwnywalnosci i przedzialy staty sie rézne.

(2 = 3) Pierwsza cze$¢ juz wiemy. Jesli w P mamy 3 4 1, to elementy tworzace 3 sg trzema
roztacznymi przedziatami. Element tworzacy 1 przecina sie niepusto z pierwszym i trzecim z nich,
a wiec musi w pelni zawieraé¢ drugi — sprzecznosé.

(3 = 4) Wiemy, ze istnieje liniowe rozszerzenie L takie, ze jesli x < y w L, to D (x) C D (y).
Rozwazmy z,y : <y w LiU (y) € U (z) (wiec U(x) C U (y)), czyli istnieje z € U (y) \ U ().
Mamy y || = (inaczej upsety by sie zgadzaly) i z || « (z nie jest pod x, bo jest wyzej w L). Jesli istnieje
w € D (y)\ D (x), to mamy 3+ 1, zatem D (x) = D (y) i downsety wszystkich elementéw pomiedzy
x iy w L sa takie same (wiec wszystkie te elementy sa nieporownywalne). Zatem mozna zamieni¢
miejscami x i y nie psujac wtasnosci L. Do tego zwiekszamy liczbe zgadzajacych sie upsetow. Zatem
w koricu dostaniemy liniowe rozszerzenie spetniajace teze.

(4 = 1) Skounstruujemy indukcyjnie reprezentacje rownoprzedziatows, w ktorej poczatki i konce
przedziatéw sa ulozone (jednoczesnie) zgodnie z porzadkiem zadanym przez L. Przypadek dla jed-
nego elementu jest trywialny. Rozwazmy teraz co najmniej 2-elementowe P. Zauwazmy najpierw,
ze mozemy zalozyé, ze kazde dwa elementy P maja r6zny upset lub downset, bo inaczej mozna im
przypisa¢ dokladnie ten sam przedzial, a wiec w konstrukeji wystarczy rozwazy¢ jeden z nich. Niech
z bedzie najwiekszym elementem L. Indukcyjnie tworzymy reprezentacje dla P\ {z} (korzystajac
z rozszerzenia L \ {z}). Niech 2’ bedzie poprzednikiem z w L. z i 2’ maja rozne downsety (bo jesli
upsety sie roznia, to z € U (2'), czyli 2’ € D (z)). Zauwazmy, ze x € D (z) implikuje y € D (z) dla
kazdego y <  w L. Sposréd elementow przecinajacych 2’ kilka koriczacych sie najwcze$niej jest
pod z. Zatem mozna rozpoczaé z zaraz za ostatnim z tych przedziatéow. z bedzie si¢ przecinaé z
wszystkimi elementami przecinajacymi sie z z’, ktore konczg sie pozniej, a to sg wszystkie elementy,
z ktorymi z powinien si¢ przecinaé¢. Z rownosci przedzialow z skonczy sie za 2/, wiec niezmiennik
naszej konstrukcji jest zachowany. To koniczy dowod. O

Propozycja 25. Niech n € N. Liczba nieetykietowanych n-elementowych porzadkéw rownoprzedzia-

towych wynosi C,, = %ﬂ (27?)

Dowéd. Niech P bedzie n-elementowym posetem réownoprzedziatowym. Niech L = z; ...z, bedzie
jego rozszerzeniem liniowym takim, ze < y w L implikuje D (z) C D (y) i U (y) C U (x). Niech
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M bedzie macierza poréwnywalnosci P, czyli

1, z;<z; wP
mi; = o
0 wpp

Jesli m;; = 1, to dla k > j mamy m;; = 1, bo inaczej ; < z; i a; || 2y, ale D (x;) C D (ag).
Podobnie dla k < ¢ mamy my; = 1, bo x; < x; i ; || x5 nie zgadza sie z U (z;) C U (z). Zatem
granica jedynek i zer w M tworzy ,schodki”, ktére idg w prawo i w dot i nigdy nie przekraczaja
przekatnej (bo nie zachodzi z; < x;). Takie obiekty to kratowe $ciezki Dycka i sg zliczane przez
liczby Catalana.

Zauwazmy, ze w teorii nasza macierz moglaby zaleze¢ od wyboru L. Jednak L moégltby zmienié kolej-
noé¢é tylko na wierzchotkach o takich samych up-setach i down-setach, a wiec macierz wygladataby
identycznie, gdyby zamienié¢ je miejscami. O

Definicja 37. Niech P bedzie posetem przedzialowym o zadanej reprezentacji przedzialowej I =
{laz,bs] : © € P}. Funkcja znakujaca (marking function) m : P — R to iniektywna funkcja taka, ze
m (z) € [ag, b,]. Mozemy za jej pomoca zdefiniowaé liniowe rozszerzenie L,,, w ktorym x < y wtedy
i tylko wtedy, gdy m () < m (y).

Propozycja 26. Niech P bedzie porzadkiem przedzialowym i niech A, B beda roztacznymi podzbio-
rami elementéw P. Wtedy P posiada jedno liniowe rozszerzenie L takie, ze L odwraca wszystkie
pary w Inc (A x B).

Dowdéd. Ustalmy rozrézniajaca reprezentacje przedziatowa P (taka, w ktorej korice sie nie pokry-
waja). Definiujemy funkcje znakujaca m tak, ze dla elementéw A wybieramy prawy koniec, dla B
lewy, a na pozostalych dowolnie (byle by byto iniektywne). Jesli para (a,b) € A X B jest nieporow-
nywalna, to przedzialy sie przecinaja, a wiec koniec pierwszego lezy przed poczatkiem drugiego. To
znaczy, ze para jest odwracana. O

Whiosek. Dla posetu przedziatlowego zachodzi dim (P) = O (log n). Mozemy ponumerowac elementy
liczbami binarnymi, definiujemy A;, B; jako te elementy, ktorych liczby na i-tej pozycji maja od-
powiednio 0 i 1. Takich par jest logn, nieporéwnywalne pary z kazdej odwracamy za pomocay 2
rozszerzen.

Propozycja 27. Niech P bedzie porzadkiem rownoprzedzialowym . Wtedy dim (P) < 3.

Dowéd. Ustalmy rozrozniajaca reprezentacje rownoprzedziatowa I = {[a,,a, + 1] : € P}, w kto-
rej zaden koniec przedziatu nie jest liczba catkowita. Dzielimy elementy na dwa rozlaczne zbiory

A={z € P:ay,a, + 1] zawiera liczbe parzysta},

B = {x € P: [ay,ay + 1] zawiera liczbe nieparzysta} .

Wiemy, ze istnieja liniowe rozszerzenia Ly i Lo, ktore odwracaja wszystkie pary pomiedzy A i B.
Zostaja pary elementow zawierajacych liczbe calkowita tej samej parzystosci (czyli te sama liczbe, bo
muszg, sie przecinac¢). Niech zp, . .., zx beda kolejnymi liczbami catkowitymi nalezacymi do ktoregos
z przedzialéw z I. W rozszerzeniu liniowym Ls najpierw kladziemy elementy zawierajace zyp w
kolejnosci odwrotnej niz w Lp, potem powtarzamy to samo dla kolejnych liczb az do z; (potem
dodajemy reszte elementow dowolnie). Widzimy, ze {L1, Lo, L3} jest realizatorem. O

I Uwaga. To ograniczenie jest najlepsze mozliwe, bo pajak jest réwnoprzedzialowy.

I Propozycja 28. Niech P bedzie n-elementowym porzadkiem przedzialowym. Wtedy P Cinq Uay,.

Dowéd. Mozemy wypisa¢ wszystkie korice przedziatow od lewej do prawej, a nastepnie pozby¢ sie
istniejacych przedzialéw i przypisa¢ koricom kolejno liczby od 1 do 2n. Tak otrzymane przedzialty
tworza P i zawieraja sie w Us,. O
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Twierdzenie 12 (Fiiredi, Hajnal, Rodl, Trotter 1991). Niech P bedzie n-elementowym porzadkiem
przedzialowym. Wtedy
dim (P) = O (loglogn).
Dowdd. Niech N (w) = min {t eN: (LEJ) > w} Przyjmijmy t = N (logn), s = (Léj) Korzystajac
2 2

7 Szacowania (%)n <n!<eyn (%)n dostajemy

logn >

<t1> _ (- 1 (t— 1) ol ol
| 7

=)/ 15

ST e /|2t 52 ¢ - LT ¢ - =]

czyli loglogn > —2loge +t — 1 — logt. Zatem
t <loglogn+1+2loge+logt <loglogn + 1+ 2loge + log (loglogn + 1 + 2loge + logt) .

Ostatecznie t = O (loglogn). Zatem wystarczy pokazaé, ze dim (U,) < N (logn) + 3. To da nam
ograniczenie dim (P) < N (log2n) + 3. Niech L bedzie liniowym rozszerzeniem P, w ktorym
bierzemy przedzialy w kolejnosci rosnacych lewych koncow. W przypadku remisu jako pierwsze
bierzemy te o wigkszym prawym koricu. Analogicznie definiujemy Ligne — najpierw w kolejnosci
rosnacych prawych koricow, w przypadku remisu bierzemy wiekszy lewy koniec. Latwo zauwazy¢,
ze odwracamy tak wszystkie pary zawierajacych sie przedziatow.

Jesli przedzial x zaczyna sie przed y i si¢ z nim nachodzi (nie zawiera), to chcemy odwrocié (z,y) —
pare (y, z) odwraca Ljer. Oznaczmy zbior takich par przez S. Pokazemy, ze S’ C S jest odwracalny
wtedy i tylko wtedy, gdy dla (x1,z2), (z2,23), ..., (xx_1,2%) € S’ zachodzi (z1,2) € S.

Jesli L odwraca S, to musi by¢ xp < ... <z w L. Lewy koniec z;11 jest na prawo od lewego konca
x;. Zatem lewy koniec xy jest na prawo od lewego korica x;. Jesli sie przecinaja, to (x1,x;) € S. W
przeciwnym wypadku mamy z; < xx w P — sprzecznosé.

Dla dowodu nie wprost drugiej strony zakladamy, ze P U S’~! ma cykl prosty. Zauwazmy, ze kilka
krawedzi pod rzad z P mozna zastapié jedng z przechodniosci. Podobnie kilka krawedzi pod rzad z
S’~! mozna zastapi¢ jedna z S~! z naszego zalozenia. W rezultacie dostajemy cykl, w ktérym na
zmiane sa krawedzie z P i S~! (oczywidcie nie z tylko jednego). Niech xjzoz374 beda kolejnymi
elementami cyklu (nie ma cykli o 2 lub 3 elementach) i niech xj25 taczy krawedz z P. Poczatek
xo jest za konicem x;. Nastepnie poczatek x3 jest przed poczatkiem x5, a koniec przed koncem.
Poczatek x4 jest za koncem x3. Widzimy, ze poczatek x5 jest przed poczatkiem x4 i tak dalej dla
kolejnych elementoéw cyklu — elementy parzyste zaczynaja sie coraz dalej. To nie moze zachodzié¢
cyklicznie.

Wracamy do wlasciwego dowodu. Rozwazmy rézne wektory f() ... () 7z {0,1}° (istnieja, bo

n < 2%) posortowane leksykograficznie. Ustalmy parami rézne My,..., My € (L[i] J) Podzielimy
2

S na odwracalne Sy, ...,S;. Rozwazmy pare (x,y) € S. Bedziemy patrze¢ na kolejne wektory
flae) flay) ) £(u) odzie a, i by to odpowiednio poczatek i koniec z. Zauwazmy, ze wypisalismy
je w kolejnosci rosnacych indeksow. Niech d (z) oznacza pierwszy wiersz, w ktorym wektory f (az) j
f®=) sie roznia.

Rozwazmy pierwszy wiersz, w ktorym nasze cztery wektory sie roznia. Wektory sa posortowane
leksykograficznie, a wiec kolejno wypisane wartosci z tych wierszy moga wygladaé na trzy sposoby:
0001, 0011, 0111. Jesli jest to 0011, to mamy d (z) = d (y), bo réznia sie wlasnie w tym wierszu.
Umieszczamy wtedy (x,y) w So. W przeciwnym wypadku wybieramy ¢ € Mg,y \ My(,) (zauwazmy,
ze taki zbior zawsze jest niepusty) i umieszczamy (z,y) w Se.

Pokazemy, ze (x,y),(y,z) € So implikuje (z,z) € Sy, co da nam odwracalnosé. Mamy d (z) =
d (y) = d(z). Popatrzmy na ten wiersz, gdzie wszystkie wlasnie rozwazane pary wektorow sie roznia.
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Mamy a, < ay < b, oraz ay < a, < by. Jednoczesnie f (=) przyjmuje w rozwazanym wierszu wartosé
1, a f(@) przyjmuje 0. Z tego wynika a, < b,, a wiec (z,2) € Sp.

Zatozmy, ze (x,y), (y,2) € S;. Mamy wtedy i € My(y) \ Mgy oraz i € Mgy \ My(,). Sprzecznosé.
Zatem warunek na odwracalnos¢ S; jest pusto spelniony. To pokazuje, ze znalezliSmy podzial na
zbiory odwracalne i koriczy dowod. O

7. Podposety przedzialowe

Definicja 38. Graf G nazywamy grafem nachodzenn przedzialoéw, jesli jego wierzchotkom mozna
przypisaé przedzialy w taki sposob, ze miedzy przedzialami [a,b] i [¢, d] jest krawedz wtedy i tylko
wtedy, gdy a < c<b<dlub c<a<d<b. Jest to graf przecie¢ niebedacych zawieraniem.

Uwaga. Suma przedzialéw tworzacych Sciezke w grafie nachodzen jest przedzialem. Zatem w spoj-
nym grafie nachodzenl suma wszystkich przedzialow jest przedziatem.

Propozycja 29. Niech G bedzie spojnym grafem nachodzen. Niech I bedzie jego rozrozniajaca re-
prezentacja. Niech r € V (G) bedzie wierzchotkiem (zwanym korzeniem) o najwczesniejszym lewym
koncu. Dla d > 1 niech H bedzie spéjnym podgrafem G takim, ze dg (r,z) = d dla kazdego
x € V(H). Wtedy dla kazdego « w H istnieje y w G taki, ze dg (r,y) =d — 11 ay € E(G) oraz
I(y) £ In = U.evn L (2)-

Dowdd. Ustalmy wierzchotek x € V' (H). Niech o dg (r, ) = d $wiadczy $ciezka rvq . .. vg_12. Mamy
dg (r,vg—1) = d — 1 oraz vg_1x € E(G). Pokazemy, ze I (vq—1) € Iy, co wlasciwie znaczy, ze te
przedzialy sie nachodza (bo I (v4—1) przecina sie z I (x) C Iy). Rozwazana Sciezka zaczyna sie w
r ¢ V(H), a konczy w x € V (H). Zatem istnieje v;, ktore nie jest w V (H), ale v;41 juz jest.
Zaltézmy nie wprost, ze ¢ < d — 2. Wtedy jeden z konicow v; przecina sie z Iy, a wiec z jakims$
u €V (H). Wtedy jednak dg (r,u) <d—2+4+1=d— 1, czyli sprzecznosé. Zatem i = d — 1 1 mamy
nasza teze. O

Definicja 39. Niech P bedzie posetem przedzialowym o rozrézniajacej reprezentacji I. Niech S
bedzie zbiorem nieporownywalnych w P par (z,y), takich, ze x zaczyna sie przed y i na niego
nachodzi. Przez dim* (I) oznaczamy liczbe liniowych rozszerzeri P potrzebnych do odwrocenia S.

I Uwaga. Pokazalismy wczesniej, ze dim™ (/) < dim (P) < 2 + dim™ (I).

Propozycja 30. Niech P bedzie posetem przedzialowym o rozrézniajacej reprezentacji I. Zachodzi
nastepujace.

1. Niech I1,...,I; beda podzbiorami I indukujacymi spdjne sktadowe jego grafu nachodzen G.
Wtedy dim”® (I) = max;¢[y) dim” (1;).

2. Niech X1, X5 bedzie podziatem I. Wtedy dim” (1) < 2 + max;¢g) dim” (X;).

Dowéd. (1) Rozwazmy liniowe rozszerzenie I; i zauwazmy, ze odpowiada ono pewnej funkcji zna-
kujacej — idziemy po przedziatach w kolejnosci liniowego rozszerzenia i znakujemy ich punkty, za
kazdym razem wybierajac najblizszy mozliwy punkt na prawo od poprzedniego (formalnie przedziaty
sg ciagle, ale mozna ustali¢ ,krok” na minimalng odlegto$¢ miedzy koiicami przedzialéw podzielona
przez liczbe przedzialow). Odleglosé ostatnio oznakowanego punktu do poczatku pewnego juz roz-
wazonego przedzialu jest mniejsza niz minimalna odleglto$é miedzy koricami przedziatéw. Zatem
koniec aktualnie rozwazanego przedziatu musi leze¢ na prawo od ostatnio oznakowanego punktu,
bo inaczej caly przedzial lezalby na lewo od pewnego juz rozwazonego przedziatu i byltby pierwszy
w posecie. Czyli istnieje punkt, ktéry mozemy oznaczyc¢.

Majac funkcje znakujace dla roztacznych rodzin przedzialéw mozna je zsumowaé, dostajac funk-
cje znakujaca dla calej rodziny. Zatem dostajemy max;ciq) dim* (I;) funkcji znakujacych, ktorych
rozszerzenia liniowe odwracaja odpowiednie pary i §wiadcza o odpowiedniej réwnosci.

(2) Za pomoca dwoch liniowych rozszerzeri mozemy odwrocié wszystkie nieporéwnywalne pary z
X7 x X511 X5 x X7, a pozostale odwracamy analogicznie jak przedtem. O
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Definicja 40. Poset T' o zbiorze podkladowym {z1,...,2,} U{y,;r: 1 < j < k < n} nazywamy n-
gaszczem (thicket), jesli 21 <22 < ... <zp, wT orazz; <y, < 1 <j<kiyr <z <
j<k<i.

Propozycja 31. Niech P bedzie posetem przedzialowym. Jesli T C;,,q P dla pewnego (3n)-gaszczu
Ta to Un Cind P.

Dowéd. Pokazemy, ze jesli element gaszczu ys;—1 3, utozsamimy z przedzialem [i, j| z U, to otrzy-
mamy U, jako podposet indukowany 7', co da nam teze.

Jesli [, 7] < [k, €], toj < k. Mamy 3j+2=3(j+1)—1 < 3k—1, awiec ysi—1,3j < 341 < Y3k—1,3¢-
Jesli [i, 4] || [k, €], to mozna zalozy¢ k < j i j < (. Zatem x3;,23;—1 || Y3i—1,3j, Y3k—1,3¢. Mamy
r3j_1 < 35, a P jest (2 4 2)-wolny, wiec yzi—_1,3; || y3x—1,3¢. To koriczy dowod. O

Twierdzenie 13 (Kierstead, Trotter 2000). Niech m > 2 i niech P bedzie posetem przedzialowym
z rozrozniajacy reprezentacja . Jesli dim* (I) > 6m — 10, to P zawiera m-gaszcz jako podposet
indukowany.

Dowéd. Przeprowadzimy indukcje po m. Dla m = 2 mamy dim* (I) > 2, a 2-gaszcz to po prostu
2+41. Jesli P nie zawiera 241, to w I mamy kilka rodzin przedziatéw takich, ze wszystkie przedzialty
w jednej rodzinie sie przecinaja i sa roztaczne z pozostatymi rodzinami. Jest tak, bo jesli pewne
dwa przedzialy sa roztaczne i mamy trzeci przedzial przecinajacy sie z jednym z nich, to nie moze
przecina¢ sie z drugim, bo razem tworzylyby 2 + 1. Te rodziny sa spéjnymi skltadowymi grafu
nachodzeni I (jedna rodzina moze zawiera¢ kilka skladowych, ale to nie problem). Do tego kazda
z nich ma wymiar co najwyzej 1, bo mozna ulozy¢ nachodzace na siebie przedzialy w kolejnosci
malejacych koneow. Zatem dim™ (I) < 1 — sprzecznosé. Dalej zakladamy m > 3.

Mozemy zalozy¢, ze graf nachodzen G rodziny I jest spojny, bo inaczej wystarczy rozwazyé¢ jego
spojna sktadowa $wiadczaca o dim™ (I). Ustalmy element (korzen) r o majwczesniejszym lewym
konicu. Niech Dy = {z € [ : dg (r,x) = k} dla k > 0. Definiujemy Wy = U2|k Dy, Wy = U2,(,c Dy,.
Niech x € T\ {r}. Rozwazmy najkrotsza sciezke z r do z (jedna z nich). Jesli wierzchotek poprzedza-
jacy x nachodzi na niego od lewej, to méwimy, ze x jest lewy. W przeciwnym wypadku jest prawy.
Dla o € {0,1} definiujemy W, 1, = {z € W, : x jest lewy}. Analogicznie W, r. Niektore elementy
moga wystepowaé w obu tych zbiorach. Usuwamy je z W, gr tak, aby te zbiory tworzyty podziat
W,. Do tego dodajemy r do Wy 1. Z propozycji o podziale I mamy, ze dim™ (W, g) > 6m — 10 — 4
dla pewnych « € {0,1}, 8 € {L, R}.

Niech J bedzie spojna skladowa W, s Swiadczaca o wymiarze. Wtedy mamy dg (r,z) = k dla
kazdego = € J i pewnego k. Wynika to z tego, ze nachodzace na siebie przedzialy maja odlegtosé
od r r6zna o co najwyzej 1, ale odlegloici w J sa tej samej parzystosci, wiec jesli sa roézne, to
o wiecej niz jeden. Zalozmy, ze 8 = R (dla L dowo6d analogiczny) i podzielmy J na elementy
maksymalne (dla 8 = L bylyby to minimalne) Y oraz pozostate Z. Mamy dim” (J) < 2+dim* (Z),
bo jest dim™ (Y) < 1 — sa to parami przecinajace si¢ przedzialy (jak w bazie indukcji). Dostajemy
dim* (Z) > 6 (m — 1) — 10. Zatem Z zawiera (m — 1)-gaszcz.

Mamy w Z elementy {z1,...,Zm-1} U{yjx:1<j <k <m—1} o odpowiednich poréwnywalno-
$ciach. Niech z,,, bedzie przedziatem z Y o najbardziej prawym lewym korcu. Jest on nad kazdym
x;, bo jesli ktores x; sie¢ z nim przecina, to przecina sie ze wszystkim w Y i jest maksymalne. Roz-
wazmy element x;. Niech elementem poprzedzajacym go na Sciezce do r bedzie y; ,,. Nie nalezy on
do J, bo jest w innej odlegltosci od r. Z propozycji o grafach nachodzeri wiemy, ze wychodzi on poza

sume przedzialow z J (od prawej). Zatem y; p, jest nieporéwnywalny z z;, . .., Zn,. Do tego nachodzi
sie z x;, a wiec jest poréwnywalny z x1,...,2;—1. W ten sposéb skonstruowalisémy m-gaszcz, co
koniczy dowdod. O

Whiosek. Dla kazdego posetu przedzialowego @ istnieje d takie, ze jesli dla posetu przedziatowego
P zachodzi dim (P) > d, to @ Cinq P.

Dowdd. Zatézmy, ze @@ ma n elementow. Jesli dim (P) > 36n — 8, to dla jego rozrozniajacej repre-
zentacji I mamy dim* (I) > dim (P) — 2 > 6 - 6n — 10, a wiec pewien (6n)-gaszcz jest podposetem
indukowanym P. Zatem Q Cinq Uz, Cing P, co koriczy dowod. O
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Definicja 41. Klase grafow nazywamy dziedziczna, jesli kazdy indukowany podgraf grafu z tej klasy
roéwniez do niej nalezy.

Przykfad. Bedziemy rozwazaé¢ rézne dziedziczne klasy grafoéw i sprawdzac, czy sa doskonate albo
chociaz y-ograniczone. Najprostszym kontrprzyktadem dla tego drugiego jest wskazanie klasy grafow
bez trojkatow i z nieograniczonym x. Wobec tego bedziemy szukaé y-nieograniczonych klas grafow
bez trojkatow, a nawet takich z duza talia. Dobrym Zrédlem dziedzicznych klas grafow sa obiekty
geometryczne.

Rozwazmy grafy przecie¢ odcinkéw. Jesli odcinki maja konce na dwoch rownolegltych prostych, to
sa to grafy permutacji, a wiec sa doskonate. Jesli jeden z koncow lezy na pewnej ustalonej prostej
(a drugi gdziekolwiek), to dostajemy klase graféw y-ograniczonych. Dowolne odcinki w R? maja juz
grafy bez trojkatoéw i z nieograniczonym x, a w R? dla d > 3 moga mie¢ nawet duza talie.

Rozwazmy grafy przecie¢ figur o krawedziach rownoleglych do osi (wielowymiarowych ,pudetek”).
Grafy przedziatowe R sa doskonate. Przeciecia prostokatow w R? sa x-ograniczone (Asplund i Griin-
baum zrobili O (w?), Walczak O (wlogw)). Dla wigkszej ilosci wymiaréw (czyli juz od prostopadto-
Scianéw) jesteSmy w stanie znalez¢ grafy z duza talig i nieograniczonym .

Rozwazmy grafy roztacznosci odcinkow (dopeknienia grafow przecieé). Dopelnienie grafu permutacji
jest grafem permutacji, wiec jest to ta sama klasa graféw doskonalych. Natomiast dowolne odcinki
w R? dla d > 2 sa y-ograniczone. Zatem grafy rozlacznosci maja tadniejsza strukture niz grafy
przeciec.

Propozycja 32. Grafy poréwnywalnosci i nieporéwnywalnosci sa doskonate.

Dowdéd. W grafie poréwnywalnosci klika odpowiada lancuchowi, a kolorowanie pokryciu antylaicu-
chami. Twierdzenie dualne do twierdzenia Dilwortha moéwi, ze najwieksza dtugosé tancucha (w(G))
jest rowna najmniejszemu pokryciu antylancuchami (x(G)). W grafie nieporéwnywalnosci analo-
giczna wlasno$é daje twierdzenie Dilwortha. O

Twierdzenie 14 (Asplund, Griinbaum 1960). Grafy przecie¢ prostokatow o bokach réwnolegtych do
osi uktadu wspolrzednych sa x-ograniczone.

Dowéd. Pokazemy, ze x(G) < w(G) - (4w(G) — 3). Dla dowodu zauwazmy, ze krawedzie mozna
podzieli¢ na dwa typy: krzyzowe (w przecieciu nie zawiera sie zaden naroznik) i naroznikowe (jest
zawarty co najmniej jeden naroznik).

Niech G i G2 beda grafami na wierzchotkach G, ktére maja odpowiednio tylko krzyzowe i tylko
naroznikowe krawedzie z G. Mamy x(G) < x(G1)x(G2), bo kolorowanie produktowe jest poprawne
na obu typach krawedzi.

Zorientujmy krawedzie G tak, ze krawedz jest w strone prostokata wezszego na osi x. Takie zo-
rientowanie jest przechodnie (prostokat wezszy na x musi na osi y rozciagaé sie ponizej i powyzej
prostokata szerszego, wiec musi zawiera¢ w sobie fragment przeciecia z tym jeszcze szerszym), a
wiec G jest grafem porownywalnosci i jest doskonaly. Mamy wiec x(G1) = w(G1) < w(Q).

W G5 kazdy naroznik jest uwiklany w co najwyzej w(Gs) — 1 krawedzi, bo prostokaty zawierajace
go tna sie parami niepusto, a wiec tworza klike. Jesli G zawiera n wierzchotkow, to E(Gs) <
% = 2n(w(G2) — 1), bo kazda krawedz jest zwiazana z co najmniej dwoma wierzchotkami
(w roznych prostokatach). Zatem d(G3) < 4(w(G2) — 1). Kazdy podgraf G5 rowniez jest grafem
naroznikowych przecie¢ prostokatow, a wiec zachodzi w nim ta sama nieréwnosé. Sredni stopien
ogranicza stopieri minimalny, wiec mamy col(Gs) < 4w(G2) — 3 < 4w(G) — 3. Ostatecznie x(G) <
X(G1)X(G2) < w(G) - (4w(G) — 3). O
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Twierdzenie 15 (Larman, Matousek, Pach, Torécsik 1994). Jesli G jest grafem roztacznosci odcinkow
w R2, to zachodzi x (G) < w (G)*.

Dowéd. Rozwazmy dwa roztaczne odcinki z, y takie, ze lewy koniec z jest na lewo od lewego konca
y. Mowimy, ze krawedz xy jest krokiem w gore, jesli projekcje = i y na pozioma 0§ sa roztaczne lub
lewy koniec y lezy nad odcinkiem x. Podobnie zy jest krokiem w dot, jesli odpowiednie projekcje
sg roztaczne lub odpowiedni koniec lezy pod x. Do tego xy jest skroceniem w gore, jesli rzut y na
pozioma of zawiera sie w rzucie x i y lezy nad z. Jesli y lezy pod z, to zy jest skroceniem w doét.

Te cztery mozliwoéci daja nam podziatl krawedzi na 4 klasy. Do tego krawedzie w kazdej klasie sa
skierowane (na podstawie lewych koncow). Latwo zauwazyé, ze nasze klasy sa acykliczne (zawsze
idziemy w prawo) oraz przechodnie. Zatem podgrafy indukowane przez te klasy krawedzi sa grafami
poréwnywalnosci, czyli sa doskonale. Stosujac kolorowanie produktowe dostajemy x (G) < w (G)4.

O

Definicja 42. Grafem geometrycznym nazywamy graf narysowany na plaszczyznie za pomoca, punk-
tow i odcinkow.

Propozycja 33. Graf geometryczny z n wierzchotkami i bez roztacznych (na rysunku) krawedzi ma
co najwyzej n krawedzi.

Dowdd. Ustalmy taki graf G. Jesli kazdy wierzcholek ma stopien co najwyzej 2, to mamy |E (G)| <
n. Dalej zal6zmy, ze v jest wierzchotkiem o stopniu co najmniej 3. Wtedy jedna z krawedzi incydent-
nych do v jest krawedzia separujaca — prosta, w ktorej ta krawedz jest zawarta, dzieli plaszczyzne
na dwie czesci i w kazdej jest krawedz incydentna do v. Wynika to z tego, ze jesli trzy krawedzie
leza w jednej polptaszczyznie, to mozna wziaé srodkowa, a jesli nie, to kazda z nich jest krawedziag
separujaca.

Powiedzmy, ze separujaca jest krawedz vw. Wierzcholek w ma stopien 1 — gdyby jakas inna krawedz
wychodzila z tego wierzchotka, to musiataby przecinaé obie krawedzie, ktére vw oddziela, co nie
jest mozliwe. Zatem mozemy usunaé¢ w i dostaé teze z indukcji. O

Twierdzenie 16. Niech G bedzie grafem geometrycznym o n wierzchotkach, w ktérym nie ma k + 1
parami rozlacznych krawedzi. Wtedy |E (G)| < k*n.

Dowdéd. Popatrzmy na krawedzie naszego grafu jak na odcinki na plaszczyznie. Tworzg one graf
roztacznosci, w ktérym najwieksza klika ma rozmiar k. Zatem mozna podzielié krawedzie naszego
grafu na k* klas, w ktorych kazda jest zbiorem niezaleznym, czyli zadne dwie krawedzie w klasie nie
sa rozlaczne. Na mocy poprzedniej propozycji w kazdej takiej klasie jest co najwyzej n krawedzi,
co daje teze. O

Definicja 43. Zbiorem przybijajacym dla rodziny obiektéw geometrycznych nazywamy taki zbior
punktéw, ze kazdy obiekt z rozwazanej rodziny zawiera ktory$ z tych punktow.

Definicja 44. Dla pewnego zbioru ¢ roztacznych linii Ly, ..., L. c-przedzialem nazywamy obiekt
I= Uje[c] I;, gdzie I; jest przedzialem w L;.

Lemat 12. Niech Ay,..., A; beda rodzinami parami roztacznych c-przedziatow. Do tego |A;| = t°.
Dla kazdego ¢ mozemy wybra¢ X; € A; tak, ze c-przedzialy {Xi,..., X} sa parami roztaczne.

Dowdd. Przeprowadzimy dowod indukeyjny po (¢, t). Dla t = 1 teza jest oczywista. Dla ¢ = 1 pa-
trzymy na wszystkie rozwazane rodziny na jednej linii. Wybieramy przedzial o najbardziej prawym
lewym konicu i usuwamy z rozwazain cala rodzine, do ktérej on nalezal. Nastepnie usuwamy z rozwa-
zan wszystkie inne przedziaty, ktore sie z nim przecinaja. Zauwazmy, ze z kazdej rodziny usunelismy
maksymalnie 1 element — gdybysmy usuneli dwa przedziaty z jednej rodziny, to ten bardziej prawy
musialby sie zaczynaé¢ po poczatku wybranego przedziatu, co jest sprzeczne z jego definicja. Nasze
rodziny maja rozmiar ¢, wiec bedziemy w stanie wybraé¢ w taki sposob t roztacznych przedzialow,
kazdy z innej rodziny.

Dalej zakladamy ¢, ¢ > 2. Dla kazdego i patrzymy na elementy A; na linii L.. Widzimy na niej ¢¢ roz-
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lacznych przedzialéw. Laczymy je w zbiory po t°~! kolejnych przedzialéw i rozwazamy przedzialy
bedace otoczkami wypuklymi tych zbioréw (to znaczy przedzialami o poczatku w najwczesniej-
szym poczatku i koricu w najpozniejszym koricu). W ten sposob z rodziny A; uzyskaliémy rodzine
{Yi1,--.,Yyi} roztacznych otoczek. Z bazy indukcji mozemy wybraé po jednej otoczce z kazdej ro-
dziny tak, ze sa one roztaczne. Nastepnie ograniczamy kazda rodzine do tych c-przedzialéw, ktore
zawieraja sie w wybranej dla niej otoczce. W tej chwili nasze rodziny maja po t°~! elementéw, a wiec
mozemy ograniczy¢ sie do linii Lq, ..., L._1 i z zalozenia indukcyjnego wybraé¢ po jednym (¢ — 1)-
przedziale z kazdej z rodzin tak, ze sg one roztaczne. Odpowiadajgce im oryginalne c-przedzialy tez
s roztaczne, bo ograniczylisémy nasze rodziny tak, ze na ostatniej linii sa one w pelni roztaczne. [

Twierdzenie 17 (Gyarfas, Lehel 1969). Istnieje funkcja v (c) taka, ze jesli J jest rodzina c-przedziatow
takich, ze kazde dwa sie przecinaja (na ktorejkolwiek wspolrzednej), to istnieje zbior przybijajacy
H dla J sktadajacy sie z konicow przedzialow taki, ze |H| < v (c).

Dowdéd. Rodzine c-przedziatdéw nazywamy t-niezalezna, jesli nie ma w niej ¢t + 1 parami roztacznych
c-przedziatow. Pokazemy, ze dla t-niezaleznej rodziny c-przedzialow J istnieje funkcja f (¢, ¢) taka,
ze istnieje zbior przybijajacy H dla J sktadajacy sie z koricow przedzialow taki, ze |H| < B (¢, c).
O tezie bedzie wtedy swiadczyé wartosé 8 (1, ¢). Przeprowadzimy indukeje po (¢, t). Na wstepie
zalozmy, ze rozwazane przedzialy maja rézne konce (zawsze mozna je przesunaé nie zmieniajac
rozlacznosci).

Po pierwsze zauwazmy, ze ((t,1) = ¢ — mozemy zamiata¢ rozwazana linie od lewej i przybija¢
napotkanie korice jeszcze nieprzybitych przedzialow. Wtedy przybijemy wszystkie przedzialy, a je-
$li po ustaleniu ¢ punktéw istniatyby nieprzybite przedzialy, to rodzina musiataby zawieraé t + 1
niezaleznych przedziatow.

W kroku indukcyjnym rozwazmy linie L., 1. Bedziemy definiowaé¢ punkty pg, p1,... na L.y1. Niech
po = —oo (dowolny punkt na lewo od wszystkich przedzialow). Majac p, wybieramy p,11 jako mak-
symalnie prawy punkt taki, ze rodzina B, = {I \ Ley1 : I € J,I.41 C (pr,pra1)} jest (¢4 1) —1)-
niezalezna. Z maksymalno$ci p,1 wynika, ze p,11 jest koiicem pewnego przedzialu, po dotaczeniu
ktorego rodzina B, zawiera (t 4+ 1)° niezaleznych c-przedzialéw. Niech &, bedzie B, po dolaczeniu
tego przedzialu. Pokazemy, ze p;41 = 400, to znaczy zbiér wszystkich c-przedzialéw po p; jest
((t +1)° — 1)-niezalezny. Gdyby tak nie byto, to rodziny &, ..., & bylyby poprawnie zdefiniowane.
W kazdej z nich mamy podrodzine (¢t + 1)° rozlacznych c-przedzialéw, a wigc istnieje wsréd nich
t + 1 parami roztacznych c-przedzialow. Z konstrukeji sa one roztaczne tez na L.y, a zatem mamy
t + 1 roztacznych (¢ + 1)-przedziatow w J — sprzecznosc.

Wybierajac punkty pi,...,p: pozostaja nam do przybicia tylko te (c 4 1)-przedzialy, ktorych od-
powiadajace c-przedzialy naleza do ktoregos z Bo, ..., B;. Kazda z tych rodzin jest ((t 4+ 1) —1)-
niezalezng rodzing c-przedzialow, a wiec z zalozenia indukcyjnego kazda z nich mozna przybié
skoniczong liczba punktow. Ostatecznie dostajemy S (t,c+1) <t +B((t+1)°—1,¢) - (t+1). O

Lemat 13. Niech G bedzie grafem roztacznosci prostokatow o bokach réownoleglych do osi uktadu
wspolrzednych. Jesli G nie ma k + 1 parami roztacznych prostokatoéw, to posiada zbiér przybijajacy
rozmiaru co najwyzej k2. W szczegolnosci zachodzi x (G) < k2.

Dowéd. Mozemy rozwazy¢ projekcje prostokatéw na pozioma os. Tworza one poset przedziatlowy
o wysokosci co najwyzej k (bo rozlaczne przedzialy powstaja z roztacznych prostokatow). Zatem
mamy podzial na k antylaricuchow. Wszystkie przedzialy z jednego antytancucha parami sie przeci-
naja, a wiec maja punkt wspolny. Mozemy narysowac¢ pionowe proste przechodzace przez te punkty,
a nastepnie powtoérzy¢ rozumowanie dla projekcji na druga o$. W ten sposéb dostajemy poziome
proste. Kazdy prostokat zawiera w sobie punkt przeciecia prostej poziomej i pionowej przecinajacej
projekcje jego bokéw. Zatem wszystkie punkty przeciecia daja nam zbiér przybijajacy. Prostokaty
przybite przez dany punkt mozna pokolorowaé¢ na ten sam kolor, co daje ograniczenie na liczbe
chromatyczna. U

Twierdzenie 18. Niech P bedzie zbiorem punktéw a R rodzing prostokatéow. Niech dla kazdego
R € R zachodzi PR = PN R # (). Mowimy, ze S, R € R sa prawie rozlaczne, jesli Ps N Pr = {).
Istnieje taka stata v, ze jesli R nie zawiera k + 1 parami prawie roztacznych prostokatéw, to istnieje
zbior przybijajacy H C P o |H| < k.
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Dowdd. Niech R, S € R beda takie, ze lewy dolny rog R lezy pod lewym dolnym rogiem S (mozemy
zalozy¢, ze sa rézne). Rozwazmy projekcje tych prostokatow na pionowa os. Rozwazamy przypadki:

1. projekcja S lezy wewnatrz projekcji R.

2. projekcja S nachodzi na projekcje R od gory lub jest z nig roztaczna.
Podobnie dla poziomych projekcji mamy przypadki:

1. projekcja S zawiera sie w projekcji R.

2. projekcja R zawiera sie w projekcji S.

3. projekcja S lezy po prawej od projekcji R (nachodzac na nia lub nie)

4. projekcja S lezy po lewej od projekcji R (nachodzac na nia lub nie)

Podzielilismy w ten sposéb pary prostokatow na 8 klas, w ktéorych mozna skierowaé pary od R
do S, tworzac z klas relacje. Takie relacje sa acykliczne oraz przechodnie. Po ograniczeniu sie do
prostokatow prawie roztacznych dalej mamy relacje acykliczne i przechodnie (jesli (R, S) i (S,T) sa
w relacji, to cze$¢ wspolna R 1 T zawiera sie w czesci wspoélnej R 1 .5), a do tego jedna z nich staje
sie pusta (polaczenie 11 1 — R zawiera S). Z zalozenia kazda relacja ma wysokos$é¢ co najwyzej k,
a wiec cala rodzine mozna podzieli¢ na k7 klas tak, ze wewnatrz jednej klasy nie ma pary prawie
roztacznych prostokatow.

Rozwazmy jedna taka klase C. Prostokaty w niej nie sg prawie roztaczne, a wiec nie sg roztaczne. Dla
rodziny przecinajacych sie prostokatow istnieje punkt zawarty z kazdym z tych prostokatow (wynika
z analogicznej wlasnosci dla przedzialow). Mozemy przesunaé prostokaty i zalozyé, ze tym punktem
jest srodek uktadu wspoélrzednych. Niech Q,Q2, Q3, Q4 beda jego ¢wiartkami. Rozwazmy zbiory
A; = min (PN Q;) (bierzemy porzadek produktowy na modutach wspotrzednych). Zauwazmy, ze
jesli jaki§ prostokat z C zawiera w sobie jaki§ punkt z P N Q;, to zawiera tez punkt z A;.

Mozemy umiesci¢ punkty z A; na linii, wypisujac je od najblizszego od pionowej osi do najdalszego
(rownowazne od najdalszego do poziomej osi do najblizszego). Prostokatowi R € C przypiszemy
przedziat I; p bedacy otoczka wypukta zawartych w nim punktéw z A;. Jesli prostokat nie zawiera
zadnych punktow z A;, to ktadziemy go za wszystkimi punktami tak, by byt roztaczny z wszystkimi
innymi przedziatami. Dla ustalonego R taka sytuacja nie moze zaj$¢ dla wszystkich zbioréw A;, bo
R zawiera punkt z P w ktorejs ¢wiartce.

Kazdemu prostokatowi R € C mozemy wiec przypisa¢ 4-przedzial I = Uz‘e[4] I; r. Co wiecej, dla
R, S € C mamy IrNIg # () — wynika to z tego, ze R i S maja wspolny punkt z P (w ktorejs éwiartee),
a wiec maja wspolny punkt w ktoryms A;. Zatem istnieje liczba v = 7 (4) taka, ze mozna przybic
rozwazane 4-przedzialy za pomoca 7y ich konicow. Jesli ktorys z wybranych koncéw nie odpowiada
punktowi z zadnego A;, to jest koricem pewnego I; p takiego, ze A;NR = (). Mozemy wtedy zastapi¢
go koricem innego I; g, ktéry nalezy do A;. Zbior punktéow dalej bedzie przybijajacy, bo wyrzucony
punkt przybijal tylko 4-przedzial prostokata R. Przenoszac punkty z linii na plaszczyzne dostajemy
zbidr co najwyzej v punktéw przybijajacych C. Powtarzajac to dla kazdej klasy dostajemy teze. [

9. Wymiar bez standardowych przyktadow 70250425

Propozycja 34. Niech G bedzie grafem bez trojkatow o n wierzchotkach. Zachodzi x (G) = O (v/n).

Dowdd. Jesli G nie ma wierzchotkow o co najmniej /n sasiadach, to mozemy pokolorowaé graf
zachlannie. Dalej zalozmy, ze v € V (G) ma degy (v) > +/n. Miedzy sasiadami v nie ma krawedzi
(graf nie ma trojkatow), a wiec mozna pokolorowaé¢ N [v] za pomoca dwoch koloréw, a nastepnie
usunaé te wierzcholki i powtarzaé¢ dla reszty grafu. Takich operacji usuniecia moze by¢ co najwyzej
n

Tn = Vn, a w kazdej korzystamy z dwoch nowych kolorow. To daje nam teze. O

Uwaga. Sciste szacowanie dla powyzszego problemu wynosi © (4 / %)
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Przykfad. Bedziemy chcieli wykaza¢ podobny rezultat dla wymiaru posetu. Wiemy, ze posety Sa-
wolne to posety przedzialowe, a wiec maksymalny wymiar jest rzedu © (loglogn). Dla posetow
Si-wolnych mozna pokazaé ograniczenie gorne o (n) oraz dolne (nl_g(")). Dla t = 3 mamy do

tego ograniczenie dolne () (152;;).

Propozycja 35. Niech ¢ > 3 i niech P bedzie posetem S;-wolnym. Wtedy @ = sp (P) rowniez jest
Si-wolny.

Dowdéd. Zalozmy nie wprost, ze S; Cinq Q. Elementy maksymalne tego S; sg elementami maksy-
malnymi splitu, a minimalne minimalnymi. Jesli wszystkie elementy minimalne i maksymalne w S,
pochodza od innych elementéw z P, to te elementy tworza S; w P — sprzeczno$é. Zatem mamy
element a € P taki, ze a/,a” nalezag do S;. Oba sa sparowane z jakim$ elementem, z ktorym sg
nieporéwnywalne. Poniewaz t > 3, to istnieje jeszcze trzecia nieporownywalna para — b’ i ¢’ takie,
zeb <a’id <’ Wtedy jednak b<aia <cw P,codajenamb<cw P, awiecd <’ wQ -
sprzecznosé. O

Lemat 14. Niech ¢, ¢ bedg liczbami naturalnymi takimi, ze 2 < ¢ i ¢t < ¢. Niech r > t2'Ing i niech
X = [24j](i,j)elr]x[q Pedzie binarna macierza, w ktorej wartosci zostaly wylosowane niezaleznie i
jednostajnie. Niech E bedzie zdarzeniem moéwiacym, ze dla kazdego ciagu t kolumn 1 < j; < ... <
j¢ < q i wybranego w nim indeksu 1 < ¢ < t istnieje taki wiersz ¢, ze x;;, = 1 oraz z;;, = 0 dla
k # €. Zachodzi P (E ) > 0. W szczeg6lnosci taka macierz istnieje.

Dowéd. Ustalmy kolumny s = (j1,...,J;) 1 indeks £ € [t]. Niech E;, bedzie zdarzeniem oznaczaja-
cym istnienie odpowiedniego wiersza dla s i £. Mamy P (Es’g) = (1-27%" - wartosci w kazdym
wierszu na ustalonych kolumnach musza byé¢ inne niz te wymagane. Teraz przeliczamy.

PE)=1-P||JE| 21-) P(E)=1- (z)t(l_rt)r>1_qte—2tr
sl s,

—1— etlnq72_tr >1— etlnq72_f‘t2f‘ Ing _ 0
Ostra nieré6wnosé wynika z szacowan 1 —x < e™% oraz (z)t < gt O

Definicja 45. Odwrotna liczba Ramsey’a nazywamy liczbe r (k, t,n), oznaczajaca rozmiar najwiek-
szego monochromatycznego zbioru, jaki na pewno wystepuje w kazdym k-kolorowaniu podzbioréw
t-elementowych zbioru o n elementach.

Twierdzenie 19 (Biré, Hamburger, Pér 2013). Dla kazdego ustalonego ¢ > 3 maksymalny wymiar
n-elementowego, S;-wolnego posetu wynosi o (n).

Dowdéd. Niech P bedzie n-elementowym, S;-wolnym posetem. Niech @ = sp (P). @ jest Si;-wolny
oraz dim (P) < dim (Q). Oznaczmy zbior elementéw maksymalnych @ przez B, a minimalnych
przez A. Do tego ustalmy porzadek na elementach A. Rozwazmy podzbior S = {a1,...,a:} C A
o indeksach zgodnych z porzadkiem na A. Element b € B nazywamy i-tacznikiem S, jesli a; || b
oraz a; < b dla j # i. Q jest Si-wolny, a wiec dla pewnego ¢ zbiér S nie ma i-lacznika. Ustalmy
kolorowanie ¢ : (') — [t] tak, ze kazdy S C A o t elementach nie ma ¢ (S)-tacznika.

Niech C' = {e1,...,¢c.} € A bedzie taki, ze dla pewnego ¢ € [t] i kazdego S C C o t elementach
jest ¢ (S) = £. Pokazemy, ze wszystkie nieporéwnywalne pary w C x B mozna odwrocié¢ za pomoca
¢ =2 [t2tIn¢c] liniowych rozszerzen. Rozwazmy macierz X o wymiarach %, x ¢ 1 wlasnosci jak w
powyzszym lemacie. Niech T = (x4, ..., z.) bedzie jej wierszem. Definiujemy rozszerzenie liniowe L;:
najpierw umieszczamy w nim elementy (A4 \ C)U{¢; € C : z; = 0} w dowolnej kolejnosci, a nastepnie
elementy {¢; € C : z; = 1} w kolejnosci rosnacych indekséw. Nastepnie umieszczamy elementy B tak
nisko, jak sie da. Podobnie definiujemy L,., tym razem umieszczajac elementy {c; € C : x; =1} w
kolejnosci malejacych indeksow.

Pokazemy, ze dla kazdej nieporownywalnej pary (¢;, b) € C' x B istnieje T taki, ze para jest odwracana
w odpowiadajacym mu L; lub L,. Rozwazmy zbiory M; = {¢,, € C: ¢,y <bw Q,m < i} oraz
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M, ={cm €C:cp <bwQ,m >i}. Mamy |M;| < £—11lub |M,| <t — ¢, bo inaczej dla zbioru S
sktadajacego sie z £ — 1 elementow M, ¢; it — £ elementow M,. b jest ¢-tacznikiem. W szczegdlnosci
|M;| <t lub |M,| < t.

Zalozmy |M,| < t. Niech M, U{¢;} € S C Ci|S| = t. Istnieje taki wiersz T macierzy X, ze
kolumna odpowiadajaca c; przyjmuje warto$¢ 1, a kolumny odpowiadajace pozostalym warto$ciom
S przyjmuja warto$¢ 0. Popatrzmy na L; tego wiersza. Wszystkie elementy M, sa na lewo od ¢;
(bo kolumny sie zeruja), a niezerujace sie elementy M; leza na lewo od ¢;, bo umieszczalismy je w
kolejnosci zgodnej z indeksowaniem. Zatem kazdy element ¢ € C poroéwnywalny z b lezy pod ¢; i
mamy b < ¢; w L;. Dla |M;| < t analogiczny argument wykorzystuje L.

Ustalmy monotoniczng funkcje g (n) taka, ze g (n) = o(n) i lim, o g (n) = 00. Oznaczmy c(n) =
r(t,t,g (n)). Ta funkcja rowniez jest monotoniczna i zmierza do nieskoniczonosci. Rozwazmy na-
stepujacy proces: dopodki istnieje monochromatyczny podzbiér A rozmiaru c(n) odwracamy pary
miedzy nim a B w przedstawiony wyzej sposob i usuwamy z rozwazan elementy tego zbioru. Ro-
bimy to co najwyzej ( y razy. Ostatecznie nie bedzie takiego zbioru, a wiec w A zostanie nam mniej
niz g (n) elementéw. Odwracamy pary miedzy jednym elementem A a calym B jednym liniowym
rozszerzeniem. Do tego wszystkie pary A x A i B x B mozna odwroéci¢é dwoma rozszerzeniami.
Ostatecznie mamy

dim (Q) < — (2 [t2'Inc(n)]) + g (n) + 2.

c(n)
Mamy g (n) = o(n) oraz hlfr(:;) — 0, a wiec "lcn(fL()”) = o (n). Wartos¢ t jest stala, a wiec to koiiczy

dowod. O

Twierdzenie 20 (Bir6, Hamburger, Kierstead, Pér, Trotter, Wang 2020). Dla kazdego ustalonego ¢t > 3
i odpowiednio duzego n istnieje n-elementowy, S;-wolny poset @ taki, ze

2t—1
nl_ t(t—1)

1 > —
aitm{@) = 12Inn

Dowdéd. Niech @) bedzie losowym posetem powstalym w nastepujgcy sposob: ustalmy p, q : p+q = 1.
Q@ bedzie skladal sie z dwoch n-elementowych zbioréw A, B. Dla kazdego a € A,b € B ustalamy
a < b z prawdopodobienstwem p — czyli a || b z prawdopodobieristwem ¢. Do tego niech p < %

Pokazemy, ze prawdopodobienistwo istnienia skojarzenia doskonalego w (dwudzielnym) grafie nie-
poréwnywalnosci @ dazy do 1 (dla duzych n). Z twierdzenia Halla dopelnienie tego zdarzenia jest
rownowazne z istnieniem zbioru wierzchotkow W takiego, ze |N (W)| < |W|. Zatem mamy

Pl JINWI<IW]) <Y PAINW)I<IWN< D > P(Vuewyey w<y)

WCA WCA WCA  YCB
Y |=n=|W|+1
" n 3 i(2+1) n ‘ 1\ (it (5+1)
= i(n—it+l) ~ 2(n—i)+1 [ =
2 ()Gt (G) e 3 e ()
= = =2

(21 l)lnnfi(%Jrl) In2 _ 9 i(21nn71“72n)7i1n271nn

Il
o

M £
[

s
Il
—
«
I
—

e

s.
I Mm\:
I

IA
Do

n
B
—iin _ 1, —1,
e ' SQE@4 =ne 1" = 0.

W drugiej nieréwnosci zauwazamy, ze male sasiedztwo oznacza duzy zbiér porownywalny z W, w
kolejnej szacujemy ( ) <n'i (n—7;+1) < n'~! potem wsadzamy wszystko w wykladnik i odwracamy
indeksowanie drugiej sumy, potem korzystamy z Inn = o(n) i usuwamy logarytm dodajac co$ do
ujemnej stalej przy n (i pozbywamy sie ujemnych rzeczy), a potem mozemy sie pozby¢ i.

Pokazemy, ze prawdopodobieristwo istnienia zbiorow A’ C A i B’ C B o rozmiarach co najmniej
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= 31%, miedzy ktorymi nie ma poréwnywalnosci, dazy do 0. Oznaczmy to zdarzenie E.

2
2 n2n
P(E)< Y P(Yuewyer wly) = (Z) (1—p)* < n2ke?k" = hlnn—pk® _ =3852
WCA,YCB
[W|=[Y|=k

Niech X bedzie zmienng losows zliczajaca liczbe Sy w Q. Niech X 4/ g bedzie indykatorem istnienia
S: na odpowiednich zbiorach (o dobrych rozmiarach). Ustalmy konkretna wartosé¢ p = n”~ t?::h.

Oczywiscie p < % dla odpowiednio duzych n.

2
EX|= E[X (") na - tt(t—1)<”itt(t—1)_1 2t —2t+1 _ T
X1= > [Xap]={,) t!Qd-p)p < 5P = sn’'n =
A'CA,B'CB
[T= 5T

Druga réwno$é¢ wynika z tego, ze najpierw ustalamy zbiory, potem laczymy ich elementy w pary
i ustalamy poréwnywalnosci. Potem usuwamy wyraz z 1 — p, t! skraca sie z mianownikiem (T;), a
drugie t! w mianowniku zastepujemy przez 6 (bo ¢ > 3).

7 nieréwnosci Markowa mamy P (X > %) < % 7 tego wszystkiego wiemy, ze dla odpowiednio
duzego n istnieje taki poset @), ze A 1 B maja skojarzenie doskonale w grafie nieporéwnywalnosci @,
nie istnieja w pelni nieporéwnywalne zbiory A’, B’ o duzym rozmiarze i nie ma wiecej niz 4 kopii S;.
Dla kazdej takiej kopii usuwamy z ) jeden jej element oraz odpowiadajacy jej w skojarzeniu element
drugiego zbioru. Nastepnie ograniczamy si¢ do 5 elementoéw A i ich odpowiednikéw w skojarzeniu,

dostajac poset Q' o n elementach i bez S;.

Rozwazmy L bedace liniowym rozszerzeniem '. Zalézmy, ze L odwraca co najmniej 2 - 31% nie-

poréwnywalnych par tworzacych skojarzenie. Wtedy mozemy wzia¢ pierwsze 22 w I elementow

z B i tyle samo ostatnich w L elementéw z A. Wtedy wybrane elementy z B leza w calosci przez
elementami z A, a wiec sg nieporéwnywalne w @QQ’. To daje nam dwa w pelni nieporéwnywalne zbiory
o rozmiarze co najmniej 312 a wiemy, ze takich nie ma. Zatem L odwraca nie wiecej niz 2 - 31%

P
takich par. Ostatecznie mamy

1 2t=1
np n T tE-D

12" - 12lnn = 12lnn

Lol

dim (@) >

2.

10. Wymiar i rzadko$é

Definicja 46. Graf H jest minorem grafu G (co oznaczamy H < @), jesli istnieje rodzina roztacznych
zbioréw zwanych branch setami {B, : z € V (H)} taka, ze § # B, C V (G), G [B.] jest spojny oraz
jesli zy € E (H), to istnieja u € By, v € B, takie, ze uv € E (G).

Definicja 47. Graf H jest topologicznym minorem grafu G (co oznaczamy H <iop, G), jedli istnieje
zbior wierzchotkow {v, : @ € V (H)} C V (G) taki, ze v, # vy dlaroéznych x,y oraz jesli zy € E (H),
to w G istnieje Sciezka vy, ~ vy.

Definicja 48. Graf H jest d-plytkim minorem grafu G (co oznaczamy H <; G), jesli jest jego
minorem i kazdy jego branch set ma promien co najwyzej d (istnieje wierzchotek odlegly od kazdego
innego o co najwyzej d).

Definicja 49. Najwicksza zredukowana $rednia gestoscia (grad — greatest reduced average density)
grafu G nazywamy parametr

Vai(G) max{:gggii cH <y G}.
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Definicja 50. Klasa grafow C ma ograniczong ekspansje (bounded expansion), jesli istnieje funkcja
f N — N taka, ze dla kazdego G € C i kazdego d € N mamy V,(G) < f(d).

Uwaga. Bardzo duzo naturalnych klas grafow (zabroniony minor, ograniczony genus, k-planarnoscé,
ograniczony stopien) zawiera sie¢ w klasie grafow o ograniczonej ekspansji.

Definicja 51. Rozwazmy graf G, porzadek na jego wierzchotkach o 1 r € N. Méwimy, ze wierzchotek
u jest r-stabo osiagalny z v (wzgledem o), jesli istnieje Sciezka @ prowadzaca v ~» u dlugosci co
najwyzej r taka, ze min, @ = u. Zbiér wszystkich takich u oznaczamy WReach, [G, o, v].

Definicja 52. r-staba liczba kolorujaca grafu G nazywamy parametr

wcol, (G) = min max |WReach,[G, o, v]|,
o veV(G)

gdzie minimum jest brane po wszystkich o bedacych porzadkami liniowymi na V (G).
I Uwaga. Zachodzi wcol; (G) = col (G).

Uwaga. Jesli w definicji ograniczonej ekspansji podstawimy stabg liczbe kolorujaca zamiast gradu,
to dostaniemy identyczng klase grafow. Takie dwie definicje sa rownowazne.

Uwaga. Dla grafow planarnych r-staba liczba kolorujaca jest ograniczona przez O (7’3’) Dla szero-

T’:t). Zabraniajac K; jako minor dostajemy O (rtfl).

kosci drzewiastej co najwyzej t wynosi (
Twierdzenie 21 (Joret, Micek, Ossona de Mendez, Wiechert 2019). Niech P bedzie posetem o wyso-
kosci co najwyzej h i z grafem pokryé¢ G takim, ze wcols,_3 (G) < ¢. Wtedy dim (P) < 4°.

Dowdd. Ustalamy ¢ = wcolsp—3 (G). Niech o tej wartosci $wiadczy liniowy porzadek . Niech ¢
bedzie zachtannym c-kolorowaniem elementéw P zgodnie z porzadkiem 7. Wierzcholek x jest poko-
lorowany kolorem, ktérego nie ma na wystepujacych wcze$niej osiagalnych z niego wierzchotkach.

Ustalmy = € P i rozwazmy y,z € WReachy,_1 [G, 7, z]. Jedli z jest przed y w m, to mozna z y
dojs¢ do x i potem do z, co daje nam z € WReachy, o [G, 7, y]. Jesli y jest przed z, to analogicznie
dostajemy y € WReachy,_o [G, 7, 2].

Deﬁniujemy WU [.’E] = {y eU [{E] : Els’zcieikau Q@ idaca relacjami pokrycia od = do y minﬂ (Q) = y} Podobnie
WD [!L‘] = {y €D [:E] : aécieika Q@ idaca relacjami pokrycia od y do z minfr (Q) = y}

Mamy WD [z], WU [xz] € WReachy,_1 [G, 7, z], bo kazde Q $wiadczace o y € WD [z] jest taricuchem.
Wezmy x € P ii € ¢ (WU [z]). Istnieje doktadnie jeden element w WU [z] pokolorowany na 4, bo
inaczej jeden nalezy do WReachgy, 2 [G, 7, -] drugiego, a mimo to maja ten sam kolor. Tak samo dla
WD [z]. Te jedyne elementy oznaczamy wu; (z) i wd; ().

Rozwazmy (z,y) € Inc(P). Sygnatura tej pary nazywamy sgn(x,y) = (A,B,C), gdzie A =
¢ (WUz]), B=ANe(WDJy]), C = {ie B:wu;(z) < wd; (y)}. Mamy C C B C g [c
zatem mozliwych trojek (4, B, C) jest 4¢, bo kazdy element [¢] mozna wsadzi¢ do C, B\ C, A\ B
lub [¢] \ A. Do tego mamy wu; () # wd; (y), bo inaczej x i y bylyby porownywalne.

Ustalmy (A, B,C'). Chcemy pokazac, ze {(z,y) € Inc (P) : sgn (z,y) = (A, B,C)} jest odwracalny,
co da nam teze. Nie wprost bierzemy cykl alternujacy ((z1,v1),--., @k, yx)) taki, ze sgn (x;,y;) =
(A, B, (). Dla kazdej poréwnywalnosci z; < y,11 ustalamy Sciezke (taicuch) @), idaca relacja
pokrycia. Niech bedzie to ta sposrod takich $ciezek, ktérej najwczesniejszy w 7 element g; jest
najwczesniejszy mozliwy. Niech ¢ bedzie najwczesniejszym ze wszystkich g;. Bez straty ogdélnosci
jest to q.

Niech ¢ bedzie kolorem ¢;. Mamy z1 < ¢1 < yo w P. Wiemy, ze ¢1 € WU [21] i ¢1 € WD [y2]. To
oznacza, ze t € ¢ (WU [z1]) = A = ¢ (WU [22]). Wraz z t € ¢ (WD [ys]) daje to t € B. Z tego
wynika, ze elementy wu; (x;) 1 wd; (y;) sa poprawnie zdefiniowane dla kazdego i.
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Zalozmy, ze t € C. Znaczy to, ze wu; (z2) <. wdi (y2) = ¢1 <, ¢2 (definicja C i t). Wiemy, ze
wuy (z2) jest (h — 1)-stabo osiagalne z x2, wd; (y3) jest (h — 1)-stabo osiagalne z ys3, a Q2 laczy xo
7z y3 za pomocy co najwyzej h — 1 krawedzi i lezy w calosci na prawo od wu; (z3). Zatem jeden z
wuy (z2) , wds (y3) jest (3h — 3)-stabo osiagalny z drugiego. Oba maja ten sam kolor, a wiec musza
by¢ sobie réwne. Oznaczmy ich wspdlng warto$é przez ¢*. Mamy xo < ¢* < y3 oraz ¢* <, ¢1 < g2,
co przeczy definicji Q)2 jako Sciezki majacej najwczesniejsze mozliwe go.

Teraz zatozmy, ze t ¢ C. Zatem wd; (y1) <» ww; (1) = ¢1 < qr. Wiemy, ze wd; (y1) jest (h — 1)-
stabo osiagalne z y1, wu; (x1) jest (h — 1)-stabo osiagalne z x, a Q laczy xy z y1 za pomoca co
najwyzej h — 1 krawedzi i lezy w calosci na prawo od wd; (y1). Zatem jeden z wd: (y1) , wus (xy) jest
(3h — 3)-stabo osiagalny z drugiego. Osiagamy sprzeczno$é tak samo, jak przedtem. U

Whiosek (Streib, Trotter 2014). Istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla kazdego h i posetu P o
wysokosci co najwyzej h i planarnym grafie pokry¢é mamy dim (P) < f (h).

Dowdd. Dla graféow planarnych zachodzi wcol, (G) = O (r?’), wiec mamy dim (P) < 40(»%) O

11. Algorytmy on-line
gory y 2025-05-19

Definicja 53. Kolorowanie grafu on-line to gra dwuosobowa. Mamy prezentera i algorytm, prezenter

w danej rundzie ujawnia wierzcholek, a algorytm ustala jego kolor. Prezenter ujawnia cate sasiedztwo

wierzchotka w juz ujawnionych wierzchotkach, a algorytm na podstawie tej informacji podejmuje

decyzje.

Propozycja 36. Dla kazdego n € N prezenter ma strategie na wymuszenie n koloré6w podajac las.

Dowdd. Niech S (n) bedzie strategia prezentera na n koloréw. S (1) to po prostu jeden wierzchotek.
W S (n) tworzymy po jednej kopii S (1),5(2),...,S(n—1). W kazdym S (¢) istnieje kolor «,
ktorego nie ma w .S (i — 1). Niech wierzcholek o tym $wiadczacy to v;. Dodajemy nowy wierzchotek
potaczony z vy, ...,v,_1, on musi mie¢ nowy kolor. 0

Uwaga. Lasy maja liczbe chromatyczng 2. Zatem wynik algorytmu on-line moze by¢ dowolnie gorszy
niz algorytmu off-line.

Definicja 54. Wartoscig gry dla klasy grafow C nazywamy najmniejsza ilosé kolorow, jaka algorytm
da rade poprawnie pokolorowa¢ dowolny n-wierzchotkowy graf z C. Réwnowaznie jest to najwieksza
liczba koloréw, jaka prezenter jest w stanie wymusi¢. Analogicznie definiujemy wartosé gry dla
innych rodzajow gier (dla ktorych to ma sens).

Przykfad. Dla n-wierzchotkowego grafu bedacego lasem algorytm First-Fit ogranicza wartos¢ gry
z gory przez logn + 1. Dla grafow dwudzielnych First-Fit juz nie dziala (standardowy przyklad
czytany jako graf), ale istnieje algorytm, ktory daje okoto 2logn.

nlolg logn)
ogn

Dla grafow bez trojkatéw mamy ograniczenie dolne /n i gorne O (

Propozycja 37. Rozwazmy klase grafow, ktore maja reprezentacje jako grafy przecie¢ krzywych o
poczatku i koricu na dwoch ustalonych prostych. Ta klasa to doktadnie grafy nieporéwnywalnosci.

Dowéd. Mozna rozwazy¢ poset na krzywych, w ktérym krzywe sg poréwnywalne, jesli sie nie przeci-
naja, a wyzej w posecie jest ta krzywa, ktora jest wyzej na rysunku. Widzimy, ze rozwazany graf jest
grafem nieporéwnywalnosci tego posetu. W druga strone wezmy realizator posetu, ktéremu odpo-
wiada graf i przypiszmy kazdemu liniowemu rozszerzeniu pionowsg prosta. Zaznaczmy na niej punkty
zgodnie z tym liniowym rozszerzeniem (na kazdej prostej kolejne punkty sa na tej samej wysokosci).
Krzywa powstanie poprzez polaczenie punktéow odpowiadajacych danemu elementowi. O

Przykfad. Dla kolorowanie on-line graféw nieporéwnywalnosci istnieje strategia taka, ze algorytm
uzywa f (x (G)) koloréw dla pewnego f. Kolorowanie grafu nieporéwnywalnosci sprowadza sie do
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znajdowania podzialu posetu na lancuchy. Jest jednak trudniejsze, bo nie mamy zadanej orientacji
krawedzi.

Twierdzenie 22 (Schmerl, Szemerédi). Wartosé gry dzielenia on-line posetu wysokosci co najwyzej

h na antytancuchy wynosi co najwyzej (hgl).

Dowdd. Algorytm bedzie utrzymywat rodzine {A,p : a,b € Ny, a + b < h + 1} skladajaca si¢ z an-
tytancuchow. Gdy prezenter prezentuje element x algorytm znajduje dtugosé najdhuzszego tancucha
(w juz przedstawionym posecie) koriczacego sie na x. Niech bedzie to a. Niech b bedzie dlugoscia
najdluzszego tancucha zaczynajacego si¢ od z. Dodajemy x do A, (ktore jest poprawnie zdefinio-
wane). Gdyby bylo y < = dla pewnego y € A, p, to istnieje tancuch dlugosci a koriczacy sie na y.
Mozna do niego dolozy¢ x, tworzac taricuch dlugosci a 4+ 1. Sprzecznosé z definicja a. Analogicznie
jesli y > x. Zatem zbiér A, dalej jest antylaricuchem. O

Twierdzenie 23 (Szemerédi). Wartos$¢ gry dzielenia on-line posetu szerokosci co najwyzej w na
taiicuchy wynosi co najmniej (wg'l). Co wiecej to ograniczenie dalej dziala, jesli ograniczymy sie do
dwuwymiarowych posetéow, a prezenter bedzie prezentowal elementy wraz z ich zanurzeniem w R2.

Dowéd. Oznaczmy przez S (w) strategie dla prezentera wymuszajaca (“’QH) taiicuchow. Dla w = 1

wystarczy zaprezentowaé jeden element. Dalej zakladamy w > 2. Elementy podziatu na lancuchy
wyznaczone przez algorytm bedziemy nazywacé kolorami. Zaczniemy od stworzenia taricucha dtugosci
w, w ktorym kazdy element jest w innym kolorze.

Skonstruujemy zbiory R, L takie, ze R bedzie szukanym taricuchem, a L pozostalymi zaprezentowa-
nymi elementami. Zaczynamy z jednym elementem, ktory wsadzamy do R. Umieszczamy nad nim
nieporownywalne elementy (w zanurzeniu umieszczamy je w taki sposob, ze kolejne elementy sg
coraz bardziej na prawo i coraz nizej, ale nigdy pod pierwszym elementem). W pewnym momencie
algorytm bedzie musial uzyé¢ nowego koloru. Element o nowym kolorze idzie do R, a pozostale do
L. Nastepnie powtarzamy cala operacje na nowym elemencie R w taki sposéb, ze dodawane wlagnie
elementy sa nieporé6wnywalne z L (umieszczamy kolejne elementy coraz bardziej na prawo, ale pod
wszystkimi elementami z L). W koricu w R bedzie w elementéow o réznych kolorach.

Prezentujemy teraz poset S (w — 1) w taki sposob, ze jego wszystkie elementy leza pod L i sa
nieporéwnywalne w R (dajemy je bardzo na lewo na wysokosci pomiedzy najwyzszym elementem R
a najnizszym L). Uzyskany poset ma szeroko$é co najwyzej w, bo elementéw w L bedzie co najwyzej
w — 1, a do antytaicucha z S (w — 1) mozna dodaé jeden element z R i nie mozna dodaé¢ zadnego
z L. Do tego kolory uzyte na S (w — 1) sg rézne niz na R, bo te zbiory sa nieporéwnywalne. Zatem
Wwymuszamy uzycie (7“2”) +w = (wgl) kolorow. O

Uwaga. Gdyby w powyzszej konstrukcji odwrocié kierunek poziomej osi w R? (to znaczy patrzeé
na poréwnywalnosci (z,y) < (u,v) < = > uAy < v), to kazda nieporéwnywalnosé zamieni sie w
poréwnywalno$é. Gdyby algorytm szukal podziatu na antytancuchy, to taka konstrukcja wymusitaby
uzycie (hgl) koloréw na posecie o wysokosci co najwyzej h. Zatem (hgl) jest wartoscia gry dzielenia
on-line posetu na antytancuchy.

Definicja 55. Wariant up-growing dzielenia on-line posetu na laicuchy/antytaricuchy polega na
tym, ze w momencie podawania elementu musi on by¢ maksymalny.

Twierdzenie 24 (Felsner 1997). Warto$¢ gry up-growing dzielenia on-line posetu szerokosci co naj-

wyzej w na tancuchy wynosi (w;l).

Dowdéd. Zaczniemy od wskazanie strategii dla prezentera. Element podziatu na taricuchy bedziemy
nazywa¢ kolorem. Dla koloru « przez max (o) oznaczamy element maksymalny tego taricucha. Je-
$li  jest elementem maksymalnym posetu, to przez B (z) oznaczamy zbior takich kolorow «, ze
max (o) < z i max (o) € y dla y # . Dla szerokoéci w wskazemy strategie S (w), w wyniku ktorej
zaprezentowany poset bedzie mial w elementéw maksymalnych x1,...,x,, takich, ze |B (z;)| = i.
To da nam teze.

Dla w = 1 wystarczy zaprezentowaé jeden element. Dalej zalozmy w > 2. Strategia S (w) bedzie
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sie sktada¢ z kilkukrotnego powtoérzenia S (w — 1). Zaczynamy od jednego zastosowania S (w — 1),
po ktéorym mamy elementy maksymalne x1,...,2,_1 0 wlasnosci jak w zatozeniu indukcyjnym.
Nastepnie ponownie stosujemy S (w — 1), tym razem umieszczajac wszystkie nowododane elementy
nad kazdym z x1,...,2,_2. W ten sposob dostaniemy wiekszy poset o elementach maksymalnych
Y1, Yw—1, Tw—1 takich, ze |B (y;)| =i oraz |B (zy-1)] = w — 1.

Umiesémy nowy element ¢ nad wszystkimi elementami aktualnego posetu. Bedzie on mial kolor
taki, ze @« € B (xy—1) lub a € B (yy—1) (rozwazamy te zbiory w momencie przed dodaniem g, gdy
Zyy—1 1 Yw—1 dalej sa maksymalne). Zakltadamy bez straty ogolnosci, ze zachodzi pierwszy z tych
warunkow (zawsze mozna zamieni¢ z,,_1 i yy—1 miejscami). Wtedy B (¢) = B (zy—1) U {a}, czyli
ma w elementow.

Na koniec stosujemy S (w — 1) umieszczajac wszystkie nowododane elementy nad kazdym z elemen-
t6W Y1,...,Yw—1- W ten sposob otrzymujemy poset o elementach maksymalnych zq, ..., z, takich,
7€ zy = q i spetniaja one zadana wtasnosé.

W strategii dla algorytmu skonstruujemy rodzine Fi,...,F, taka, ze kazdy F; jest rodzing co
najwyzej ¢ taiicuchow. Bedziemy utrzymywac niezmiennik, ze dla kazdego ¢ zbiér Tops (F;) (elementy
maksymalne laricuchow) jest antytaricuchem.

Prezenter podaje z. Niech j = min {i € [w] : |F;| < iV Jyetops(ry) ¥ < ¢ w P}. Gdyby takie j nie
istniato, to bytoby |F,| = w i Tops (F,,) z x tworzyloby antytancuch dtugosci w + 1 — sprzecznosé.

Jesli |Fj| < j i nie zachodzi drugi warunek, to dodajemy {z} do tej rodziny. Jesli zachodzi drugi
warunek i istnieje doktadnie jeden C' € Fj taki, ze C < x, to mozna rozszerzy¢ C o x. W przeciwnym
wypadku w F} sg co najmniej dwa lancuchy poréwnywalne z x. Zatem j > 2 i F;_, istnieje oraz
x || Tops (Fj_1). Mozna wiec wzia¢ C' € F; taki, ze C' < x i zastapi¢ F; przez Fj_; z dorzuconym
C U{zx}, a F,;_; zastapi¢ przez F; \ {C}. O

w+1)

Przykfad. Dowolny poset szerokosci w ma warto$¢ gry dzielenia on-line na taricuchy miedzy ( 5

o( w+1).

loglogw) W yariancie up-growing wartosé¢ doktadna to ( >

a w

Dla posetow przedzialowych wartosé doktadna (z prezentowaniem reprezentacji lub bez) to 3w — 2.
Wariant up-growing ma wartos¢ 2w — 1, a po dorzuceniu do niego reprezentacji mamy w. Posety
rownoprzedziatlowe maja warto$¢ 2w — 1, up-growing ma HQ‘/gw, a dla zadanej reprezentacji (bez
up-growing) jest miedzy 1.5w a 2w —1. Prawa strona wynika z tego, ze mozna zachtannie umieszczaé
elementy w tanicuchach. Na przedzial z jednej strony nachodzi co najwyzej w — 1 przedzialow, a
wiec jest nieporéwnywalny z co najwyzej 2w — 2 elementami. Lewa strona ma swoja konstrukcje
— najpierw umieszczamy k identycznych przedzialow (ktore dostana rozne kolory), nastepnie na
prawo od nich umieszczamy 2k przedziatow. Jesli algorytm uzyje koloru juz uzytego, to nastepny
przedzial nachodzi na poprzedni od lewej, inaczej od prawej. W ten sposéb dostaniemy co najmniej
k nowych koloréw, ktérych przedzialy nachodza przedzialy o poprzednich kolorach z lewej. Mozna
umiesci¢ k nowych przedzialéw tak, zeby nachodzily na poczatkowe k przedzialéow i te k o nowych
kolorach. Beda musiaty mieé¢ inne kolory. To daje nam 3k koloréow i szerokosé 2k.

Twierdzenie 25 (Kierstead, Trotter 1981; Chrobak, Slusarek 1988). Wartos¢ gry dzielenia on-line
posetu przedzialowego szerokosei co najwyzej w (z lub bez reprezentacji) na taiicuchy wynosi 3w —2.

Dowéd. Pokazemy strategie dla prezentera z podawaniem reprezentacji. Niech S (w) bedzie strategia
dla szerokosci w. Dla w = 1 dajemy jeden przedzial. Zaktadamy w > 2 i definiujemy S (w). Bedziemy
prezentowaé¢ duzo roztacznych kopii S (w — 1). Wewnatrz jednej algorytm musi uzy¢ 3w —5 kolorow.
Jesli algorytm w koiicu uzyje 3w — 2 koloréw, to mamy to, co chcieliémy. W przeciwnym wypadku
z zasady szufladkowej po odpowiednio wielu kopiach S (w — 1) beda istnialy 4 takie, ze wystepuje
w nich ten sam zbiér 3w — 5 koloréw. Wypiszmy te cztery kopie w kolejnosci jak na osi: a, b, c,d.
Tworzymy nowy przedzial e przecinajacy sie z a (ze wszystkim z a). Ma on nowy (wzgledem tych
ustalonych 3w—5 koloréw) kolor 1. Tak samo tworzymy f dla d. Jesli f ma nowy kolor 2, to tworzymy
g taczacy e i f, on musi mie¢ nowy kolor 3. Jesli f ma kolor 1, to tworzymy ¢’ przecinajacy e i b,
on musi mie¢ nowy kolor 2, stworzenie h przecinajacego ¢’ i f daje nam kolor 3.

Pokazemy strategie dla algorytmu bez podawania reprezentacji. Niech A (w) bedzie strategia dla
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szerokosci w. Dla w = 1 uzywamy jednego koloru. Zakladamy w > 2 i definiujemy A (w). Algorytm
bedzie utrzymywal podzial posetu na zbiory G, R takie, ze width (G) < w—1. Prezenter przedstawia
element z. Jesli width (G U {z}) < w—1, to mozna zadziala¢ indukcyjnie A (w — 1) na G, do ktérego
doktadamy x. W przeciwnym wypadku umieszczamy x w R i kolorujemy zachlannie korzystajac z
kolorow {1,2,3}, ktore nie wystepuja w G.

Kazde r € R posiada punkt wspolny z pewnymi w — 1 elementami G ($wiadczacy o tym, ze r
nie mozna byto wrzuci¢ do G). Zatem przedzial z R nie moze by¢ w calosci pokryty suma innych
elementow z R, bo ten punkt bytby wtedy wspoélny z innym elementem R, co daloby antytancuch
dhugosci w + 1. Zatem przedzial z R moze sie przecinaé¢ z co najwyzej dwoma innymi — gdyby
przecinal sie z trzema, to tatwo sprawdzié, ze jedne z tych czterech przedzialéw musialby zawieraé
sie w sumie innych. Czyli R da si¢ pokolorowaé zachtannie 3 kolorami.

Przedstawiony algorytm wyglada, jakby wymagal znajomosci w. Nie jest ona jednak potrzebna.
Mozna zaczaé¢ zaktadajagc w = 1 i w momencie, gdy kolorowanie zachltanne zawiedzie, potaczyé¢ G z
R i zwiekszy¢ zaktadang wartosé w o jeden. O

12. Kolorowanie First-Fit

Definicja 56. Dla grafu G kolorowanie ¢ : V (G) — N jest kolorowaniem First-Fit, jesli jest popraw-
nym kolorowaniem i dla kazdego @ € Niv € V (G) jesli ¢(v) = a, to dla kazdego 8 < « istnieje
w € N (v) taki, ze ¢ (w) = B.

2025-05-26

Uwaga. Strategia kolorowania First-Fit zwraca uwage tylko na wystepowanie relacji miedzy ele-
mentami, a nie na ich nature. Zatem dziala ono tak samo np. dla kolorowania grafu przedzialowego
i podzialu posetu przedzialowego na tancuchy (z reprezentacja lub bez).

Propozycja 38. First-Fit uzywa co najwyzej w? koloréw na grafie przedziatowym o liczbie klikowej
CO Najwyzej w.

Dowéd. Niech f (w) bedzie funkcja ograniczajaca liczbe uzytych koloréow zaleznie od w. Mamy
f(1) = 1. Dalej zalozmy w > 2. Kazdy przedzial posiada co najwyzej w — 1 sasiadow, ktorzy
przecinaja sie z jego lewym koricem. Podobnie z prawym. Natomiast sasiedzi zawarci w przedziale
tworzg graf o liczbie klikowej co najwyzej w — 1. Z tego wynika, ze rozwazany przedzial moze dostaé
kolor co najwyzej 1+ 2w — 2+ f (w — 1), a wiec taki jest najwiekszy kolor, jaki moze si¢ pojawié w
rozwazanym kolorowaniu. Indukcyjnie dostajemy f (w) < w?. O

Definicja 57. Sciang First-Fitowa (First-Fit wall) nazywamy rysunek obrazujacy kolorowanie First-
Fit grafu przedzialowego. Na pionowej osi mamy poziomy odpowiadajace kolorom. Przedzial utoz-
samiamy z ,cegla’ w $cianie, ktora na poziomej osi odpowiada temu przedzialowi, a na pionowej
zajmuje caly jeden poziom odpowiadajacy jej kolorowi. Kazda cegla musi mieé¢ na kazdym nizszym
poziomie co najmniej jedna cegle, z ktora sie nachodzi na poziomej osi.

Twierdzenie 26 (Downey, McCartin 2004). First-Fit uzywa co najwyzej 8w koloréw na grafie prze-
dzialowym o liczbie klikowej co najwyzej w.

Dowéd. Mamy ustalong rodzine przedzialow Z. Rozwazmy kolorowanie First-Fit ¢ i jego $ciane
First-Fitowa. Rysujemy na niej od lewej pionowe linie Ly, ..., L, tak, ze kazdy przedzial przecina
sie z jaka$ linia i jest to minimalna taka rodzina. Zastosujemy technike zwana column construction
method. Bedziemy tworzy¢ kolumny na liniach Lq,..., L, i w kolejnych ich poziomach wstawiaé
rozne znaki.

Bedziemy tworzy¢ ciag zbiorow indeksow {1,...,r} = Cy 2 Cy D ..., gdzie elementy C; oznaczaja
indeksy kolumn ,zywych” na poziomie ¢ (takich, ktore siegaja do tego poziomu). Dla s € C; bedziemy
definiowa¢ znak label; (i) € {R, F,T}. Przez R, (i,j) oznaczamy ilos¢ R w kolumnie s miedzy
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poziomami i a j. Analogicznie definiujemy T (i, 7) i Fi (¢,7). Dla kazdego s € C; ustalamy

R, L przecina sie z przedzialem na poziomie 1

label; (1) = {T

, W przeciwnym wypadku

Dla ¢ > 2 zaczynamy z C; = () i dodajemy indeksy na podstawie poprzedniego poziomu:

1. Dla kazdego s € C;_; jesli L, przecina sie z przedzialem na poziomie i, to dodajemy s do C;
i ustalamy labels (i) = R.

2. Dla kazdego s € C;_1\C; jesli v bedacy sasiadem kolumny s na poziomie i—1 zyje na poziomie
i 1 ma label, (i) = R, to dodajemy s do C; i ustalamy label (i) = T

3. Dla kazdego s € C;_; \ C; rozwazamy kazdego ¢ bedacego sasiadem s na poziomie ¢ — 1. Jest
on sasiadem od pewnego poziomu h. Jesli Ry (h,i — 1) > %, to dodajemy s do C; i ustalamy
label; (7) = F.

Niech m bedzie najwyzszym poziomem na $cianie First-Fitowej. Indukcja po (j,4) pokazemy, ze dla
kazdego j € [m] oraz i < j jesli rozwazymy przedzial v € Z na poziomie j, to istnieje kolumna L
przebijajaca v taka, ze s € C;. W szczego6lnosci dla ¢ = j znaczy to, ze kazdy przedzial jest przebijany
przez pewna zywa kolumne. Dla ¢ = 1 kazda kolumna zyje a kazdy przedzial jest przebijany przez
jakas kolumne. Dalej zaktadamy j,¢ > 2. Z zalozenia indukcyjnego istnieje zywa na poziomie ¢ — 1
kolumna przebijajaca v. Jesli ¢ = j, to z reguly 1. ta kolumna zostanie rozszerzona o kolejny poziom
(i dostanie znak R). Jesli i < j, to wiemy, ze istnieje przecinajacy sie z v przedzial na poziomie i
oraz, ze przecina go pewna zywa kolumna (o znaku R). Jesli ta kolumna przebija v, to mamy teze. W
przeciwnym przypadku zalézmy, ze jest na lewo od v i jest to najbardziej prawa taka kolumna. Jesli
kolumna zywa na poziomie i — 1 bedzie najbardziej lewa kolumna spetniajaca odpowiednie warunki,
to rozwazane kolumny beda sasiadowaé, a wiec ta kolumna zostanie przedtuzona ze znakiem T'.

Niech m’ oznacza ostatni indeks taki, ze C,, # 0 — jaka$ kolumna zyje. m’ jest poprawnie zdefi-
niowane, bo po wystapieniu ostatniego przedzialu kolumny beda dostawaly same 7' i F', a wiec w
koncu umra. PokazaliSmy, ze m’ > m. Niech L, bedzie kolumna o wysokosci m’. Bedziemy rozwa-
za¢ wszystkich lewych sasiadéw, jakich miala na odpowiednich poziomach. Mamy ciag ich indeksow
U < i1 < ...<{t; <s.Niech h; bedzie liczbg taka, ze s i ¢; sasiaduja na poziomach od h;_1 + 1
do h;. W ten sposob zdefiniowalismy ciag hx > hg—1 > ... > hy > hy = 0 (najblizszy sasiad byt
sasiadem od poczatku, potem przestal rosna¢ i dalszy sasiad przejal jego role).

Zauwazmy, ze kazde pojawienie sie T' w kolumnie Ly na poziomach pomiedzy h;—; + 1 a h; wynika
z pojawienia sie R w ¢; (lub w odpowiednim prawym sasiedzie, co jest symetryczne). Jednoczesnie

mamy Ry, (h;—1 +1,h;) < ’”_4#, bo inaczej kolumna ¢; przezylaby po poziomie h;. Zatem
k k
hi — hi—l hk m/
T, (1,m') <25 Ry, (hioy +1,h) <25 izl _ otk TV
(1om) <23 R s + 100 <231t ol <

Teraz pokazemy indukcyjnie, ze dla kazdego i € [m'] i t € [r] takiego, ze t € C; mamy Ry (1,7) >
iRt (1,7) + iFt (1,7). Dla i = 1 teza jest oczywista, bo wystepuja tam tylko znaki R i T. Dalej
zalozmy i > 2 oraz, ze label; (i) = F (bo inaczej szacowanie dla nizszego poziomu daje nam teze).
Niech sasiad §wiadczacym o tym, ze ¢ dostato F sasiaduje z nim od poziomu j. Mamy R; (j,i — 1) >
% (zamiast ostrej nierownosci dodajemy 1). Teraz

Rt(l,i)=Rt(17j—1)+Rt(j,z‘—1)z% #
> i(RtG,j— 1)+ F, (l,j—l))—i-i(Rt (G,3) + F, (§,4)) :i<Rt(17i)+Ft<1,i>)7

(Re(L,j—1)+F(1,j—-1))+

gdzie ostatnia nieréwnosé¢ wynika z tego, ze i — j + 1 to liczba wszystkich znakéw miedzy poziomem
Jat.
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Zauwazmy, ze kolumna dostaje R tylko wtedy, gdy na danym poziomie przecina ja jakis przedzial.
Jednoczesnie wszystkie takie przedzialy sie nachodza (tworza klike). Zatem

/ / 1 / / m/
(Bs (1,m) + Fs (L)) = 2 (m' =T, (1,m)) 2 — =

| 3

)

B~

w Z RS (17 m/) Z
co koriczy dowod. O

Definicja 58. Poset P rozszerza poset @, jesli maja ten sam zbiér podktadowy oraz x < y w Q
implikuje z < y w P. W szczegélnosci Inc (P) C Inc (Q).

Lemat 15. Dla kazdego k > 2, w > 11 posetu P, ktory jest (k + k)-wolny i ma szerokos$é co najwyzej
w istnieje poset przedziatlowy @ o width (Q) < (2k — 3) w taki, ze P rozszerza Q.

Dowdéd. Dla k = 2 jest to oczywiste. Dla k > 3 rozwazmy podzial P na taricuchy C1,...,C,,. Zbioér
X C P nazywamy blokiem, jesli | X N C;| = min (|C;|, 2k — 3) dla kazdego C; oraz elementy X NC;
sa przedziatem w C;. Definiujemy up (X) jako zbior takich y € P, ze y € C; \ X dla pewnego i oraz
y > x dla kazdego x € C; N X. Element v € X jest dobry w X, jesli v < u dla kazdego u € up (X).
Pokazemy, ze jesli up (X) # 0, to dla pewnego ¢ € [w] mamy up (X) N C; # 0 i min (X N C;) jest
dobry w X.

Po ewentualnym przenumerowaniu niech C1,...,C, beda laricuchami podzialu, ktére maja nie-
puste przeciecie z up (X) (w’ > 1, bo inaczej up (X) = (). Ustalmy ¢ € [w']. Niech d; bedzie
najmniejszym elementem up (X) N C;. Zbior X N C; ma rozmiar 2k — 3 > k (inaczej X zawiera cale
C;), a wiec mozemy rozwazy¢ L; sktadajacy sie z k jego najmniejszych elementéw. Niech a; bedzie
najmniejszym elementem L;, a ¢; najwiekszym. Przez b; oznaczamy najwiekszy element L; \ {c;}.
Mamy a; < b; < ¢; < d;. Przez U; oznaczamy zbior k najwiekszych elementow (X NC;) U {d;},
czyli zbior (C; N (X \ L;)) U {bs, ¢, d; }. Zdefiniujemy skierowany graf D na wierzchotkach [w’] tak,
ze krawedz i — j istnieje doktadnie wtedy, gdy a; £ d; w P.

Zatozmy nie wprost, ze w D jest cykl (i1,...,i,). Indukcyjnie pokazemy, ze c¢;; > b;, dla p < n. Dla
p = 2 zauwazmy, ze L;, i U,, sa roztacznymi laiicuchami dtugosci k, a wiec musi istnie¢ v € L;,
poréwnywalny z pewnym v € U,;,. Mamy a;, < uiv < d;, oraz a;, £ d;,, a wiec u > v. Zatem
ci, > u>v > b, W kroku indukcyjnym zaktadamy c;, > b;,_, dla p > 3 i rozwazamy taiicuch
Lgp,l ={¢, U (Ll-p_1 \ {cip_1 }) Identyczny jak przedtem argument dla L;Pil i U;, daje ¢, > b;,.
Ostatecznie mamy c;, > b;,, czyli d;; > a;,, a wiec nie ma krawedzi i, — i1 — sprzecznosc.

Z acyklicznosci D istnieje ujscie — wierzchotek i bez wychodzacych krawedzi. Wtedy nie zachodzi
a; £ d; dla zadnego j, a wiec a; < d; dla kazdego j, czyli a; jest dobry w X.

Teraz zdefiniujemy ciag blokéw Bi, ..., B,. B sklada si¢ z min (|C;|, 2k — 3) najmniejszych ele-
mentow w C; dla kazdego C;. Majac zdefiniowane B; jesli up (B;) = 0, to koriczymy i ustalamy
q = j. W przeciwnym przypadku wybieramy dobry element u nalezacy do pewnego C; i ustalamy
v jako min (up (B;) N C;). Definiujemy Bj+1 = B; \ {u} U {v}. Zauwazmy, ze kazdy element posetu
x mozna przypisa¢ do przedziatu I, C [¢] takiego, ze x € B; <= j € I,. Niech @) bedzie posetem
przedzialowym na tak zdefiniowanych przedziatach.

Rozwazmy antytanicuch A C Q. Wszystkie przedzialy z A przecinaja sie w jednym punkcie, a
wiec istnieje B;, ktore zawiera elementy P odpowiadajace przedzialom z A. Zatem |A| < |B;| <
(2k —3)w. To daje odpowiednie ograniczenie na szerokosé¢ Q. Rozwazmy [i,j] < [i',7] w Q i
odpowiadajace im elementy u,v € P. Wtedy v € up (B;) (bo pojawia si¢ w bloku po j) oraz v € B;
iu ¢ Bji1. Z tego wynika, ze u jest dobry w Bj, czyli u < v. To pokazuje, ze P rozszerza @) i
koniczy dowdd. O

Twierdzenie 27 (Dujmovi¢, Joret, Wood 2011). Dla kazdego k > 2 First-Fit uzywa co najwyzej
8 (2k — 3) w taricuchow przy podziale (k + k)-wolnych porzadkow o szerokosci w.

Dowéd. Pokazemy wtasciwie, ze dla kazdego grafu G bedacego podgrafem (na tym samym zbiorze
wierzchotkow) grafu przedzialowego G’ o w (G') < w istnieje graf przedzialowy H o w(H) < w
taki, ze FF (G) < FF (H) (First-Fit dziala na G niegorzej niz na H). To da nam teze, bo dzielenie
posetu na laricuchy to kolorowanie jego grafu nieporéwnywalnosci, a przedtem pokazaliSmy, ze graf
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nieporéwnywalnosci posetu (k + k)-wolnego rozszerza pewien graf przedzialowy o o liczbie klikowej
pasujacej do naszej tezy.

Rozwazmy kolorowanie First-Fit grafu G za pomoca ¢ koloréw. Niech Vi,..., V. beda zbiorami
wierzcholkéw o odpowiednich kolorach. Niech {1 (v)},ey- (/) bedzie reprezentacja przedzialowa G'.
Niech W;1,...,W; », beda spojnymi skltadowymi w G’ [V;] (w G jest to zbidr niezalezny, ale w G’
pojawiaja si¢ nowe krawedzie). Ze zbiorem W;; utozsamiamy przedziat I;; = UUeWU I(v). Przez H
oznaczamy graf przedzialowy na tak zdefiniowanych przedziatach.

Zauwazmy, ze jesli przedzialy z H parami sie przecinaja, to przecinaja sie w jednym punkcie. Jednak
kazdy przedzial z H jest sumg przedzialow z G’, a wiec z kazdego przedzialu z H mozna wybraé¢
przedzial z G’ zawierajacy w sobie ten punkt. Te przedzialy z G’ parami sie przecinaja. Zatem
kazdej klice z H odpowiada rownoliczna klika z G’, czyli w (H) < w (G’).

Zdefiniujmy kolorowanie C (I;;) = i. Pokazemy, ze jest to kolorowanie First-Fitowe, co pokaze, ze
¢ < FF (H) (jesli ulozymy wierzcholki w kolejnosci ich koloréw, to First-Fit nada im takie kolory
jak to kolorowanie). Rozwazmy element I;;. Odpowiada on pewnym elementom V (G) o kolorze i.
Wezmy taki wierzchotek v. Dla kazdego j < i istnieje u € V (G) o kolorze j potaczony krawedzia z
v. W G’ taki wierzcholek u jest przedziatem przecinajacym sie z przedzialem wierzchotka v. Zatem
elementy H, w ktorych zawieraja sie te przedzialy przecinajg sie. Czyli I;; ma sasiada w kazdym
kolorze j < i. To koriczy dowod. O

Twierdzenie 28 (Felsner, Micek, Ueckerdt 2014). Istnieje algorytm on-line kolorujacy poprawnie
wypuktle zbiory rozpiete miedzy dwoma liniami (stykajace sie z tymi liniami), ktory uzywa O (wS)
koloréw, gdzie w jest liczba klikows grafu przecieé¢ tych zbioréw.

Dowéd. Wskazemy strategie uzywajaca (“;‘1)24w koloréw. Bedziemy kolorowa¢ trojkami (o, 3,7),
gdzie a, B,y > 1 sa liczbami catkowitymi, v < 24w i @ + 8 < w + 1. Rozwazmy linie L1, Lo, miedzy
ktorymi beda rozpiete nasze zbiory. Dla zbioru V przez v!,v? oznaczamy jego punkt przeciecia od-
powiednio z L1, Ly. Przez s, oznaczamy ,odcinek bazowy” taczacy v! z v?. Ciag zbiorow (Vi, ..., Vi)

nazywamy i-rosnacym, jesli v} < ... <! na linii L;. Analogicznie definiujemy ciagi i-malejace.

Gdy prezenter prezentuje nowy zbior V ustalamy wartosci: ay — dlugosé najdtuzszego ciagu juz
zaprezentowanych zbiorow, ktory jest l-rosnacy, 2-malejacy i zaczyna sie od V, By — to samo,
tylko dla ciaggéw 1-malejacych i 2-rosnacych. Algorytm umieszcza V' w X, g, , & wewnatrz tego
zbioru stosuje First-Fit. Jako ze wszystkie odcinki bazowe w obu ciggach przecinaja si¢, to mamy
ay + By <w+ 1 (maja jeden wspdlny element).

Zauwazmy, ze segmenty bazowe elementow X, g sa roztaczne. Zalozmy, ze s, N s, 7 () dla pewnych
V,U € Xop. Wtedy jesli v! < u! i v?2 > u?, to mozna rozszerzyé¢ l-rosnacy i 2-malejacy ciag
zaczynajacy sie od u o v, co jest sprzeczne z okresleniem a. W przeciwnym przypadku analogiczna
sprzeczno$¢ wynika z okreslenia (. Teraz pokazemy, ze X, g jest (3 + 3)-wolny (jako poset roztacz-
nosci zbioréw), co da nam ograniczenie na 7. Zatézmy, ze w X, g jest sg elementy x1, z2, x3 ktore sa
parami rozlaczne i parami przecinaja sie z parami roztacznymi elementami yi, y2, y3. Ich segmenty
bazowe sa roztaczne, mozna wiec méwié o kolejnosci segmentéw, majac na mysli kolejnosé ich kon-
c6w na ktorejkolwiek linii. Wsréd pierwszych trzech segmentéw sa dwa z jednej grupy, powiedzmy
Z1,%2. Wtedy w trzech ostatnich sg dwa z drugiej grupy, powiedzmy ¥,y (patrzac od konca).
Teraz x; musi by¢ roztaczny z segmentem xo, a y; z segmentem yo. Zatem z1 jest rozlaczny z yi,
bo odpowiednie segmenty je od siebie oddzielaja. To daje sprzecznosé i koriczy dowod. O

Uwaga. Wiemy, ze grafy nieporéwnywalnosci mozna reprezentowaé jako grafy przecie¢ krzywych
rozpietych miedzy dwiema liniami. Umiemy wskazaé¢ ograniczenia dla prostszych klas grafow: gdy
krzywe sg liniami (posety o wymiarze 2) lub prostokatami (posety przedzialowe). Teraz mamy cos,
co uogodlnia obie te klasy.
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